
Κβαντική Μηχανική ΙΙ 

Ενότητα 8: Ερωτήσεις και Ασκήσεις  

(Θέματα Εξετάσεων) 

Αθανάσιος Λαχανάς 

Σχολή Θετικών Επιστημών 

Τμήμα Φυσικής 

 



ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

Τα ϑέµατα που ακολουθούν έχουν διατυπωθεί σε διάφορες εξεταστικές περιόδους και δεν ακολουθούν α-

παραίτητα συγκεκριµένη ϑεµατολογική ενότητα. Για κάποιες ασκήσεις χρειάζεται να συνδυασθούν γνώσεις

από διάφορες ϑεµατολογικές ενότητες. Ο τρόπος επίλυσης που υποδεικνύεται, η δίνεται αναλυτικά, δεν

είναι ενδεχόµενα µοναδικός και ο αναγνώστης µπορεί να ϐρεί άλλον πιο εύκολο η έξυπνο τρόπο επίλυσης.

Τα παροράµµατα είναι αναπόφευκτα και ϑα καταβληθεί προσπάθεια να διορθωθούν µελλοντικα.



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 5ης Ιουλίου 2005 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1)

Υποθέστε ότι η κίνηση ϕορτισµένου σωµατιδίου γίνεται σε επίπεδο. Κάθετα στο επίπεδο εφαρµό-

Ϲεται σταθερό µαγνητικό πεδίο. ∆είξατε ότι το πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε αυτό µονοδιάστατου

γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή. Με γνωστό το ενεργειακό ϕάσµα του ταλαντωτή να ϐρεθεί το

ενεργειακό ϕάσµα του συστήµατος.

ΘΕΜΑ 2)

Σωµατίδιο µε µάζα m και µαγνητική ϱοπή ~µ = g ~s , όπου g σταθερά, κινείται στο εσωτερικό

σφαίρας ακτίνας R µε απολύτως ανακλώντα τοιχώµατα. Στο εσωτερικό της σφαίρας υπάρχει

σταθερό µαγνητικό πεδίο ~B . Ποιό είναι το ενεργειακό ϕάσµα του σωµατιδίου όταν αυτό έχει

µηδενική τροχιακή στροφορµή και χαρακτηρίζεται από σπίν s = 2 ;

ΘΕΜΑ 3)

Σωµατίδιο κινείται σε απειρόβαθο πηγάδι δυναµικού εύρους L µε τα τοιχώµατα του στις ϑέσεις

0 και L αντίστοιχα. Το σύστηµα υφίσταται την επίδραση πρόσθετης δύναµης που χαρακτηρίζε-

ται από δυναµικό

V (x) =











0 , x < L/4
g V0 , L/4 ≤ x ≤ 3L/4
0 , x > 3L/4

µε την αδιάστατη σταθερά g αρκούντως µικρή ώστε να αποτελεί διαταραχή στο αρχικό σύστηµα.

Να ϐρεθεί η διόρθωση της ϑεµελειώδους ενέργειας του σε πρώτη ταξη στην σταθερά Ϲεύξης g . Αν

η ϑεµελειώδης ενέργεια E1 του απειρόβαθου πηγαδιού είναι 1 eV και V0 = 10 eV εκτιµήστε

την τιµή της g έτσι ώστε η πρώτης ταξης διόρθωση να είναι το πολύ 10% της E1 .

ΘΕΜΑ 4)

∆ύο ηλεκτρόνια αναγκάζονται να κινούνται σε σωλήνα απείρου µήκους και αµελητές διατοµής

και αλληλεπιδρούν µε δυναµικό της µορφής

V (x1, x2) = g ~s1 · ~s2 (x1 − x2)
2

όπου x1,2 οι ϑέσεις των ηλεκτρονίων κατά µήκος του σωλήνα και ~s1,2 οι ιδιοστροφορµές τους.

Να ϐρεθούν οι ενέργειες δέσµευσης του συστήµατος των δύο ηλεκτρονίων και ο εκφυλισµός των

αντίστοιχων ενεργειακών επιπέδων στις περιπτώσεις όπου g > 0 και g < 0 .

( Υπόδειξη: Οι καταστάσεις που περιγράφουν το σύστηµα των 2 ηλεκτρονίων πρέπει να είναι

πλήρως αντισυµµετρικές στην εναλλαγή s1,m1 ⇔ s2,m2 και x1 ⇔ x2 όπου si,mi είναι ο

κύριος κβαντικός αριθµός του σπιν και αυτός της τρίτης συνιστώσας για το ηλεκτρόνιο i = 1, 2 .

Υπενθυµίζεται ότι οι καταστασεις των 2 ηλεκτρονίων µε συνολικό σπιν s = 0 και s = 1 είναι

αντισυµµετρικές και συµµετρικές αντίστοιχα στην εναλλαγή s1,m1 ⇔ s2,m2 . )



ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ

ΘΕΜΑ 1)

Εχει διδαχθεί στο µάθηµα.

ΘΕΜΑ 2)

Για µηδενική τροχιακή στροφορµή η ιδιοκατάσταση της ενέργειας είναι της µορφής ψ(~r) = f(r)

εξαρτάται δηλαδή µόνον από την απόσταση r. Κατά τα γνωστά αν f(r) = χ(r)/r, και αν αγνοή-

σουµε προς στιγµήν την επίδραση του µαγνητικού πεδίου, η χ(r) ικανοποιεί την εξίσωση

−
h̄2

2 m
χ′′ = Eχ .

Στην αρχή r = 0 πρέπει να έχουµε την συνοριακή συνθήκη χ(0) = 0 ενώ λόγω των τοιχωµάτων

της σφαίρας πρέπει χ(r) = 0 για r ≥ R, και αρα χ(R) = 0. Το πρόβληµα εποµένως είναι

ισοδύναµο µε αυτό της µονοδιάστατης κίνησης σε ένα πηγάδι δυναµικού εύρους R του οποίου

τα ενεργειακά του επίπεδα δίνονται από

En =
n2 π2 h̄2

2 m R2
, n = 1, 2, ...

Αν λάβουµε υπ όψη την επίδραση του µαγνητικού πεδίου υπεισέρχεται ένας πρόσθετος όρος

−~µ · ~B. Αρα έχουµε την περίπτωση του κανονικού ϕαινοµένου Zeemann για το συγκεκριµµένο

πρόβληµα. Αν ο άξονας των z ληφθεί κατά την κατεύθυνση του µαγνητικού πεδίου ο όρος Ϲεύξης

σπιν και µαγνητικού πεδίου είναι −gBŝz. Οι ιδιοτιµές του ŝz είναι h̄ms µε ms = 2, 1, 0,−1,−2

γιατί το σωµατίδιο χαρακτηρίζεται από σπιν s = 2. Αρα οι ενεργειακές στάθµες του προβλήµατος

δίνονται από την

En,ms
= En − gh̄Bms,

όπου n = 1, 2... και ms = 2, 1, 0,−1,−2 .

ΘΕΜΑ 3)

Ο πρόσθετος διαταρακτικός όρος επιφέρει στην ενέργεια E1 της ϑεµελειώδους κατάστασης |ψ1〉

µιά διόρθωση ∆E1 = 〈ψ1|V (x) |ψ1〉, µε την κατάσταση |ψ1〉 κανονικοποιηµένη στην µονά-

δα. Η µορφή της κανονικοποιηµένης κυµατικής συνάρτησης της ϑεµελειώδους ενέργειας είναι
√

2

L sin2(πxL ) και λόγω της µορφής του V (x) έχουµε

∆E1 =
2gV0
L

∫

3L/4

L/4
sin2(

πx

L
) dx .

Η τετριµµένη ολοκλήρωση δίνει ως αποτέλεσµα

∆E1 = gV0 (
1

2
+

1

π
)

Για να έχουµε διόρθωση το πολύ 10 % της E1 ϑα πρέπει |∆E1| ≤ 0, 1 E1. Για τις τιµές που

δίνονται αυτή δίνει |g| ( 1

2
+ 1

π ) ≤ 0, 01 η |g| ≤≈ 0, 0122 .



ΘΕΜΑ 4)

Για την σχετική κίνηση των 2 ηλεκτρονίων η ανηγµένη µάζα είναι m = me/2 και τα ηλεκτρόνια

αλληλεπιδρούν µε δυναµικό g ~s1 · ~s2 x2 όπου x = x1 − x2 η σχετική τους ϑέση. Ο όρος

αλληλεπίδρασης σπιν-σπιν ~s1 · ~s2 γράφεται ως ~s1 · ~s2 = 1

2
(~s 2 − ~s 2

1 − ~s 2
2 ), όπου ~s το συνολικό

σπιν, η ισοδύναµα ~s1 · ~s2 = h̄2

2
[S(S + 1)− s1(s1 + 1)− s2(s2 + 1)], όπου s1 = s2 = 1/2 οι

κβαντικοί αριθµοί των σπιν των ηλεκτρονίων και S ο κβαντικός αριθµός του συνολικού σπιν που

µπορεί να πάρει τις τιµές S = 0, 1. Το δυναµικό λοιπόν είναι

V (x) =
gh̄2

2
(S(S + 1)−

3

2
) x2

Περίπτωση όπου g > 0 :

Για δέσµια κατάσταση πρέπει S(S+1)− 3

2
> 0, για να έχουµε ελκτικό και όχι απωστικό δυναµικό,

και αυτό συµβαίνει για S = 1 και µόνο. Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε λοιπόν ένα δυναµικό

της µορφής του γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή k1
2
x2 µε k1 = gh̄2/2 για το οποίο γνωρίζουµε

τις ιδιοκαταστασεις και ιδιοτιµές της ενέργειας. Οµως οι καταστάσεις σπιν για S = 1 είναι

συµµετρικές στην εναλλαγη των σπιν και για να έχουµε ολικά αντισυµµετρική κατάσταση ϑα

πρέπει το χωρικό µέρος να είναι αντισυµµετρικό στην εναλλαγή x1 ⇔ x2 η ισοδύναµα στην

εναλλαγη x ⇔ −x . Αρα µόνον οι περιττές ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας του ταλαντωτή είναι

αποδεκτές για το πρόβληµα των δύο ηλεκτρονίων όταν g > 0 . Αυτές χαρακτηρίζονται από

ενέργειες

E2n+1 = h̄ω ( 2n+
3

2
) , n = 0, 1, 2...

όπου mω2 ≡ k1 µε m = me/2 , και ϑα είναι τριπλά εκφυλισµένες αφού για S = 1 η τρίτη

συνιστώσα µπορεί να πάρει τιµές M = 1, 0,−1.

Περίπτωση όπου g < 0 :

Τώρα για δέσµια κατάσταση πρέπει S(S + 1) − 3

2
< 0, για να έχουµε ελκτικό και όχι απωστι-

κό δυναµικό, και αυτό συµβαίνει για S = 0 . Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε ένα δυναµικό

της µορφής του γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή k2
2
x2 µε k2 = −3gh̄2/2 > 0 . Οµως οι κα-

ταστάσεις σπιν για S = 0 είναι αντισυµµετρικές στην εναλλαγη των σπιν και για να έχουµε

ολικά αντισυµµετρική κατάσταση ϑα πρέπει το χωρικό µέρος να είναι συµµετρικό στην εναλλαγη

x1 ⇔ x2 η ισοδύναµα στην εναλλαγή x ⇔ −x . Αρα µόνον οι άρτιες ιδιοκαταστάσεις της ενέρ-

γειας του ταλαντωτή είναι αποδεκτές για το πρόβληµα των δύο ηλεκτρονίων όταν g < 0 . Αυτές

χαρακτηρίζονται από ενέργειες

E2n = h̄ω ( 2n+
1

2
) , n = 0, 1, 2...

όπου mω2 ≡ k2 µε m = me/2 , και ϑα είναι απλά εκφυλισµένες αφού για S = 0 η τρίτη συνι-

στώσα µπορεί να πάρει µόνο την τιµή M = 0.



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 15ης Σεπτεµβρίου 2005 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1)

α. Για στροφορµή J = 1 να ευρεθούν οι πίνακες της στροφορµής Jx , Jy , Jz στην ϐάση όπου ο

Jz είναι διαγώνιος.

(∆ίνεται ότι J± |j,m〉 = h̄
√

j(j + 1)−m(m± 1) |j,m± 1〉)

ϐ. ΄Εστω |ψ〉 ιδιοκατάσταση του Jy µε ιδιοτιµή h̄. Ποιές είναι οι πιθανότητες να µετρηθούν τιµές

h̄ , 0 ,−h̄ για την z-συνιστώσα;

ΘΕΜΑ 2)

Ποία είναι η διόρθωση στις ενεργειακές στάθµες του ατόµου του υδρογόνου εάν ληφθεί υπ΄ όψιν

και η ϐαρυτική αλληλεπίδραση ηλεκτρονίου, πρωτονίου ;

(α ≡ e2

h̄c ≃ 1/137 , GN

h̄c m
2
p ≃ 0.6× 10−38)

ΘΕΜΑ 3)

Η µαγνητική ϱοπή του ηλεκτρονίου του ατόµου του υδρογόνου είναι :

~µ =
e

2mc
(~L+ 2~S)

όπου e το ϕορτίο και m η µάζα του ηλεκτρονίου. ~L και ~S είναι η τροχιακή στροφορµή και το

spin αντίστοιχα του ηλεκτρονίου.

Για δεδοµένη τροχιακή στροφορµή ”l” ποία είναι η τιµή του µέτρου της µαγνητικής ϱοπής για την

κατάσταση µε την µεγαλύτερη και την µικρότερη τιµή της συνολικής στροφορµής ως συνάρτηση

του ”l”;

ΘΕΜΑ 4)

Το ακτινικό µέρος της κυµατικής συνάρτησης της ενεργειακής στάθµης E2, (n = 2), µε l = 1 του

ατόµου του υδρογόνου είναι :

R(r) = Nre−r/2a0 , N =
1
√
3

a
−5/2
0

23/2
,

όπου a0 είναι η ακτίνα του Bohr και N σταθερά κανονικοποίησης έτσι ώστε
∫

∞

0
r2R2dr = 1 .

Η ιδιοκατάσταση του ηλεκτρονίου ενέργειας E2 συνολικής στροφορµής J ειναι

|ψ〉 = R(r) |JM ; lS〉

όπου |JM ; lS〉 είναι κανονικοποιηµένη στην µονάδα ιδιοκατάσταση των ~J2 , Jz , ~L
2 , ~S2 µε ιδιο-

τιµές h̄2J(J + 1) , h̄M , h̄2l(l + 1) , h̄2S(S + 1) , αντίστοιχα ( S το spin του ηλεκτρονίου ).

Υποθέστε ότι το e− αλληλεπιδρά µα τον πυρήνα (πρωτόνιο) και µε επί πλέον δυναµικό V (r) =

gf(r)~L · ~S όπου f(r) = 1/r4 και g µικρή αριθµητική σταθερά. Να ευρεθεί η πρώτης τάξης, ως

προς την σταθερά g , διόρθωση στην ενέργεια για τις δυνατές τιµές του J .



Λύσεις Θεµάτων

ΘΕΜΑ 1

α) Εχει διδαχθεί στο µάθηµα. Με την ϐοήθεια των τελεστών και ακολουθώντας την υπόδειξη

ϐρίσκεται τελικά ότι

Jx =
h̄
√
2







0 1 0
1 0 1
0 1 0






, Jy =

h̄
√
2







0 −i 0
i 0 −i
0 i 0






, Jz = h̄







1 0 0
0 0 0
0 0 −1







ϐ) Η νορµαλισµένη στην µονάδα ιδιοκατάσταση |ψ〉 του πίνακα Jy µε ιδιοτιµή h̄ είναι

|ψ〉 =
a

2







1

i
√
2

−1







όπου a σταθερά µέτρου 1. Αρα η |ψ〉 γράφεται |ψ〉 = c1 | 1〉 + c0 | 0〉 + c−1 | −1〉 όπου c1 =

a/2, c0 = ia/
√
2, c−1 = −a/2 και |1〉 , |0〉 , |−1〉 είναι οι ιδιοκαταστάσεις της z -συνιστώσας

µε ιδιοτιµές h̄, 0,−h̄ αντίστοιχα. Οι πιθανότητες να µετρήσω τιµές h̄, 0,−h̄ για την z-συνιστώσα

είναι εποµένως

P 1 = |c 1|
2 =

1

4
, P 0 = |c 0|

2 =
1

2
, P−1 = |c−1|

2 =
1

4
.

ΘΕΜΑ 2

Το συνολικό δυναµικό µέσα στο οποίο κινείται το ηλεκτρόνιο είναι το αθροισµα του ηλεκτρικού

και ϐαρυτικού δυναµικού

V (r) = −
e2

r
−

GNmemp

r
= −

ẽ2

r

όπου ẽ2 είναι

ẽ2 = e2 ( 1 +
GNmemp

e2
) = e2 ( 1 + 0.45 × 10−39 ) .

Η ενέργεια είναι ακριβώς ίδια σε µορφή µε αυτήν του ατόµου του H2 µε την αντικατάσταση της

e2 µε την ẽ2. Εποµένως οι διορθωµένες στάθµες E′

n είναι

E′

n = En ( 1 + 0.45 × 10−39 )
2
≈ En ( 1 + 0.9× 10−39) .

ΘΕΜΑ 3

Το τετράγωνο του µέτρου της µαγνητικής είναι

µ2 =
e2

4m2c2
( ~L2 + 4~S2 + 4 ~L · ~S )

=
e2

4m2c2
( ~L2 + 4~S2 + 2 ( ~J2 − ~L2 − ~S2 ) )

=
e2h̄2

4m2c2
( 2j(j + 1) + 2s(s + 1)− l(l + 1) ) (1)

όπου οι δυνατές τιµές της συνολικής στροφορµής είναι j = |l − 1/2|, l + 1/2 εφ όσον s = 1/2.

Για την µεγαλύτερη τιµή του j ϐρίσκει κανείς πολύ εύκολα ότι

µ2 =
e2h̄2

4m2c2
( l2 + 3 l + 3 ) , (2)



ενώ για την ελαχίστη ( όταν l 6= 0 )

µ2 =
e2h̄2

4m2c2
( l2 − l + 1 ) . (3)

Οταν l = 0 τότε j = 1/2 και το αποτέλεσµα ϐρίσκεται ότι είναι αυτό της (;; ) για l = 0.

ΘΕΜΑ 4

Η πρώτης τάξης διόρθωση στην ενέργεια ϑα είναι

∆E = 〈ψ| gf(r)~L · ~S |ψ〉 =
g

2
〈ψ| f(r)( ~J2 − ~L2 − ~S2 ) |ψ〉

και λόγω της µορφής της |ψ〉, που είναι ιδιοκατάσταση των στροφορµών, ϑα έχουµε

∆E =
gh̄2

2
( j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1) )

∫

f(r)R2dV .

Η ολική στροφορµή µπορεί να πάρει τις τιµές j = l + 1/2, |l − 1/2| , ενώ η ολοκλήρωση µε την

συγκεκριµένη µορφή του f(r) και αφού ολοκληρώσουµε στις γωνίες δίνει

∫

f(r)R2dV = N2 (4π)

∫

∞

0

e−r/a0dr =
π

6 a40
.

Αντικαθιστώντας στην πιο πάνω σχέση έχουµε τελικά

∆E =
gh̄2π

12 a40
( j(j + 1)− l(l + 1)−

3

4
) . (4)

Για j = l + 1

2
η (;;) δίνει

∆E =
gh̄2π

12 a40
l

Για j = |l − 1

2
| και για τιµές τροχιακής στροφορµής l ≥ 1 έχουµε από την (;;)

∆E =
gh̄2π

12 a40
( −l − 1 ) .

Για την τιµή l = 0 έχουµε j = 1/2 και ∆E = 0.



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 11ης Σεπτεµβρίου 2009 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1)

Για κίνηση σε κεντρικό δυναµικό οι καταστάσεις συγκεκριµένης ενέργειας και τροχιακής στρο-

ϕορµής µπορούν να γραφούν µε την µορφή

Ψ(r, θ, φ) =
χ(r)

r
Ylm(θ, φ)

όπου Ylm(θ, φ) είναι σφαιρική αρµονική. Απαντήστε στα πιο κάτω ερωτήµατα

ι) Ποιά διαφορική εξίσωση ικανοποιεί η χ(r) και ποιά η ϕυσική της σηµασία ( της χ(r) ).

Για µηδενική τροχιακή στροφορµή και για κίνηση σε δυναµικό που µηδενίζεται όταν r −→ ∞

δίνεται ότι

χ(r) = r e−λ r

Να ϐρεθεί η ενέργεια και το δυναµικό συναρτήσει της σταθεράς λ .

ιι) Ο τελεστής της ακτινικής ορµής είναι Ερµιτιανός και η µορφή του είναι

p̂r = −i~

(

∂

∂ r
+

1

r

)

Τι συνεπάγεται αυτό για την τιµή της χ(r) στην ϑέση r = 0 ;

ιιι) Αν το δυναµικό µέσα στο οποίο κινείται το σωµατίδιο έχει την ιδιότητα

r2 V (r) −→ 0

όταν r −→ 0 να ϐρεθεί η χ(r) σε περιοχή κοντά στην αρχή του ελκτικού κέντρου, r = 0 .

ΘΕΜΑ 2)

Σωµατίδιο µε σπιν s = 1/2 και µαγνητική ϱοπή ~µ = g ~s ϐρίσκεται σε σταθερό µαγνητικό πεδίο

κατά την κατεύθυνση του άξονα x , ~B = x̂ B0. Την στιγµή t = 0 το σωµατίδιο ϐρίσκεται σε

κατάσταση µε σπιν sz = ~/2 στην κατεύθυνση z . Να ϐρεθεί η κατάστασή του κάθε χρονική

στιγµή t > 0 και να ϐρεθεί ο ελάχιστος χρόνος για τον οποίον το σπιν του σωµατιδίου είναι εξ

ολοκλήρου προσανατολισµένο προς τα κάτω, sz = −~/2 .

ΘΕΜΑ 3)

∆ύο σωµατίδια µε σπιν J1 = 1/2 και J2 = 1 , αντίστοιχα, αλληλεπιδρούν µε Χαµιλτωνιανή

Ĥ =
2 ǫ0
~2

~J1 · ~J2

µε την σταθερά ǫ0 να είναι ϑετική. Τα δύο σωµατίδια έχουν µαγνητικές ϱοπές ~µ1 = g ~J1

και ~µ2 = g ~J2 , µε τον γυροµαγνητικό λόγο g να είναι ίδιος και για τα δύο σωµατίδια. Το

σύστηµα τοποθετείται σε σταθερό µαγνητικό πεδίο. Μεταβάλλοντας την εντασή του παρατηρούµε

ότι υπάρχει τιµή του µέτρου της έντασής του, B0 , για την οποίαν η χαµηλώτερη ενέργεια µε

την υψηλότερη τιµή της ολικής στροφορµής Joλικo είναι ίδια µε την µεγαλύτερη ενέργεια των

καταστάσεων που έχουν την µικρότερη τιµή της ολικής στροφορµής. Από αυτό να προσδιορισθεί

ο γυροµαγνητικός λόγος g συναρτήσει των ǫ0 και B0 .

=⇒ Λύσεις



Λύσεις

ΘΕΜΑ 1

(ι) Η χ(r) ικανοποιεί την εξίσωση

−
~
2

2m
χ′′(r) + U(r)χ(r) = E χ(r)

όπου U(r) είναι το ενεργό δυναµικό που περιέχει εκτός από τον όρο του πραγµατικού δυναµικού

µέσα στο οποίο κινείται το σωµατίδιο, V (r) , και τον όρο του ϕυγοκεντρικού δυναµικού

U(r) =
~
2 l(l + 1)

2m r2
+ V (r) .

Η χ(r) έχει την ϕυσική σηµασία του πλάτους της ακτινικής πιθανότητας, δηλαδή το |χ(r)|2 dr

είναι η πιθανότητα το σωµατίδιο να ϐρεθεί µέσα σε σφαιρικό ϕλοιό µε ακτίνες r και r+dr , όταν

η χ(r) είναι κανονικοποιηµένη στην µονάδα,
∫

∞

0
|χ(r)|2 dr = 1 .

Αν χ(r) = r e−λ r και η τροχιακή στροφορµή είναι µηδενική, η ανωτέρω εξίσωση δίνει

~
2

2m
( 2λ− λ2 r) + V (r) r = E r και διαιρώνταs µǫ r =⇒

~
2

2m
( 2

λ

r
− λ2 ) + V (r) = E .

Από αυτήν στο όριο r −→ ∞ παίρνουµε E = − ~
2 λ2/2m και χρησιµοποιώντας αυτό στην ίδια

εξίσωση προκύπτει οτι το δυναµικό είναι V (r) = − ~
2 λ/mr .

(ιι) Η ερµιτιανότητα του τελεστή της ακτινικής ορµής συνεπάγεται

(Ψ, p̂r Ψ) = ( p̂r Ψ, Ψ) = (Ψ, p̂r Ψ)∗

Γράφωντας Ψ(r, θ, φ) = R(r) Ylm(θ, φ) η σχέση αυτή δίνει

−i~

∫

R∗Y ∗

lm

(

∂

∂ r
+

1

r

)

RYlm dV = i~

∫

RYlm

(

∂

∂ r
+

1

r

)

R∗ Y ∗

lm dV

Το στοιχείο όγκου είναι dV = r2drdΩ και από την κανονικοποίηση των σφαιρικών αρµονικών
∫

|Ylm|2 dΩ = 1 παίρνουµε

∫

∞

0

( r2 R∗R′ + r2 RR∗ ′ + 2 r R∗R ) dr = 0 (1)

όπου οι τόνοι δηλώνουν παραγωγίσεις ως προς r . Η ολοκληρωτέα συνάρτηση στην (;;) είναι η

παράγωγος του r2 |R|2 οπότε η (;;) δίνει

∫

∞

0

d

dr
r2 |R|2 dr = 0 =⇒

∫

∞

0

d

dr
|χ(r)|2 dr = 0 =⇒ |χ(∞)|2 − |χ(0)|2 = 0

Για να είναι η χ(r) κανονικοποιήσιµη ϑα πρέπει χ(∞) = 0 και εποµένως η τελευταία εξίσωση

δίνει χ(0) = 0 .

(ιιι) Η εξίσωση για την χ(r) µπορεί να τεθεί και στην πιο κάτω µορφή, αν πολλαπλασιασθεί µε

την µεταβλητή r2 ,

−
~
2

2m
r2 χ′′(r) + ( r2 V (r) − E r2 +

~
2 l(l + 1)

2m
)χ(r) = 0

Για µικρές τιµές του r οι όροι r2 V (r) και r2E είναι αµελητέοι έναντι του τελευταίου όρου και η

ανωτέρω εξίσωση παίρνει την µορφή

− χ′′(r) +
l(l + 1)

r2
χ(r) = 0 ,

η γενική λύση της οποίας είναι



χ(r) = Arl+1 + B r−l

µε A,B σταθερές. Επειδή χ(0) = 0 ϑα πρέπει B = 0. Αρα για µικρά r έχουµε χ(r) = Arl+1.

ΘΕΜΑ 2

Η κατάσταση σπιν του σωµατιδίου ικανοποιεί την εξίσωση Scroendinger

i~
∂

∂ t
|Ψ(t)〉 = Ĥ |Ψ(t)〉

µε την Χαµιλτωνιανή του συστήµατος να είναι Ĥ = −~µ · ~B . Η κατεύθυνση του µαγνητικού

πεδίου είναι κατά τον άξονα x̂, οπότε Ĥ = −g B0 ŝx . Στην ϐάση όπου χρησιµοποιούµε τους

πίνακες Pauli για την περιγραφή του σπιν του σωµατιδίου ( σπιν = 1/2 ), η εξίσωση Scroendinger

παίρνει την µορφή

i~
∂

∂ t

(

a
b

)

= −g B0

~

2

(

0 1
1 0

) (

a
b

)

= −g B0

~

2

(

b
a

)

Από αυτήν έχουµε τις εξισώσεις

ȧ = iωB b , ḃ = iωB a (2)

όπου ωB ≡ gB0/2 . ∆ιαφορίζοντας την πρώτη ακόµα µια ϕορά ως προς τον χρονο προκύπτει

ä + ωB
2 a = 0

µε γενική λύση την a = Acos(ωB t) +B sin(ωB t) . Από αυτήν και χρησιµοποιώντας την πρώτη

των (;;) έχουµε ότι b = iA sin(ωB t) − iB cos(ωB t) . Την χρονική στιγµή t = 0 το σωµατίδιο

έχει σπιν ~/2 στην κατεύθυνση - z και στην ϐάση που χρησιµοποιούµε αυτό σηµαίνει a(0) =

1, b(0) = 0 . Αρα οι σταθερές A, B είναι A = 1, B = 0 και η κατάσταση του συστήµατος είναι

|Ψ(t)〉 =

(

cos(ωB t)
i sin(ωB t)

)

Η ποσότητα |i sin(ωB t)| 2 = sin2(ωB t) είναι η πιθανότητα να µετρηθεί σπιν ίσο µε −~/2 στην

κατεύθυνση - z. Εποµένως ο ελάχιστος χρόνος για να είναι πλήρως προσανατολισµένο προς τα

κάτω το σπίν του σωµατιδίου, η ισοδύναµα ο ελάχιστος χρόνος για να µετρηθεί τιµή −~/2 για

την z - συνιστώσα µε πιθανότητα 100 % , είναι όταν tmin =
π

2ωB
.

ΘΕΜΑ 3

Η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος των δύο σωµατιδίων όταν αυτά τοποθετηθούν σε σταθερό µαγνη-

τικό πεδίο είναι

Ĥ ′ =
2 ǫ0
~2

~J1 · ~J2 − g ~B · ( ~J1 + ~J2 )

Επιλέγοντας το σύστηµα µας µε τον άξονα z κατά την κατεύθυνση του µαγνητικού πεδίου, χωρίς

ϐλαβη της γενικότητας, και χρησιµοποιώντας το ολικό σπιν ~J ≡ ~J1 + ~J2 , παίρνουµε

Ĥ ′ =
ǫ0
~2

( ~J 2 − ~J 2
1 − ~J 2

2 ) − gB Jz

όπου Jz είναι η z - συνιστώσα του ολικού σπιν. Η Χαµιλτωνιανή Ĥ ′ και τα µεγέθη ~J 2, Jz, ~J 2
1 ,

~J 2
2

µετατίθενται µεταξύ τους άρα υπάρχει κοινό σύστηµα ιδιοκαταστάσεων και αυτα είναι οι ιδιοκα-

ταστάσεις |JMJ1J2〉 συνολικής στροφορµής µε κβαντικό αριθµό J και κβαντικό αριθµό της z -

συνιστώσας ίσο µε M = −J, −J + 1, ...J − 1, J . Επειδή



J1 = 1/2, J2 = 1/2 ο κβαντικός αριθµός J παίρνει µόνο τις τιµές J = 1/2, 3/2 . ∆ρώντας µε

την Ĥ ′ στις |JMJ1J2〉 ϐρίσκουµε ότι

Ĥ ′ |JMJ1J2〉 = EJ M |JMJ1J2〉

όπου EJ M είναι οι ιδιοτιµές της ενέργειας που εξαρτώνται από τους κβαντικούς αριθµούς J, M ,

EJ M = ǫ0 (J(J + 1)− J1(J1 + 1)− J2(J2 + 1)) − g ~BM

όπου για J = 1/2 έχουµε M = −1/2, 1/2 και για J = 3/2 έχουµε M = −3/2, −1/2, 1/2, 3/2 .

Η ελάχιστη ενέργεια Emin για την µεγαλύτερη τιµή του J = 3/2 είναι για M = 3/2 , όταν

g > 0, η M = − 3/2 όταν g < 0, αρα

Emin = ǫ0 −
3

2
|g| ~B .

Αντίστοιχα η µεγαλύτερη ενέργεια Emax για την µικρότερη τιµή του J = 1/2 είναι για M =

1/2 , όταν g > 0, η M = − 1/2 όταν g < 0, αρα

Emax = −2 ǫ0 −
1

2
|g| ~B .

Αν υπάρχει τιµή του µαγνητικού πεδίου B0 για τις οποιές αυτές είναι ίσες τότε

ǫ0 −
3

2
|g| ~B0 = −2 ǫ0 −

1

2
|g| ~B0

και εποµένως

|g| =
3 ǫ0

2~B0

.



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 1ης Ιουλίου 2010 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1:

Α) Αν R(r) το ακτινικό µέρος κυµατικής συνάρτησης αποδείξτε ότι η συνάρτηση

u(r) ≡ r R(r) µηδενίζεται όταν r = 0 . Ποιά είναι η ϕυσική σηµασία της u(r) ;

Β) ∆ίνεται ότι η συνάρτηση X1,0 είναι γραµµικός συνδιασµός των σφαιρικών αρµονικών Y1m όπου

m = ±1, 0 . Η µορφή της X1,0 είναι

X1,0 ≡ N
x

r
, r =

√

x2 + y2 + z2

Αποδείξτε ότι έχει στροφορµή l = 1 και είναι ιδιοσυνάρτηση της x− συνιστώσας της τροχιακής

στροφορµής µε ιδιοτιµή µηδεν. Για ποιά τιµή της σταθεράς N είναι κανονικοποιηµένη στην

µονάδα ;

ΘΕΜΑ 2:

Η Χαµιλτωνιανή δύο διακρισίµων σωµατιδίων µε σπιν J1 = J2 = 1/2 είναι

Ĥ =
2ǫ

~2
~J1 · ~J2

Τα σωµατίδια έχουν µαγνητικές ϱοπές ~µ1 = g1 ~J1 , ~µ2 = g2 ~J2 .

Α) Να ϐρεθεί το ενεργειακό ϕάσµα και ο εκφυλισµός αυτού. Ακολούθως το σύστηµα τοποθετείται

σε σταθερό µαγνητικό πεδίο έντασης B0 . Να ϐρεθει το ενεργειακό ϕάσµα στην περίπτωση αυτή

όταν g1 = g2 . Ποιός είναι ο εκφύλισµός του ;

Β) Με την παρουσία του µαγνητικού πεδίου B0 να ϐρεθεί το ενεργειακό ϕάσµα όταν g1 =

g2 + δ , µε δ µικρό σε σχέση µε τα g1,2 , σε πρώτη τάξη στην παράµετρο δ .

ΘΕΜΑ 3:

Σωµατίδιο µε σπιν S = 1/2 και µαγνητική ϱοπή ~µ = g ~S ϐρίσκεται σε µαγνητικό πεδίο µε προ-

σανατολισµό κατά την κατεύθυνση του x− άξονα. Η ένταση του µαγνητικού πεδίου µεταβάλλεται

χρονικά όπως δείχνεται στο σχήµα, όπου t1 δεδοµένος χρόνος. Την χρονική στιγµή t = 0 το

σωµατίδιο έχει προσανατολισµό µε σπίν +~/2 κατά την z−κατεύθυνση. Να ϐρεθεί η κατάσταση

του συστήµατος για t > 0. Για ποιά τιµή του B0 το σωµατίδιο υφίσταται πλήρη αναστροφή του

σπιν του για χρόνους t > 2 t1 ;

Υπόδειξη: Ο µοναδιαίος πίνακας

U =
1
√
2

(

1
1

1
−1

)

διαγωνιοποιεί τον πίνακα sx της x−συνιστώσας του σπιν.

=⇒ Λύσεις



Λύσεις

ΘΕΜΑ 1

1Α) Με την χρήση του τελεστή p̂r = −i~ ( ∂
∂ r +

1

r ) ( Εχει αναπτυχθεί εκτενώς στο µάθηµα. )

1Β) Επειδή η X1,0 είναι γραµµικός συνδιασµός σφαιρικών αρµονικών µε l = 1 είναι και αυτή

ιδιοσυνάρτηση της τροχιακής στροφορµής µε κβαντικό αριθµό l = 1. Η δράση της x− συνιστώσας

της τροχιακής στροφορµής στην X1,0 δίνει

L̂x X1,0 = −i~

(

y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)

N xr−1 = −i~N

(

y x
∂

∂z
− z x

∂

∂y

)

r−1

= −i~N
(

y x (−
z

r2
)− z x (−

y

r2
)
)

= 0 !

Εποµένως η X1,0 είναι ιδισοσυνάρτηση της L̂x µε ιδιοτιµή µηδέν !

Για την κανονικοποίηση, η συνάρτηση X1,0 γράφεται ως

X1,0 = N sinθ cosφ

και το ολοκλήρωµα της |X 1,0|
2

σε όλη την στερεά γωνία πρέπει να είναι µονάδα.
∫

|X 1,0|
2 dΩ = |N | 2

∫

( sinθ cosφ ) 2 sinθdθ dφ = |N | 2
∫ π

0

sin3θ dθ

∫

2π

0

cos2φdφ

= − |N | 2
∫ π

0

(1− cos2 θ) d cos θ

∫

2π

0

1 + cos 2φ

2
dφ = |N | 2

4

3
π

Για να είναι το ολοκλήρωµα µονάδα ϑα πρέπει

|N | 2
4

3
π = 1 =⇒ |N | =

√

3

4π

ΘΕΜΑ 2

2Α) Αν ~J = ~J1 + ~J2 η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος γράφεται ως

Ĥ =
2ǫ

~2
~J1 · ~J2 =

ǫ

~2

(

~J 2 − ~J 2
1 − ~J 2

2

)

και τα ιδιοανύσµατα της Χαµιλτωνιανής είναι οι καταστάσεις συνολικού σπιν |J,M, J1, J2〉 µε

ιδιοτιµές ενέργειας EJ = ǫ(J(J + 1) − J1(J1 + 1) − J2(J2 + 1)) . Επειδή J1 = J2 = 1/2 οι

δυνατές τιµές J για το ολικό σπιν είναι J = 0 , J = 1 και οι αντίστοιχες ενέργειες είναι

EJ = ǫ

(

J(J + 1)−
3

2

)

, J = 0 , 1

Τα σωµατίδια είναι διακρίσιµα και εποµένως όλες οι καταστάσεις ( συµµετρικές και αντισυµµε-

τρικές ) είναι αποδεκτές. Για J = 0 υπάρχει µόνο µία κατάσταση, αυτή µε την τρίτη συνιστώσα

M του συνολικού σπιν να είναι ίση µε µηδέν M = 0 , άρα δεν υπάρχει εκφυλισµός. Για J = 1

υπάρχουν τρείς καταστάσεις, αυτές µε M = −1, 0 + 1 , που έχουν ίδια ενέργεια άρα υπάρχει

τριπλός εκφυλισµός.

Οταν το σύστηµα τοποθετηθεί σε σταθερό µαγνητικό πεδίο η Χαµιλτωνιανή γίνεται

Ĥ ′ =
ǫ

~2

(

~J 2 − ~J 2
1 − ~J 2

2

)

− g1 ~J1 · ~B − g2 ~J2 · ~B

Μπορούµε να πάρουµε το σύστηµα έτσι ώστε ο άξονας z να είναι στην κατεύθυνση του πεδίου ~B.

Τότε για g1 = g2 ≡ g η Χαµιλτωνιανή είναι,

ĤB =
ǫ

~2

(

~J 2 − ~J 2
1 − ~J 2

2

)

− g B0 Ĵ
z

και τα ιδιοανύσµατα της είναι τα |J,M, J1, J2〉 µε ιδιοτιµές ενέργειας

E J,M = ǫ

(

J(J + 1)−
3

2

)

− g B0 ~M

Παρατηρούµε ότι υπάρχει άρση του εκφυλισµού ( ϕαινόµενο Zeemann ).



2Β) Οταν οι γυροµαγνητικοί λόγοι g1 , g2 διαφέρουν η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος είναι

Ĥ ′

B = ĤB − δ B0 Ĵ
z
1

Λόγω της παρουσίας του µικρού (διαταρακτικού) όρου V̂ ≡ − δ B0 Ĵ
z
1 οι καταστάσεις |J,M, J1, J2〉

δεν είναι ιδιοανύσµατα της Χαµιλτωνιανής Ĥ ′

B . Αν για συντοµία συµβολίσουµε µε |J,M〉 ≡

|J,M, J1, J2〉 τότε οι διορθώσεις στην ενέργεια, σε πρώτη τάξη στην δ είναι

∆E J,M = 〈J,M | V̂ |J,M〉 = −δ B0 〈J,M | Ĵ z
1 |J,M〉

Οι καταστάσεις |J,M〉 ∆ΕΝ είναι για όλα τα M ιδιοκαταστάσεις του Ĵ z
1 και ο υπολογισµός

γίνεται όπως ακολουθεί : Η ιδιοκατάσταση της αδιατάρακτης ενέργειας E 0,0 είναι

|0, 0〉 =
1
√
2
( |+,−〉 − |−,+〉 )

µε τον πρώτο δείκτη ( + η - ) να αναφέρεται σε z− συνιστώσα του σπίν +~/2,−~/2 για το

σωµατίδιο ¨1¨. Ο δεύτερος δείκτης µε όµοιο τρόπο αναφέρεται στο σωµατίδιο ¨2¨. Αρα έχουµε

Ĵ z
1 |0, 0〉 =

1
√
2
(
~

2
|+,−〉+

~

2
|−,+〉 )

και εποµένως

〈0, 0| Ĵ z
1 |0, 0〉 =

1
√
2
( 〈+,−| − 〈−,+| )

1
√
2
(
~

2
|+,−〉+

~

2
|−,+〉 )

=
1

2

~

2
( 〈+,−| − 〈−,+| ) ( |+,−〉+ |−,+〉 )

=
~

4
( 〈+,−|+,−〉 − 〈−,+|−,+〉 ) =

~

4
(1− 1) = 0

• Αρα η διόρθωση στην ενέργεια E 0,0 είναι µηδενική, ∆E 0,0 = 0 .

Οι ιδιοκαταστάσεις για τις αδιατάρακτες ενέργειες E 1,1 και E 1,−1 είναι

|1, 1〉 = |+,+〉 , |1,−1〉 = |−,−〉

Σε αυτή την περίπτωση

Ĵ z
1 |1, 1〉 = Ĵ z

1 |+,+〉 = +
~

2
|+,+〉 , Ĵ z

1 |1,−1〉 = Ĵ z
1 |−,−〉 = −

~

2
|−,−〉

οπότε

〈1, 1| Ĵ z
1 |1, 1〉 = 〈+,+| Ĵ z

1 |+,+〉 =
~

2
, 〈1,−1| Ĵ z

1 |1,−1〉 = 〈−,−| Ĵ z
1 |−,−〉 = −

~

2

• Αρα οι διόρθωσεις στις ενέργειες E 1,±1 είναι, ∆E 1,1 = −δ B0 ~/2 , ∆E 1,−1 = +δ B0 ~/2 .

Τέλος για την διόρθωση στην ενέργεια E 1,0 , η ιδιοκατάσταση της είναι

|1, 0〉 =
1
√
2
( |+,−〉 + |−,+〉 )

Αρα, σε αναλογία για το τι κάναµε για την E 0,0 , έχουµε

Ĵ z
1 |1, 0〉 =

1
√
2
(
~

2
|+,−〉 −

~

2
|−,+〉 )

και εποµένως

〈1, 0| Ĵ z
1 |1, 0〉 =

1
√
2
( 〈+,−| + 〈−,+| )

1
√
2
(
~

2
|+,−〉 −

~

2
|−,+〉 )

=
1

2

~

2
( 〈+,−| + 〈−,+| ) ( |+,−〉 − |−,+〉 )

=
~

4
( 〈+,−|+,−〉 − 〈−,+|−,+〉 ) =

~

4
(1− 1) = 0

• Αρα η διόρθωση στην ενέργεια E 1,0 είναι µηδενική, ∆E 1,0 = 0 .



ΘΕΜΑ 3 : Η κατάσταση σπιν του σωµατιδίου ικανοποιεί την εξίσωση Scroendinger

i~
∂

∂ t
|Ψ(t)〉 = Ĥ |Ψ(t)〉

µε την Χαµιλτωνιανή του συστήµατος να είναι Ĥ = −~µ · ~B . Η κατεύθυνση του µαγνητικού

πεδίου είναι κατά τον άξονα x̂, οπότε στην ϐάση όπου χρησιµοποιούµε τους πίνακες Pauli για την

περιγραφή του σπιν του σωµατιδίου ( σπιν = 1/2 ), η εξίσωση Scroendinger παίρνει την µορφή

i~
∂

∂ t

(

a
b

)

= −g B(t)
~

2

(

0 1
1 0

) (

a
b

)

∆ρώντας σε αυτήν µε τον πίνακα U και χρησιµοποιώντας ότι είναι µοναδιαίος U † U = 1

i~
∂

∂ t
U

(

a
b

)

= −g B(t)
~

2
U

(

0 1
1 0

)

U † U

(

a
b

)

= −g B(t)
~

2

(

1 0
0 − 1

)

U

(

a
b

)

Από αυτήν προκύπτουν εύκολα οι ασύζευκτες εξισώσεις

ξ̇1 = i
g

2
B(t) ξ1 , ξ̇2 = − i

g

2
B(t) ξ2 (1)

µε τα ξ1 , ξ2 να ορίζονται από την σχέση

(

ξ1
ξ2

)

= U

(

a
b

)

η οποία είναι ισοδύναµη µε τις

ξ1 =
a+ b
√
2

, ξ2 =
a− b
√
2

Επειδή την στιγµή t = 0 το σωµατίδιο είναι σε κατάσταση µε σπιν ~/2 στον άξονα z έχουµε ότι

a(0) = 1 , b(0) = 0 και εποµένως ξ1(0) = 1/
√
2 , ξ2(0) = 1/

√
2 . Με αυτές τις αρχικές συνθήκες

οι εξισώσεις (;;) ολοκληρώνονται εύκολα από t = 0 έως οποιοδήποτε χρόνο και δίνουν

ξ1(t) =
1
√
2

exp ( i φ(t) ) , ξ2(t) =
1
√
2

exp (− i φ(t) ) (2)

όπου φ(t) ≡ g
2

∫ t
0
B(t) dt . Επειδή a = ( ξ1 + ξ2 )/

√
2 και b = ( ξ1 − ξ2 )/

√
2 από τις (;;)

προκύπτει άµεσα ότι

a(t) = cos φ(t) , b(t) = i sin φ(t)

οπότε η κατάσταση κάθε χρονική στιγµή είναι

|Ψ(t)〉 =

(

cos φ(t)
i sin φ(t)

)

Από την γραφική απεικόνιση του µαγνητικού πεδίου µπορούµε να έχουµε την φ(t) ,

φ(t) =







g B0 t/ 2 , 0 < t < t1
g B0 ( − t1/4 + t− t2/4 t1 ) , 0 ≤ x ≤ L

3 g B0 t1 /4 , t1 < t < 2 t1

Πλήρης αναστροφή του σπιν για χρόνους t > 2 t1 γίνεται όταν cosφ(t) = 0 , η το ίδιο όταν

φ(t) = (2n+ 1) π
2

όπου n = ακέραιος . Από την µορφή της φ(t) έχουµε εποµένως ότι

B0 = (2n + 1)
2π

3 |g|



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 22ας Μαρτίου 2011 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1:

Για κίνηση σε κεντρικό δυναµικό να αποδείξετε ότι για καθορισµένη τροχιακή στροφορµή l ισχύουν τα

ακόλουθα.

α1) Για µικρές τιµές του r το ακτινικό µέρος R(r) της κυµατικής συνάρτησης συµπεριφέρεται ως

R(r) ≈ r l όταν το σωµατίδιο κινείται σε δυναµικό µε την ιδιότητα r2V (r) → 0 για r → 0.

α2) Η Ερµιτιανότητα της ακτινικής ορµής p̂r = −ih̄ ( ∂
∂r

+ 1
r
) οδηγεί σε µηδενισµό της ακτινικής

πυκνότητας πιθανότητας στο σηµείο r = 0.

ΘΕΜΑ 2:

Σφαιρικό εισερχόµενο κύµα

A
e−i k r

r

πλάτους A, στροφορµής µηδέν, και ενέργειας E = h̄2k2/2m > 0 , σκεδάζεται από δυναµικό

V (r) =

{

0 , r0 < r < +∞
−V0 , 0 < r ≤ r0

µε V0 > 0 . Αν B είναι το πλάτος του εξερχοµένου µετά την σκέδαση σφαιρικού κύµατος, στην περιοχή

r > r0 , να τεθεί ο λόγος B/A στην µορφή

B

A
= F e i φ , µǫ F > 0

και να ϐρεθεί η F και η ϕάση φ ως συναρτήσεις της ενέργειας. Τι παρατηρείτε ; Για πολύ µεγάλες τιµές

του λόγου E/V0 να ϐρεθούν τιµές της ενέργειας για τις οποίες η ϕάση φ είναι πολλαπλάσιο του π.

ΘΕΜΑ 3:

∆ύο διακρίσιµα σωµατίδια µε σπιν s1 = s2 = 1/2, µε το δεύτερο εξ αυτών να έχει γυροµαγνητικό λόγο

µηδέν, ϐρίσκονται σε µαγνητικό πεδίο σταθερής έντασης B µε την Χαµιλτωνιανή τους να δίνεται από

Ĥ =
A

h̄2 ~s1 · ~s2 + g B s1z

µε A , g δοσµένες σταθερές. Να τεθεί η Ĥ σε µορφή πίνακα στην ϐάση των ορθοκανονικών ιδιοανυσµάτων

|φi〉 i = 1, 2, 3, 4

|φ1〉 = |0, 0〉 , |φ2〉 = |1, 1〉 , |φ3〉 = |1, 0〉 , |φ4〉 = |1,−1〉

όπου |S,M〉 τα ιδιοανύσµατα του συνολικού σπιν, και από αυτήν να ϐρεθούν οι δυνατές τιµές της

ενέργειας χωρίς την χρήση διαταρακτικής προσέγγισης. Αν A > 0 να ϐρεθεί η µικρότερη ενέργεια και η

πιθανότητα να µετρηθεί συνολικό σπιν S = 0 στην κατάσταση µε αυτή την ενέργεια.

Υπόδειξη: Οι καταστάσεις συνολικού σπιν S = 1,M = 1, 0,−1 και S = 0,M = 0 είναι

|1, 1〉 = |+,+〉 , |1, 0〉 =
1
√
2
( |+,−〉+|−,+〉 ) , |1,−1〉 = |−,−〉 , |0, 0〉 =

1
√
2
( |+,−〉−|−,+〉 )



Λύσεις

ΘΕΜΑ 1:

( Εχει διδαχθεί στο µάθηµα και είναι µέρος της ϑεωρίας )

ΘΕΜΑ 2:

Το ακτινικό µέρος γράφεται ως R(r) = χ(r)/r και η συνάρτηση χ(r) , επειδή το κύµα έχει τροχιακή

στροφορµή µηδέν, ικανοποεί την εξίσωση

−
h̄2

2m
χ′′ + V (r)χ = E χ

Για r0 < r < +∞ το δυναµικό είναι µηδέν και η γενική λύση είναι χ = A e−i k r +B e+i k r η το ίδιο

R(r) = A
e−i k r

r
+B

e+i k r

r

όπου k =
√

2mE
h̄2 . Ο πρώτος όρος είναι το εισερχόµενο σφαιρικό κύµα και ο δεύτερος το εξερχόµενο

µετά την σκέδαση ! Για την περιοχή 0 ≤ r < r0 το δυναµικό είναι V (r) = −V0 και η γενική λύση είναι

χ = c e−i k0 r +d e+i k0 r όπου k0 =
√

2m(E+V0)
h̄2 . Επειδή χ(0) = 0 αυτή γίνεται χ(r) = a sin(k0 r) όπου

a = σταθερά. Αρα η λύση είναι

χ(r) =

{

A e−i k r + B e+i k r , r0 < r < +∞
a sin(k0 r) , 0 < r ≤ r0

Οι συνθήκες συνέχειας της χ και της παραγώγου της χ′ στο σηµείο r0 δίνουν

a sin(k0 r0) = A e−i k r0 +B e+i k r0

a k0 cos(k0 r0) = i k (−A e−i k r0 +B e+i k r0)

∆ιαιρώντας κατά µέλη απαλλοίφεται η σταθερά a και προκύπτει

i
k

k0
tan(k0 r0) =

1 + e2ikr0 G

−1 + e2ikr0 G

όπου G είναι ο λόγος G ≡ B/A . Λύνωντας ως προς G έχουµε τον Ϲητούµενο λόγο

B

A
= − e−2ikr0

1 + i k
k0

tan(k0 r0)

1− i k
k0

tan(k0 r0)

που εκτός από τον παράγοντα − e2ikr0 είναι ο λόγος του µιγαδικού z = 1+ i k
k0

tan(k0 r0) µε τον συζυγή

του. Γράφωντας z = |z| eiα , όπου α η ϕάση του z, έχουµε

B

A
= − e−2ikr0 e2iα = ei φ

Αρα το µέτρο F του λόγου B/A είναι F = 1 και η ϕάση φ = π + 2(−k r0 + α). Το F = |B/A| είναι

µονάδα όπως ϑα έπρεπε λόγω της εξίσωσης της συνέχειας ( διατήρηση πιθανότητας ). Για την ακρίβεια

το |B/A|2, είναι ο λόγος του µέτρου του ϱεύµατος του εξερχοµένου σφαιρικού κύµατος ως προς αυτό το

εισερχοµένου και ϑα πρέπει να είναι |B|
2
= |A|

2
, από την διατήρηση της πιθανότητας. Η ϕάση φ, επειδή

tanα = Im(z)/Re(z) = k
k0

tan(k0 r0), δίνεται από την σχέση

φ = π + 2

[

tan−1

(

k

k0
tan(k0 r0)

)

− k r0

]



Για πολύ µεγάλες τιµές του λόγου της ενέργειας ως προς το ϐάθος του δυναµικού, E/V0 >> 1, ο λόγος

k
k0

είναι πολύ κοντά στην µονάδα και η ϕάση φ γίνεται

φ ≃ π + 2
[

tan−1 ( tan(k r0))− k r0
]

= π + 2 [ k r0 − k r0] = π

άρα για πολύ µεγάλες ενέργειες E >> V0 η ϕάση είναι φ = π, που είναι το ίδιο αποτέλεσµα που παίρνει

κανείς αν δεν υπάρχει καθόλου το δυναµικό V0 !

ΘΕΜΑ 3:

Οι καταστάσεις |φi〉 i = 1, 2, 3, 4 ∆ΕΝ είναι ιδιοκαταστάσεις της ολικής Χαµιλτωνιανής λόγω του τελευ-

ταίου όρου, που δεν είναι η συνολική τρίτη συνιστώσα του σπιν αλλά µόνο αυτή του ενός σωµατιδίου ! Η

Χαµιλτωνιανή µπορεί να γραφεί ως

Ĥ =
A

2h̄2 (~s 2 − ~s1
2 − ~s2

2) + g B s1z ≡ Ĥ0 + Ĥ1

Για ευκολία ϑα ϑέσουµε τους επι µέρους όρους Ĥ0,1 σε µορφή πίνακα και µετά ϑα αθροίσουµε τους

πίνακες. Για την Ĥ0 η απάντηση είναι πολύ εύκολη

H0 =









−3A/4 0 0 0
0 A/4 0 0
0 0 A/4 0
0 0 0 A/4









(1)

Για την Ĥ1 ϑα χρειασθούµε τα στοιχεία πίνακα του s1z. Θα ϐρούµε πρώτα τις δράσεις αυτού στα |φi〉

s1z |φ1〉 = s1z
|+,−〉 − |−,+〉

√
2

= +
h̄

2

|+,−〉+ |−,+〉
√
2

≡
h̄

2
|φ3〉

s1z |φ2〉 = s1z |+,+〉 = +
h̄

2
|+,+〉 ≡

h̄

2
|φ2〉

s1z |φ3〉 = s1z
|+,−〉+ |−,+〉

√
2

= +
h̄

2

|+,−〉 − |−,+〉
√
2

≡
h̄

2
|φ1〉

s1z |φ4〉 = s1z |−,−〉 = −
h̄

2
|−,−〉 ≡ −

h̄

2
|φ4〉

Αρα τα µόνα µη µηδενικά στοιχεία του πίνακα είναι

〈φ3| s1z |φ1〉 =
h̄

2
, 〈φ2| s1z |φ2〉 =

h̄

2
, 〈φ1| s1z |φ3〉 =

h̄

2
, 〈φ4| s1z |φ4〉 = −

h̄

2

Εποµένως εύκολα έχουµε

H1 =
gBh̄

2









0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1









(2)

Προσθέτωντας τους πίνακες H0 και H1 έχουµε για την ολική Χαµιλτωνιανή

H =









−3a 0 b 0
0 a+ b 0 0
b 0 a 0
0 0 0 a− b









όπου a ≡ A/4 και a ≡ gBh̄/2 .

Για την εύρεση των ιδιοτιµών της ενέργειας ϑα πρέπει να επιλυθεί η εξίσωση det(H − λ) = 0 . Η ορίζουσα



det(H − λ) ϐρίσκεται πολυ εύκολα αν αναπτύξουµε ως προς την τρίτη γραµµή ( που έχει τρία µηδενικά )

και η εξίσωση ιδιοτιµών δίνει

(a− b− λ)(a + b− λ)(λ2 + 2a λ− 3a2 − b2) = 0

Αρα οι ιδιοτιµές της ενέργειας είναι

E1 = a− b =
A

4
−

gBh̄

2

E2 = a+ b =
A

4
+

gBh̄

2

E3 = −a+
√

4a2 + b2 = −
A

4
+

√

A2

4
+

(gBh̄)2

4

E4 = −a−
√

4a2 + b2 = −
A

4
−

√

A2

4
+

(gBh̄)
2

4

Οταν A > 0 η µικρότερη ενέργεια είναι η E4. Το ιδιοάνυσµα |ξ〉 που αντιστοιχεί σε αυτή είναι µονόστηλος

πίνακας µε στοιχεία ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 που ικανοποιεί την εξίσωση H |ξ〉 = E4 |ξ〉 . Από αυτήν ϐρίσκεται αµέσως

ότι ξ2 = ξ4 = 0 και ξ1 = b
3a+E4

ξ3 . Αρα

|ξ〉 = N









b
0

3a+ E4

0









µε την N να είναι σταθερά νορµαλισµού. Ο νορµαλισµός 〈ξ|ξ〉 = 1 δίνει |N |
2
(b2 + (3a+ E4)

2
) = 1 . Το

πλάτος πιθανότητα να µετρήσουµε συνολικό σπιν S = 0 είναι 〈φ1|ξ〉 = N b και η αντίστοιχη πιθανότητα

Π = | 〈φ1|ξ〉 |
2
= |N |

2
b2 =

b2

b2 + (3a+ E4)
2



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 24ης Ιουνίου 2011 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1: ( 3 µονάδες )

1Α : Στο άτοµο του Υδρογόνου χρησιµοποιήστε το ϑεώρηµα virial για να ϐρείτε την µέση τιµή του 1
r

στην

κατάσταση µε ενέργεια En , n = 1, 2, 3... . Να επιβεβαιώσετε αυτό που ϐρήκατε για την περίπτωση της

ϑεµελειώδους ενεργειακής κατάστασης ενέργειας E1 µε αναλυτικό υπολογισµό της µέσης τιµής του 1
r

.

∆ίνεται ότι η ιδιοσυνάρτηση της ϑεµελειώδους ενέργειας είναι ψ1(r) = (π a30 )
−1/2

e−r/a0 όπου a0 =

h̄2/µe2 η ακτίνα Bohr και α = e2/h̄c η σταθερά της λεπτής υφής σε κατάλληλες µονάδες όπου το δυναµικό

αλληλεπίδρασης πρωτονίου-ηλεκτρονίου είναι V (r) = − e2

r
µε µ την ανηγµένη µάζα του συστήµατος.

1Β : Για το άτοµο του υδρογόνου το πλάτος µετάβασης για την ηλεκτροµαγνητική αποδιέγερση, στην

προσέγγιση διπόλου, από την κατάσταση µε ενέργεια En σε αυτήν µε ενέργεια Em είναι ανάλογο του

Amn = ~ǫ · 〈m|~x |n〉

όπου ~ǫ το άνυσµα πόλωσης της ηλεκτροµαγνητικής ακτινοβολίας. Αν ~ǫ είναι στην κατεύθυνση z χρησιµο-

ποιείστε το Amn για να ϐρείτε ποιές µεταβάσεις είναι επιτρεπτές για αποδιέγερση από την στάθµη n ≥ 2

στην ϑεµελειώδη ;

∆ίνεται ότι Y00 = 1
√

4π
και Y10 =

√

3
4π cosθ

ΘΕΜΑ 2: ( 3 µονάδες )

Για µονοδιάστατο γραµµικό αρµονικό ταλαντωτή κυκλικής συχνότητας ω και µάζας m οι κανονικοποιηµέ-

νες ιδιοκαταστάσεις ενέργειας En = h̄ω(n+ 1
2 ) είναι |n〉 όπου n = 0, 1, 2... .

2Α : ∆ίνεται η κατάσταση

|a〉 = c

∞
∑

n=0

an
√
n !

|n〉

όπου η σταθερά c είναι επιλεγµένη έτσι ώστε η |a〉 να είναι κανονικοποιηµένη στην µονάδα και η σταθερά

a είναι εν γένει µιγαδική. Την στιγµή t = 0 ο ταλαντωτής ϐρίσκεται στην κατάσταση |a〉 . Να ϐρεθεί η

πιθανότητα ο ταλαντωτής να ϐρεθεί στην ίδια κατάσταση |a〉 την χρονική στιγµή t > 0 . Ποιά χρονική

στιγµή αυτή γίνεται µεγαλύτερη και µικρότερη αντίστοιχα ;

2Β : να ϐρεθεί η διασπορά της κινητικής και της δυναµικής ενέργειας του ταλαντωτή. ∆ίνεται ότι x̂ =
√

h̄
2mω

(â+ â†) , p̂x = −i
√

h̄mω
2 (â− â†) µε â |n〉 =

√
n |n− 1〉 , â† |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉.

ΘΕΜΑ 3: ( 4 µονάδες )

3Α : Σύστηµα µε κβαντικό αριθµό ιδιοστροφορµής (σπιν) s = 1/2 περιγράφεται από την Χαµιλτωνιανή

Ĥ0 =
2 ǫ0

h̄2
~L · ~S

όπου ~S η ιδιοστροφορµή και ~L η τροχιακή στροφορµή του. Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι ιδιοκαταστάσεις

της ενέργειας του και ο αντίστοιχος ενεργειακός εκφυλισµός.

3Β : Αν στην Χαµιλτωνιανή Ĥ0 του ερωτήµατος 3Α προστεθεί µικρός διαταρακτικός όρος της µορφής

V̂ = g ( L̂z + 2 Ŝz)



να ϐρεθούν οι διορθώσεις στο ενεργειακό του ϕάσµα. Να ϐρεθούν επίσης πόσο απέχουν οι διορθωµένες

ενεργειακές στάθµες µεταξύ τους ως συναρτήσεις του κβαντικού αριθµού της τροχιακής στροφορµής l .

∆ίνεται ότι οι καταστάσεις συνολικής στροφορµής |JM ; ls〉, όπου J, l, s οι κβαντικοί αριθµοί που

χαρακτηρίζουν τα µεγέθη ~J2, ~L2, ~s2 και M ο κβαντικός αριθµός που χαρακτηρίζει την Jz συνιστώσα της

συνολικής στροφορµής ~J , είναι οι ακόλουθοι γραµµικοί συνδιασµοί των καταστάσεων |l ml; sms〉

|JM ; ls〉 = CJ
+ |l ml =M − 1/2; sms = 1/2〉+ CJ

−
|l ml =M + 1/2; sms = −1/2〉

Οι συντελεστές Clebsch ­ Gordan CJ
+, C

J
−

δίνονται από

CJ
+ =

(

l+M + 1/2

2 l+ 1

)1/2

, CJ
−

=

(

l −M + 1/2

2 l + 1

)1/2

όταν J = l + 1/2 και

CJ
+ = −

(

l−M + 1/2

2 l+ 1

)1/2

, CJ
−

=

(

l +M + 1/2

2 l+ 1

)1/2

όταν J = l − 1/2

ΛΥΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1:

1Α : Από το ϑεώρηµα virial έχουµε 2 〈T 〉 =
〈

~r · ~∇V
〉

. Για δυναµικά που εξαρτώνται µόνο από την

απόσταση r έχουµε ~r · ~∇V = r dV
dr

οπότε αν το δυναµικό είναι της µορφής Coulomb V = g/r τότε

~r · ~∇V = −g/r η το ίδιο ~r · ~∇V = −V . Εποµένως το ϑεώρηµα virial δίνει 2 〈T 〉 = −〈V 〉 . Σε κατάσταση

µε ενέργεια En η µέση τιµή της ενέργειας είναι En και αυτή ϐέβαια το άθροισµα της µέσης τιµής της

δυναµικής και κινητικής ενέργειας οπότε En = 〈T 〉+〈V 〉. Από την σχέση µεταξύ δυναµικής και κινητικής

ενέργειας όπως προέκυψε από το ϑεώρηµα virial έχουµε εποµένως

En = 〈T 〉+ 〈V 〉 = −
〈V 〉

2
+ 〈V 〉 =

〈V 〉

2

Αρα προκύπτει ότι

〈V 〉 = 2En =⇒

〈

−
e2

r

〉

= 2En

και από αυτήν, χρησιµοποιώντας την έκφραση για την ενέργεια του ατόµου του Υδρογόνου
〈

1

r

〉

= −
2En

e2
=

1

a0 n2

( Σηµείωση : Η εφαρµογή αυτή του ϑεωρήµατος virial διδάσκεται στο µάθηµα )

Ο αναλυτικός υπολογισµός της µέσης τιµής
〈

1
r

〉

στην ϑεµελειώδη ενεργειακή κατάσταση δίνεται από

〈

1

r

〉

=

∫

ψ∗
1

r
ψ dV

Το στοιχείο όγκου dV είναι dV = r2 dr dΩ, όπου dΩ η στερεά γωνία. Επειδή η κυµατική συνάρτηση δεν

εξαρτάται από τις γωνίες η ολοκλήρωση στην στερεά γωνία δίνει 4 π οπότε έχουµε,
〈

1

r

〉

= 4π
1

π a30

∫ +∞

0

r e−2 r/a0 dr = −
4

a30

(a0
2

)

∫ +∞

0

r de−2 r/a0 =

2

a20

[

−r de−2 r/a0 |+∞

0 +

∫ +∞

0

e−2 r/a0 dr

]

=
2

a20

[

0−
a0
2
e−2 r/a0 |+∞

0

]

=
1

a0



Αυτό συµπίπτει µε το αποτέλεσµα που ϐρίσκουµε από το ϑεώρηµα virial για την ϑεµελειώδη ενεργειακή

στάθµη, n = 1.

1Β : Αν ~ǫ είναι στην κατεύθυνση z το πλάτος Amn γίνεται

Amn = 〈m| z |n〉 =

∫

ψ∗

ml2m2
z ψnl1m1

dV =

∫

ψ∗

ml2m2
r cosθ ψnl1m1

dV

όπου l2,m2 και l1,m1 είναι οι τιµές των κβαντικών αριθµών της τροχιακής στροφορµής για τις καταστάσεις

µε ενέργειες Em και En αντίστοιχα. Από την πιο πάνω σχέση άµεσα προκύπτει, γράφωντας τις κυµατικές

συναρτήσεις ως γινόµενα του ακτινικού τους µέρους και των σφαιρικών αρµονικών,

Amn =

∫ +∞

0

r3 R∗

ml2
(r)Rn l1(r)

∫

Y ∗

l2m2
cosθ Yl1m1

dΩ (1)

Για αποδιέγερση στην ϑεµελειώδη κατάσταση οι κβαντικοί αριθµοί της στροφορµής είναι l2 = 0,m2 = 0

οπότε το πλάτος (1) είναι

Amn = I

∫

Y ∗

00 cosθ Yl1m1
dΩ = I

1
√
4π

∫

cosθ Yl1m1
dΩ

= I
1

√
4π

√
4π

√
3

∫

Y ∗

10 Yl1m1
dΩ =

I
√
3
δl11δm10 (2)

όπου I είναι το πρώτο ολοκλήρωµα που περιέχει τα ακτινικά µέρη. Από την (2) προκύπτει ότι οι επιτρεπό-

µενες µεταβάσεις στην ϑεµελειώδη κατάσταση, όταν η πόλωση ~ǫ είναι στην κατεύθυνση z, είναι αυτές που

χαρακτηρίζονται από µεταβάσεις µε l1 = 1 και m1 = 0.

ΘΕΜΑ 2:

2Α : Από την κανονικοποίηση της |a〉 έχουµε

1 = 〈a|a〉 = c∗c
∑

m=0

∑

n=0

(a∗)
m

√
m !

(a)
n

√
n !

〈m|n〉 = |c|2
∑

m=0

∑

n=0

(a∗)
m

√
m !

(a)
n

√
n !

δmn

= |c|
2
∑

n=0

an (a∗)
n

n !
= |c|

2
∑

n=0

|a|
2n

n !
= |c|

2
e|a|

2

Από αυτήν προκύπτει ότι |c|
2
= e−|a|2 . Η κατάσταση την χρονική στιγµή t είναι

|Ψ(t)〉 = c
∑

n=0

e−i En t/h̄ an
√
n !

και το πλάτος να ϐρεθεί ο ταλαντωτής ξανά στην κατάσταση |a〉 είναι A = 〈a|Ψ(t)〉. Χρησιµοποιώντας το

γεγονός ότι En = h̄ ω
(

n+ 1
2

)

, το πλάτος ϐρίσκεται ότι είναι

A = |c|
2
e−i ω t/2

∑

n=0

an (a∗)ne−i nω t

n !
= |c|

2
e−i ω t/2 e |a|2 e−i ω t

= |c|
2
e−i ω t/2 e |a|2 (cosωt−isinωt)

Αρα η πιθανότητα είναι

P = |A|2 = |c|4 e 2 |a|2 cosωt = e−2 |a|2 e 2 |a|2 cosωt = e−2 |a|2 (1−cosωt) = e−4 |a|2 sin2ωt/2

Για τιµές του χρόνου για τους οποίους sinωt/2 = 0 αυτή είναι µεγίστη, P = 1, για χρόνους για τους

οποίους sinωt/2 = 1 λαµβάνει την ελαχίστη τιµή της P = e−4 |a|2 .

( Σηµείωση : ∆ιδάχθηκε στο µάθηµα της 29/3/2011)



2Β : Ζητούνται οι διασπορές της κινητικής και δυναµικής ενέργειας στις ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας

|n〉. Το τετράγωνο της διασποράς της δυναµικής ενέργειας είναι ∆V 2 =
〈

V 2
〉

− 〈V 〉2. Για το
〈

V 2
〉

=
(

mω2

2

)2
〈

x4
〉

χρειάζεται να υπολογίσουµε την µέση τιµή του
〈

x4
〉

. Αυτό υπολογίζετε ακριβώς µε τον

τρόπο που υπολογίζονται οι πρώτης τάξης διορθώσεις στην ενέργεια του γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή

οταν προστεθεί διαταρακτικός όρος λx4 ( έχει διδαχθεί στο µάθηµα ). Για την ακρίβεια είναι το εσωτερικό

γινόµενο του |Φ〉 ≡ x̂4 |n〉 µε τον εαυτό του Το αποτέλεσµα είναι

〈

V 2
〉

=

(

mω2

2

)2

〈Φ|Φ〉 =

(

mω2

2

)2 (

h̄

2mω

)2

3 (2n2 + 2n+ 1) = 3

(

h̄ ω

4

)2

(2n2 + 2n+ 1)

Για τον ταλαντωτή γνωρίζουµε ότι οι µέσες τιµές της δυναµικής και κινητικής ενέργειας είναι ίσες ( από το

ϑεώρηµα virial ). Αρά 〈V 〉 = 〈T 〉 = En/2 . Εύκολα λοιπόν προκύπτει ότι

∆V 2 =
〈

V 2
〉

− 〈V 〉
2
= 3

(

h̄ ω

4

)2

(2n2 + 2n+ 1)−

(

h̄ ω

2

)2

(n+
1

2
)
2

=
h̄2 ω2

8
(n2 + n+ 1)

Το τετράγωνο της διασποράς της κινητικής ενέργειας είναι ∆T 2 =
〈

T 2
〉

− 〈T 〉
2
. Για το

〈

T 2
〉

=
(

1
2m

)2 〈

p4
〉

χρειαζεται να υπολογίσουµε την µέση τιµή του
〈

p4
〉

. Αυτό υπολογίζετε ακριβώς µε τον τρόπο

που υπολογίζονται οι πρωτης τάξης σχετικιστικές διορθώσεις στην ενέργεια του γραµµικού αρµονικού

ταλαντωτή ( έχει διδαχθεί στο µάθηµα ). Για την ακρίβεια αυτό είναι το εσωτερικό γινόµενο του |Φ〉 ≡ p̂4 |n〉

µε τον εαυτό του. Το αποτέλεσµα είναι

〈

T 2
〉

=

(

1

2m

)2

〈Φ|Φ〉 =

(

1

2m

)2 (

mω h̄

2

)2

3 (2n2 + 2n+ 1) = 3

(

h̄ ω

4

)2

(2n2 + 2n+ 1)

Αρα το τερτάγωνο της διασποράς της κινητικής ενέργειας είναι

∆T 2 =
〈

T 2
〉

− 〈T 〉
2

= 3

(

h̄ ω

4

)2

(2n2 + 2n+ 1)−

(

h̄ ω

2

)2

(n+
1

2
)
2

=
h̄2 ω2

8
(n2 + n+ 1)

Παρατηρούµε ότι οι διασπορές ∆V , ∆T είναι ίδιες.

ΘΕΜΑ 3:

3Α : Η Χαµιλτωνιανή µπορεί να τεθεί στην µορφή

Ĥ0 =
ǫ0

h̄2
( ~J2 − ~L2 − ~S2 )

όπου ~J = ~L + ~S η ολική στροφορµή του συστήµατος ( τροχιακή + σπιν ). Οι τελεστές ~J2, ~L2, ~S2 και η

Χαµιλτωνιανη µετατίθενται µεταξύ τους και οι καταστάσεις συνολικής στροφορµής |JM ; ls〉 είναι ιδιοκα-

ταστάσεις της Χαµιλτωνιανης, διότι

Ĥ0 |JM ; ls〉 = ǫ0 [ J(J + 1)− l(l+ 1)− s(s+ 1) ] |JM ; ls〉

Οι ιδιοτιµές της ενέργειας είναι εποµένως

EJ = ǫ0 [ J(J + 1)− l(l+ 1)− s(s+ 1) ]

και έχουν εκφυλισµό 2J+1 γιατί οι καταστάσεις |JM ; ls〉, για M = −J,−J+1, ..., J , έχουν ίδια ενέργεια.

Επειδή s = 1/2 ο κβαντικός αριθµός J παίρνει τιµές από |l − 1/2| έως |l + 1/2| ανά ένα. Αρα για l = 0



J = 1/2 και για l ≥ 1 ο παίρνει J τις τιµές J = l− 1/2 , l+1/2. Οι ιδιοτιµές της ενέργειας για l ≥ 1 είναι

εποµένως ( µε αντικατάσταση της τιµής του J )

EJ=l+1/2 = ǫ0 l

EJ=l−1/2 = ǫ0 ( −l − 1 )

Η πρώτη έχει εκφυλισµό 2J + 1 = 2 l + 2 και η δεύτερη έχει εκφυλισµό 2J + 1 = 2 l .

Για l = 0, επειδή J = 1/2, η ενέργεια είναι EJ=1/2 = 0 µε εκφυλισµό 2.

3Β : Οι διορθώσεις στο ενεργειακό ϕάσµα δίνονται ( σε πρώτη τάξη ) από

∆EJ,M = 〈JM ; ls|V |JM ; ls〉

Επειδή ο διαταρακτικός όρος γράφεται και ως V = g(Ĵz + Ŝz) έχουµε

∆EJ,M = g 〈JM ; ls| Ĵz + Ŝz |JM ; ls〉 = g ( h̄M + 〈Sz〉)

Αρα πρέπει να υπολογισθεί η µέση τιµή 〈Sz〉 στη κατάσταση |JM ; ls〉. Από την µορφή των |JM ; ls〉

ϐρίσκεται πολύ εύκολα ότι,

〈Sz〉 =
h̄

2
|CJ

+|
2
−
h̄

2
|CJ

−
|
2

Αντικαθιστώντας τις τιµές των συντελεστών Clebsch ­ Gordan έχει κανείς

〈Sz〉 = + h̄
M

2 l + 1
, για J = l + 1/2

〈Sz〉 = − h̄
M

2 l + 1
, για J = l + 1/2

οπότε οι διορθώσεις στην ενέργεια ∆EJ,M = g ( h̄M + 〈Sz〉) είναι

∆EJ=l+1/2,M = g h̄ (M +
M

2 l + 1
) = g h̄M

(

2l+ 2

2l+ 1

)

, για J = l + 1/2

∆EJ=l−1/2,M = g h̄ (M −
M

2 l + 1
) = g h̄M

(

2l

2l+ 1

)

, για J = l − 1/2

Οι διορθωµένες ενεργειακές στάθµες, όταν J = l + 1/2, απέχουν ενεργειακά, η κάθε µία από την προη-

γουµένη και την εποµένη, απόσταση g h̄
(

2l+2
2l+1

)

ενώ αυτές µε J = l − 1/2 απέχουν g h̄
(

2l
2l+1

)

.



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 31ης Οκτωβρίου 2011 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1:

Α : Αν R(r) το ακτινικό µέρος κυµατικής συνάρτησης αποδείξτε ότι η συνάρτηση

u(r) ≡ r R(r) µηδενίζεται όταν r = 0 . Ποιά είναι η ϕυσική σηµασία της u(r) ;

Β : Στο άτοµο του Υδρογόνου χρησιµοποιήστε το ϑεώρηµα virial για να ϐρείτε την µέση τιµή του

1

r στην κατάσταση µε ενέργεια En = −µc2α2/(2n2) , n = 1, 2, 3... . Να επιβεβαιώσετε αυτό που

ϐρήκατε για την περίπτωση της ϑεµελειώδους ενεργειακής κατάστασης ενέργειας E1 µε αναλυτικό

υπολογισµό της µέσης τιµής του 1

r . ∆ίνεται ότι η ιδιοσυνάρτηση της ϑεµελειώδους ενέργειας είναι

ψ1(r) = (π a30 )
−1/2

e−r/a0 όπου a0 = ~
2/µe2 η ακτίνα Bohr και α = e2/~c η σταθερά της

λεπτής υφής σε κατάλληλες µονάδες όπου το δυναµικό αλληλεπίδρασης πρωτονίου-ηλεκτρονίου

είναι V (r) = − e2

r µε µ την ανηγµένη µάζα του συστήµατος.

ΘΕΜΑ 2:

∆ύο σωµατίδια µε σπιν S1 = S2 = 1/2 ϐρίσκονται σε δυναµικό γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή

και συγχρόνως αλληλεπιδρούν µέ δυναµικό

V̂ =
2ǫ

~2
~S1 · ~S2

Να ϐρεθεί η ϑεµελειώδης ενέργεια του συστήµατος όταν ι) τα σωµατίδια είναι ταυτοτικά, ιι) τα

σωµατίδια είναι διακρίσιµα.

( ∆ικαιολογήστε πλήρως την απάντησή σας ).

ΘΕΜΑ 3:

Σωµατίδιο µε σπιν S = 1/2 και µαγνητική ϱοπή ~µ = g ~S ϐρίσκεται σε χρονικά µεταβαλλόµενο

µαγνητικό πεδίο µέτρουB(t) µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση του άξονα x . Την χρονική

στιγµή t = 0 το σωµατίδιο έχει προσανατολισµό µε σπίν −~/2 κατά την z−κατεύθυνση. Να

ϐρεθεί η κατάσταση του συστήµατος για t > 0 ως συνάρτηση της ποσότητας

φ(t) =

∫ t

0

B(t′) dt′

Να ϐρεθούν οι µέσες τιµές για κάθε συνιστώσα του σπιν και οι αντίστοιχες διασπορές αυτών την

χρονική στιγµή t.

=⇒ Λύσεις



Λύσεις

ΘΕΜΑ 1

1Α) Ο µηδενισµός u(0) = 0 αποδεικνύεται µε την χρήση της αυτοσυζυγίας του τελεστή

p̂r = −i~ ( ∂
∂ r +

1

r ) . ( Εχει αναπτυχθεί εκτενώς στο µάθηµα όπου δόθηκε και η ϕυσική σηµασία

του u(r) και υπάρχει και στις σηµειώσεις. Επίσης ηταν και ϑέµα σε προηγούµενες εξετάσεις. )

1Β) Το ϑεώρηµα virial 2 〈T 〉 =
〈

~r · ~∇V
〉

εφαρµοζόµενο για δυναµικά τύπου Coulomb δίνει

〈T 〉 = − 〈V 〉 /2 . Εποµένως για ιδιοκατάσταση της ενέργειας έχουµε En = 〈T 〉+ 〈V 〉 = 〈V 〉/2 .

Από αυτην εποµενως προκύπτει ότι −e2
〈

1

r

〉

= En και µε δεδοµένη την ενέργεια και τους ορι-

σµούς των σταθερών έχουµε
〈

1

r

〉

= 1

a0 n2 ( Αυτό διδάσκεται στα µαθήµατα και υπάρχει και στις

σηµιώσεις των παραδόσεων ). Ο αναλυτικός υπολογισµός του
〈

1

r

〉

γίνεται όπως ακολουθεί

〈

1

r

〉

=

∫

|ψ1(r)|
2 1

r
dV = (π a30 )

−1

∫

e−2r/a0

r
r2drdΩ =

4π

π a3
0

∫

∞

0

e−2r/a0 r dr

= −
4

a3
0

a0
2

∫

∞

0

r de−2r/a0 = −
2

a2
0

{

r e−2r/a0

∣

∣

∣

∣

∞

0

−

∫

∞

0

e−2r/a0dr

}

= −
2

a2
0

{

0 +
a0
2
e−2r/a0

∣

∣

∣

∣

∞

0

}

= −
2

a2
0

{

0−
a0
2

}

=
1

a0

Αυτό πράγµατι συµπίπτει µε το αποτέλεσµα που προκύπτει από το ϑεώρηµα virial για n = 1 .

ΘΕΜΑ 2

Η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος των δύο σωµατιδίων είναι

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 + V̂

όπου Ĥk =
p2
k

2m
k

+
m

k
ω2

k

2
x2k , για k = 1, 2. Αν ~S = ~S1 + ~S2 τότε η Χαµιλτωνιανή του

συστήµατος γράφεται ως

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 +
ǫ

~2

(

~S 2 − ~S 2
1 − ~S 2

2

)

Γενικά αν δεν υπάρχει κανείς περιορισµός τα ιδιοανύσµατα της Χαµιλτωνιανής είναι της µορφής

|Ψn1n2SM 〉 = φn1
(x1)φn2

(x2) |S,M,S1, S2〉

όπου |S,M,S1, S2〉 είναι οι καταστάσεις συνολικού σπιν και φn1
(x1) , φn2

(x2) οι ιδιοσυναρτή-

σεις των Ĥ1 και Ĥ2 αντίστοιχα µε ιδιοτιµές En1
= ~ω1

(

n1 +
1

2

)

και En2
= ~ω2

(

n2 +
1

2

)

όπου

n1, n2 = 0, 1, 2, .... Η δράση της Χαµιλτωνιανής Ĥ επάνω στα |Ψn1n2SM 〉 δίνει

Ĥ |Ψn1n2SM 〉 = En1n2SM |Ψn1n2SM 〉

µε τις ιδιοτιµές της ενέργειας En1n2SM να δίνονται από

En1n2SM = En1
+ En2

+ ǫ (S(S + 1)− S1(S1 + 1)− S2(S2 + 1) )

η ισοδύναµα από

En1n2SM = ~ω1

(

n1 +
1

2

)

+ ~ω2

(

n2 +
1

2

)

+ ǫ

(

S(S + 1)−
3

2

)

Οι ιδιοτιµές του συνολικού σπιν είναι S = 0, 1 .

∆ιακρίσιµα σωµατίδια :

Στην περίπτωση αυτή δεν υπάρχει κανείς περιορισµός στην µορφή των καταστάσεων |Ψn1n2SM 〉



και η ελάχιστη ( = ϑεµελειώδης) ενέργεια δίνεται για την ελάχιστη ενέργεια των ταλαντωτών,

δηλαδή για n1 = n2 = 0, και την ελάχιστη τιµή της ενέργειας αλληλεπίδρασης λόγω σπιν που

συµβαίνει όταν S = 0 για ǫ > 0 , και S = 1 όταν ǫ < 0. Εχουµε δηλαδή

Eǫλαχ. =
~

2
(ω1 + ω2 )−

3ǫ

2
για ǫ > 0 ( µǫ S = 0)

Eǫλαχ. =
~

2
(ω1 + ω2 ) +

ǫ

2
για ǫ < 0 ( µǫ S = 1)

Ταυτοτικά σωµατίδια :

Επειδή τα σωµατίδια έχουν σπιν=1/2 είναι ϕερµιόνια. Αρα οφείλουν να υπακούουν την απα-

γορευτική αρχή του Pauli και η κατάσταση |Ψn1n2SM 〉 πρέπει να είναι πλήρως αντισυµµετρική

στην εναλλαγή των ϑέσεων x1 ↔ x2 και των αντιστοίχων σπιν s1 ↔ s2. Επειδή η κατάσταση

συνολικού σπιν S = 1 είναι συµµετρική σε s1 ↔ s2 το χωρικό µέρος της κατάστασης ϑα πρέπει

να είναι αντισυµµετρικό σε x1 ↔ x2. Αντίστοιχα η κατάσταση συνολικού σπιν S = 0 είναι

αντισυµµετρική σε s1 ↔ s2 και εποµένως το χωρικό µέρος ϑα πρέπει να είναι συµµετρικό σε

x1 ↔ x2. Οι αντισυµµετρικές καταστάσεις εποµένως που µπορούν να κατασκευασθούν από τις

|S,M,S1, S2〉 και είναι ιδιοκαταστάσεις της συνολικής Χαµιλτωνιανής είναι της µορφής

|Ψ1〉 = (φn1
(x1)φn2

(x2)− φn1
(x2)φn2

(x1)) |S = 1,M, S1, S2〉 oταν S = 1,M = −1, 0,+1

|Ψ0〉 = (φn1
(x1)φn2

(x2) + φn1
(x2)φn2

(x1)) |S = 0,M = 0, S1, S2〉 oταν S = 0,M = 0

Οι καταστάσεις |Ψ1〉 µηδενίζονται για n1 = n2 και εποµένως µόνον οι καταστάσεις µε n1 6= n2

είναι αποδεκτές. Εποµένως

Για S = 1 η µικρότερη τιµή της ενέργειας επιτυγχάνεται για n1 = 1, n2 = 0 η n1 = 0, n2 = 1

και είναι :

E1 = 2~ω +
ǫ

2
(1)

Για S = 0 οι κβαντικοί αριθµοί n1, n2 µπορεί να είναι ίδιοι και η µικρότερη τιµή της ενέργειας

επιτυγχάνεται για n1 = n2 = 0 . Αυτή έχει τιµή

E0 = ~ω −
3 ǫ

2
(2)

Να παρατηρηθεί ότι στην περίπτωση των ταυτοτικών σωµατιδίων οι συχνότητες είναι ίδιες, ω1 =

ω2 ≡ ω , γιατί τα σωµατίδια ως ταυτοτικά έχουν ίδιες µάζες, Οταν ǫ > 0 η µικρότερη των E1 και

E0 είναι η E0. Οταν ǫ < 0 ϑα πρέπει να συγκριθούν οι τιµές των E1 και E0. Παρατηρούµε ότι

E1 < E0 όταν ~ω < 2|ǫ| ενώ E0 < E1 όταν ~ω > 2|ǫ| . Συγκεντρωτικά έχουµε λοιπόν ότι η

ϑεµελειώδης ενέργεια είναι

Eǫλαχ. = ~ω −
3 ǫ

2
oταν ǫ > 0 ( µǫ S = 0)

Eǫλαχ. = ~ω −
3 ǫ

2
oταν ǫ < 0 και ~ω > 2|ǫ| ( µǫ S = 0)

Eǫλαχ. = 2~ω +
ǫ

2
oταν ǫ < 0 και ~ω < 2|ǫ| ( µǫ S = 1)

ΘΕΜΑ 3 : Η κατάσταση σπιν του σωµατιδίου ικανοποιεί την εξίσωση Scroendinger

i~
∂

∂ t
|Ψ(t)〉 = Ĥ |Ψ(t)〉



µε την Χαµιλτωνιανή του συστήµατος να είναι Ĥ = −~µ · ~B . Η κατεύθυνση του µαγνητικού

πεδίου είναι κατά τον άξονα x̂, οπότε στην ϐάση όπου χρησιµοποιούµε τους πίνακες Pauli για την

περιγραφή του σπιν του σωµατιδίου ( σπιν = 1/2 ), η εξίσωση Scroendinger παίρνει την µορφή

i~
∂

∂ t

(

a
b

)

= −g B(t)
~

2

(

0 1
1 0

) (

a
b

)

από την οποίαν έχουµε τις εξισώσεις

ȧ = i
g

2
B(t) b , ḃ = i

g

2
B(t) a (3)

Από αυτήν προκύπτουν εύκολα µε πρόσθεση και αφαίρεση κατά µέλη οι ασύζευκτες εξισώσεις

για το άθροισµα S = a+ b και την διαφορά D = a− b

Ṡ = + i
g

2
B(t) S , Ḋ = − i

g

2
B(t) D (4)

Επειδή την στιγµή t = 0 το σωµατίδιο είναι σε κατάσταση µε σπιν − ~/2 στον άξονα z έχουµε

ότι a(0) = 0 , b(0) = 1 και εποµένως S(0) = 1 , D(0) = −1 . Με αυτές τις αρχικές συνθήκες οι

εξισώσεις (4) ολοκληρώνονται εύκολα από t = 0 έως οποιοδήποτε χρόνο και δίνουν

S(t) = exp ( i g φ(t)/2 ) , D(t) = − exp (− i g φ(t)/2 ) (5)

όπου φ(t) ≡
∫ t
0
B(t) dt . Επειδή a = (S +D )/2 και b = (S −D )/2 από τις (5) προκύπτει

ότι

a(t) = i sin ( g φ(t)/2 ) , b(t) = cos ( g φ(t)/2 )

οπότε η κατάσταση κάθε χρονική στιγµή είναι

|Ψ(t)〉 =

(

i sin ( g φ(t)/2 )
cos ( g φ(t)/2 )

)

Για τις µέσες τιµές των συνιστωσών του σπίν ŝi έχουµε γενικά

〈si〉 = 〈ψ| ŝi |ψ〉 = (a∗, b∗) ŝi

(

a
b

)

από τις οποίες προκύπτει εύκολα ότι

〈sx〉 = 0 , 〈sy〉 = −
~

2
sin ( g φ(t) ) , 〈sz〉 = −

~

2
cos ( g φ(t) )

Επειδή τα τετράγωνα των τελεστων του σπίν είναι ŝ2i = ~2

4
1, όπου 1 είναι ο ταυτοτικός πίνακας

διαστάσεων 2× 2, έχουµε
〈

s2x
〉

=
〈

s2y
〉

=
〈

s2z
〉

=
~
2

4

οπότε οι διασπορές ∆ si , των οποίων τα τετράγωνα είναι (∆ si)
2 =

〈

s2i
〉

− 〈si〉
2

, δίνονται από

∆sx =
~

2
, ∆sy =

~

2
cos ( g φ(t) ) , ∆sz =

~

2
sin ( g φ(t) )



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 27ης Φεβρουαρίου 2012 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1:

Την χρονική στιγµή t = 0 η κυµατική συνάρτηση κάποιου σωµατιδίου είναι

ψ(x, y, z) = f(r) (x2 + λ y2)

όπου r =
√

(x2 + y2 + z2), f(r) κάποια µιγαδική εν γένει συνάρτηση του r και λ πραγ-

µατική σταθερά. Να ϐρεθούν οι πιθανότητες να µετρηθούν τιµές για την z−συνιστώσα

της τροχιακής στροφορµής ίσες µε 0, ±h̄, ±2 h̄,±3 h̄ .... Ποιά η µέση τιµή της

z−συνιστώσας της τροχιακής στροφορµής και ποιά η διασπορά αυτής στην κατάσταση

αυτή ; Ποιά η µέση τιµή της y−συνιστώσας της τροχιακής στροφορµής ;

ΘΕΜΑ 2:

∆ύο ταυτοτικά σωµατίδια µε σπιν S1 = S2 = 1/2 κινούνται σε µία διάσταση σε δυναµικό

γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή συχνότητας ω και επιπροσθέτως αλληλεπιδρούν µεταξύ

τους µέ δυναµικό

V̂ = g
mω2

h̄2
~S1 · ~S2 (x1 − x2)

2

το οποίο ϑεωρείται ως µικρή διαταραχή. Να ϐρεθεί η χαµηλώτερη ενέργεια του συστήµα-

τος σε πρώτη τάξη ως προς την πολύ µικρή αδιάστατη σταθερά g > 0 όταν τα σωµατίδια

έχουν συνολικό σπιν S = 0 και S = 1 αντίστοιχα.

Βοήθηµα : Για τις κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις φ0(x) και φ1(x) του ταλαντωτή

που αντιστοιχούν σε ενέργειες h̄ω/2 και 3h̄ω/2 δίνεται ότι
∫ +∞

−∞
φ0(x)φ1(x)xdx =

√

h̄
2mω

ΘΕΜΑ 3:

Σωµατίδιο µε σπιν S = 1 και µαγνητική ϱοπή ~µ = g ~S τοποθετείται σε χρονικά

µεταβαλλόµενο µαγνητικό πεδίο µέτρου B(t) µε προσανατολισµό κατά την κατεύθυνση

του άξονα x. Την χρονική στιγµή t = 0 το σωµατίδιο έχει προσανατολισµό µε σπίν

+h̄ κατά την z−κατεύθυνση. Να ϐρεθεί η κατάσταση του συστήµατος για t > 0 ως

συνάρτηση της ποσότητας

φ(t) =
∫ t

0
B(t′) dt′

στην ϐάση των ιδιοανυσµάτων της z−συνιστώσας του σπιν, Ŝz. Από αυτήν να ϐρεθεί η

πιθανότητα να µετρηθεί τιµή για την z−συνιστώσα ίση µε +h̄, −h̄ και 0 αντίστοιχα. Ποιά

η µέση τιµή και ποιά η διασπορά της z−συνιστώσας του σπίν την χρονική στιγµή t > 0 ;

Βοήθηµα : Μία αναπαράσταση των Ŝx , Ŝz σε µορφή πίνακα είναι

Ŝx =
h̄
√
2







0 1 0
1 0 1
0 1 0





 Ŝz = h̄







1 0 0
0 0 0
0 0 −1







=⇒ Λύσεις



Λύσεις

ΘΕΜΑ 1

Σε σφαιρικές συντεταγµένες η κυµατική συνάρτηση γράφεται ως

ψ = r2f(r) sin2θ ( cos2φ+ λ sin2φ )

και εκφράζοντας τα sinφ, cosφ συναρτήσει των e± iφ

ψ =
1

4
r2f(r) sin2θ [ (1− λ) e2 iφ + (1− λ) e−2 iφ + 2 (1 + λ) ]

Αρα η κυµατοσυνάρτηση εκφράζεται συναρτήσει µόνο των e imφ , µε m = 2,−2, 0 ,

που είναι ιδιοσυναρτήσεις της z- συνιστώσας της τροχιακής στροφορµής µε ιδιοτιµές

2h̄,−2h̄, 0 αντίστοιχα. Οι συντελεστές τους δίνουν και τα πλάτη των σχετικών πιθανο-

τήτων ( λεπτοµέρεις στις παραδόσεις των µαθηµάτων ). Στην προκειµένη περίπτωση οι

πιθανότητες Pm, m = 0, 2,−2 να µετρηθούν τιµές ίσες µε 0, 2h̄,−2h̄, είναι, επειδή το λ

είναι πραγµατικός αριθµός,

P±2 =
(1− λ)2

2 (1− λ)2 + 4 (1 + λ)2
=

(1− λ)2

6 λ2 + 4 λ+ 6

P0 =
4 (1 + λ)2

2 (1− λ)2 + 4 (1 + λ)2
=

4 (1 + λ)2

6 λ2 + 4 λ+ 6

Η πιθανότητα να µετρηθούν τιµές διαφορετικές των 0, 2h̄,−2h̄, είναι µηδενικές. Η µέση

τιµή της z- συνιστώσας της τροχιακής στροφορµής και η µέση τιµή του τετραγώνου αυτής

είναι

〈Lz〉 = P2 (2 h̄) + P−2 (−2 h̄) + P0 (0 h̄) = 0
〈

L2
z

〉

= P2 (2 h̄)
2 + P−2 (−2 h̄)2 + P0 (0 h̄)

2 = (2 h̄)2
2(1− λ)2

6 λ2 + 4 λ+ 6

Επειδή η µέση τιµή είναι µηδέν η διασπορά είναι ∆Lz =
√

〈L2
z〉 .

Για την µέση τιµή της y- συνιστώσας 〈Ly〉, δουλέυοντας σε Καρτεσιανές συντεταγµένες

εχει κανείς µετα από εύκολες παραγωγίσιες

L̂yψ = −ih̄ (z
∂

∂x
− x

∂

∂z
)ψ(x, y, z) = −ih̄ 2f(r) xz

και εποµένως για την µέση τιµή έχουµε άµεσα

〈Ly〉 = −ih̄ 2
∫

V
|f |2 (x2 + λy2) xz dV

Το αριστερό µέλος είναι πραγµατικός αριθµός, ως µέση τιµή ϕυσικής ποσότητας, αλλα το

δεξί µέλος ϕανταστικός άρα και τα δύο µέλη πρέπει να είναι µηδενικά για να συµβαίνει

αυτό. Αρα η µέση τιµή 〈Ly〉 είναι µηδέν.

Ενας άλλος τρόπος να δείξει κανείς ότι 〈Ly〉 = 0 είναι να χρησιµοποιήσει το γεγονός

ότι η y- συνιστώσα είναι ανάλογη της διαφοράς L̂+ − L̂−, όπου L̂+ , L̂− είναι οι τελεστές

αναβίβασης και καταβίβασης της τρίτης συνιστώσας της τροχιακής στροφιορµής. Ο L̂+ ,

από την ιδιότητα, του δρώντας επάνω στην ψ δίνει γραµµικό συνδιασµό ιδιοκαταστάσεων

της z- συνιστώσας µε ιδιοτιµές 3 h̄,−h̄, h̄ άρα ορθογώνιο στην ψ. Ως εκ τούτου 〈L+〉 =

0. Ο L̂− δρώντας επάνω στην ψ δίνει γραµµικό συνδιασµό ιδιοκαταστάσεων της z-

συνιστώσας µε ιδιοτιµές h̄,−3 h̄ άρα πάλι ορθογώνιο στην ψ. Ως εκ τούτου 〈L−〉 = 0.

Αρα 〈L+ − L−〉 = 0 το οποίο συνεπάγεται 〈Ly〉 = 0.



ΘΕΜΑ 2

Αν αγνοηθεί η αλληλεπίδραση V̂ µεταξύ των σωµατιδίων η Χαµιλτωνιανή του προβλήµα-

τος είναι

Ĥ0 = Ĥ1 + Ĥ2 =

(

p̂ 2
1

2m
+
mω2

2
x 2

1

)

+

(

p̂ 2
2

2m
+
mω2

2
x 2

2

)

όταν προστεθεί και όρος V̂ η Χαµιλτωνιανή του προβλήµατος είναι

Ĥ = Ĥ0 + V̂

Ο όρος V̂ γράφεται ως

V̂ = g
mω2

2 h̄2
(~S 2 − ~S 2

1 − ~S 2
2 ) (x1 − x2)

2

όπου ~S το συνολικό σπιν των σωµατιδίων. Οι καταστάσεις συνολικού σπιν των δύο

σωµατιδίων είναι γενικά της µορφής

|Ψ〉 = Φ(x1, x2) |S,M ; s1, s2〉 (1)

όπου Φ(x1, x2) είναι το χωρικό µέρος και |S,M〉 το µέρος που περιγράφει το συνολικό

σπίν µε κβαντικούς αριθµούς S = 0, 1. Στην περίπτωση ταυτοτικών ϕερµιονίων, όπως

αυτή του προβλήµατος, η κατάσταση |Ψ〉 πρέπει να είναι ολικά αντισυµµετρική.

Επειδή η g είναι πολύ µικρή η κάθε ενεργειακή στάθµη E του συστήµατος σε πρώτη

τάξη στην g δίνεται, σύµφωνα µε την ϑεωρία διαταραχών, από την έκφραση

E ′ = E + 〈Ψ| V̂ |Ψ〉

όπου E είναι η αντίστοιχη ενέργεια µε την απουσία της διαταραχής και |Ψ〉 η αντίστοιχη

ιδιοκατάσταση της ενέργειας της Χαµιλτωνιανής Ĥ0 . Για κάθε κατάσταση ( ;; ) έχουµε

∆E ≡ 〈Ψ| V̂ |Ψ〉 =

g mω2

2
[S(S + 1)− s1(s1 + 1)− s2(s2 + 1)]

∫ ∫

|Φ(x1, x2)|
2 (x1 − x2)

2 dx1dx2 (2)

όπου οι ολοκληρώσεις πραγµατοποιούνται από −∞ έως +∞ .

Για καταστάσεις µε S = 0 :

Σε αυτή την περίπτωση το το µέρος που περιγράφει το συνολικό σπίν είναι αντισυµµετρικό

στην εναλλαγή των κβαντικών αριθµών σπιν άρα το χωρικό µέρος πρέπει να είναι συµ-

µετρικό στην εναλλαγή x1 ↔ x2 . Η χαµηλώτερη αδιατάρακτη ενεργειακή στάθµη του

συστήµατος των δύο σωµατιδίων E = h̄ω έχει ιδιοσυνάρτηση Φ(x1, x2) = φ0(x1)φ0(x2)

που είναι πράγµατι συµµετρική. Οι φ0(x1) , φ0(x2) είναι οι κανονικοποιµένες ιδιοκατα-

στάσεις των Ĥ1 , Ĥ2 µε ιδιοτιµές ενέργειας E1 = E2 = h̄ω/2. Οπως ϕαίνεται από την (;;)

αρκεί εποµένως να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα

I =
∫ ∫

|Φ(x1, x2)|
2 (x1 − x2)

2 dx1 dx2 =
∫ ∫

|Φ(x1, x2)|
2 (x21 + x22 − 2x1x2) dx1 dx2

=
∫ ∫

φ2
0(x1)φ

2
0(x2) (x

2
1 + x22 − 2x1x2) dx1 dx2

=
∫

φ2
0(x1)x

2
1 dx1

∫

φ2
0(x2) dx2 +

∫

φ2
0(x1) dx1

∫

φ2
0(x2)x

2
2dx2

−2
∫

φ2
0(x1)x1 dx1

∫

φ2
0(x2) x2dx2

= 2
〈

x2
〉

0



Στο τελευταίο ϐήµα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι οι ολοκληρώσεις µε τα x21 , x
2
2 δίνουν

την µέση τιµή 〈x2〉0 του τετραγώνου της ϑέσης στην ϑεµελειώδη ενέργεια του ταλαντωτή,

ότι οι καταστάσεις είναι πραγµατικές και κανονικοποιοηµένες στην µονάδα και το γεγο-

νός ότι οι δύο τελευταίες ολοκληρώσεις µε τα x1 , x2 δίνουν κάθε µία µηδέν γιατί είναι οι

µέσες τιµές της ϑέσης που µηδενίζονται σε κάθε ιδιοκατάσταση της ενέργειας του γραµµι-

κού αρµονικού ταλαντωτή ! Για τον ταλαντωτή η µέση τιµή της κινητικής και δυναµικής

ενέργειας είναι ίδιες ( απο το ϑεώρηµα virial ) οπότε σε κάθε ενεργειακή στάθµη En κάθε

µία από αυτές ισούται µε την µισή ενέργεια. Για την δυναµική ενέργεια εποµένως έχουµε

〈mω2x2/2〉 = En/2 η οποία για την ϑεµελειώδη στάθµη δίνει 〈x2〉0 = h̄/2mω. Οπότε το

ολοκλήρωµα I προσδιορίζεται χωρίς καµία ολοκλήρωση και εποµένως και η διόρθωση

∆E. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι S = 0 ϐρίσκουµε εποµένως ότι η ϑεµελειώδης

ενέργεια για την S = 0 κατάσταση σε πρώτη τάξη στην g είναι

ES=0 = h̄ω −
3

4
gh̄ω

Για καταστάσεις µε S = 1 :

Σε αυτή την περίπτωση το το µέρος που περιγράφει το συνολικό σπίν είναι συµµετρικό

στην εναλλαγή των κβαντικών αριθµών σπιν άρα το χωρικό µέρος πρέπει να είναι αντι-

συµµετρικό στην εναλλαγή x1 ↔ x2 . Η χαµηλώτερη αδιατάρακτη ενεργειακή στάθµη

του συστήµατος των δύο σωµατιδίων δεν µπορεί να είναι h̄ω δηλαδή αυτή που αντιστοιχεί

στην µικρότερη δυνατή ενέργεια για κάθε σωµατίδιο, όπως στην περίπτωση µε S = 0. Ο

λόγος είναι ότι η ιδιοσυνάρτηση φ0(x1)φ0(x2) που αντιστοιχεί στην ενέργεια αυτή είναι

συµµετρική ! Η αµέσως επόµενη ενέργεια το για το σύστηµα των δύο σωµατιδίων είναι

το ένα σωµατίδιο να είναι στην κατάσταση µε ενέργεια h̄ω/2 και το άλλο στην 3h̄ω/2,

δηλαδή όταν το σύστηµα έχει ενέργεια 2 h̄ω . Υπάρχουν δύο ιδιοκαταστάσεις της αδιατά-

ϱακτης Χαµιλτωνιανής µε αυτήν την ενέργεια, η φ0(x1)φ1(x2) και η φ1(x1)φ0(x2) όπου

φ0 , φ1 είναι οι κανονικοποιηµένες ιδιοκαταστάσεις του ταλαντωτή µε ιδιοτιµές ενέργειας

h̄ω/2 και 3 h̄ω/2 αντίστοιχα. Από αυτές µπορούµε να ϕτιάξουµε µιά αντισυµµετρική

ιδιοσυνάρτηση µε ενέργεια 2 h̄ω που έχει την µορφή

ΦA(x1, x2) =
1
√
2
(φ0(x1)φ1(x2)− φ1(x1)φ0(x2))

Αυτή αποτελεί το χωρικό µέρος για την περίπτωση µε S = 1. Ο παράγοντας 1
√

2
εί-

ναι παράγοντας κανονικοποίησης για την ΦA(x1, x2). Σε αυτήν την περίπτωση για τον

υπολογισµό της ∆E της εξίσωσης ( ;; ) χρειάζεται να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα

I =
∫ ∫

|ΦA(x1, x2)|
2 (x1 − x2)

2 dx1 dx2 =
∫ ∫

|ΦA(x1, x2)|
2 (x21 + x22 − 2x1x2) dx1 dx2

=
∫ ∫

|ΦA(x1, x2)|
2 (2x21 − 2x1x2) dx1 dx2

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει γιατι η |ΦA(x1, x2)|
2

είναι συµµετρική συνάρτηση

στην εναλλαγή του x1 µε το x2 . Γράφοντας την |ΦA(x1, x2)|
2

αναλυτικά και χρησιµο-

ποιώντας το γεγονός ότι οι φ0,1 είναι πραγµατικές προκύπτει

I =
∫ ∫

(φ2
0(x1)φ

2
1(x2) + φ2

1(x1)φ
2
0(x2)− 2φ0(x1)φ0(x2)φ1(x1)φ1(x2)) (x

2
1 − x1x2) dx1 dx2

=
∫

φ2
0(x1)x

2
1 dx1

∫

φ2
1(x2) dx2 +

∫

φ2
1(x1)x

2
1 dx1

∫

φ2
0(x2) dx2



− 2
∫

φ0(x1)φ1(x1)x
2
1 dx1

∫

φ0(x2)φ1(x2) dx2

−
∫

φ2
0(x1)x1dx1

∫

φ2
1(x2)x2dx2 −

∫

φ2
1(x1)x1dx1

∫

φ2
0(x2)x2dx2

+ 2
∫

φ0(x1)φ1(x1)x1dx1

∫

φ0(x2)φ1(x2)x2dx2

=
〈

x2
〉

0
+
〈

x2
〉

1
+ 2J2

Στην δεύτερη ισότητα ο τρίτος όρος µηδενίζεται γιατί οι φ0,1 είναι κάθετες µεταξύ τους

όπως και ο τεταρτος και πέµπτος όρος γιατι ειναι ανάλογοι των µέσων τιµών της ϑέσης στις

καταστάσεις φ0 και φ1 οι οποιες είναι µηδέν. Εχει χρησιµοποιηθεί επίσης το γεγονός ότι

οι φ0,1 είναι κανονικοποιηµένες στην µονάδα. Στο αποτέλεσµα αυτό τα 〈x2〉0 , 〈x
2〉1 είναι

οι µέσες τιµές του τετραγώνου της ϑέσης στις καταστάσεις του αρµονικού ταλαντωτή µε

ενέργειες h̄ω/2 και 3 h̄ω/2 αντίστοιχα και J είναι το ολοκλήρωµα J =
∫

φ0(x)φ1(x)xdx.

Οι µέσες τιµές των τετραγώνων των ορµών όπως προκύπτουν άµεσα από το ϑεώρηµα virial

είναι 〈x2〉0 = h̄/2mω και 〈x2〉1 = 3 h̄/2mω. Χρησιµοποιώντας αυτές, και την τιµή του

ολοκληρώµατος J που δίνεται έχουµε

I =
〈

x2
〉

0
+
〈

x2
〉

1
+ 2J2 =

h̄

2mω
+

3 h̄

2mω
+ 2

h̄

2mω
= 3

h̄

mω

Οπότε το ολοκλήρωµα I προσδιορίζεται πλήρως και εποµένως και η διόρθωση ∆E =

3gh̄ω/4 χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι S = 1 για την συγκεκριµένη περίπτωση. Η

ϑεµελειώδης ενέργεια για την S = 1 κατάσταση, η οποία µάλιστα έχει και τριπλό εκφυ-

λισµό, σε πρώτη τάξη στην g είναι εποµένως

ES=1 = 2 h̄ω +
3

4
gh̄ω .

ΘΕΜΑ 3

Η εξίσωση Schroedinger είναι

ih̄
∂

∂t
|Ψ(t)〉 = −~µ · ~B |Ψ(t)〉 = −gB(t)Ŝx |Ψ(t)〉

Για την επίλυση της µπορούµε να αναλύσουµε την κατάσταση |Ψ(t)〉 στις ιδιοκαταστάσεις

|+〉 , |0〉 , |−〉 του Ŝx µε ιδιοτιµές +h̄, 0,−h̄ ,

|Ψ(t)〉 = a(t) |+〉+ b(t) |0〉+ c(t) |−〉

Αντικαθιστώντας στην Schroedinger προκύπτει το σύστηµα

ȧ(t) = igB(t) a(t) , ḃ(t) = 0 , ċ(t) = −igB(t) c(t)

από το οποίο έχουµε

a(t) = a(0) exp(igΦ) , b(t) = b(0) , c(t) = c(0) exp(−igΦ)

όπου φ(t) =
∫ t
0 B(t′) dt′ . Οι κανονικοποιηµένες ιδιοκαταστάσεις |+〉 , |0〉 , |−〉 στην

ϐάση όπου ο Ŝz είναι διαγώνιος, όπως δίνεται στην εκφώνηση, είναι ( να γίνουν οι

κατάλληλες πράξεις ! )

|+〉 =







1/2

1/
√
2

1/2






|0〉 =







1/
√
2

0

−1/
√
2






|−〉 =







1/2

−1/
√
2

1/2









οπότε η κατάσταση |Ψ(t)〉 γράφεται

|Ψ(t)〉 =









a(0)
2
eigΦ + c(0)

2
e−igΦ + b(0)

√

2
a(0)
√

2
eigΦ − c(0)

√

2
e−igΦ

a(0)
2
eigΦ + c(0)

2
e−igΦ − b(0)

√

2









Την χρονική στιγµή t = 0 η κατάσταση είναι

|Ψ(0)〉 =







1
0
0







οπότε οι συντελεστές a(0), b(0), c(0) προσδιορίζονται από το σύστηµα

a(0)

2
+
c(0)

2
+
b(0)
√
2

= 1 ,
a(0)
√
2

−
c(0)
√
2

= 0 ,
a(0)

2
+
c(0)

2
−
b(0)
√
2

= 0

που λύνεται πολύ εύκολα µε λύσεις

a(0) = c(0) =
1

2
, b(0) =

1
√
2

και η κατάσταση τελικά ϐρίσκεται να είναι

|Ψ(t)〉 =







(cos gΦ(t) + 1 )/2

i sin gΦ(t) /
√
2

(cos gΦ(t) − 1 )/2







Οι πιθανότητες να µετρηθούν τιµές +h̄, 0,−h̄ για την z-συνιστώσα είναι

P+ =
(cos gΦ(t) + 1 )2

4
, P0 =

sin2 gΦ(t)

2
, P− =

(cos gΦ(t) − 1 )2

4

Η µέση τιµή της z-συνιστώσας είναι

〈Sz〉 = P+ h̄+ P0 0 + P− (−h̄) = h̄ cos gΦ(t)

Η µέση τιµή του τετραγώνου της z-συνιστώσας είναι

〈

S2
z

〉

= P+ (h̄)2 + P0 0 + P− (−h̄)2 = h̄2
cos2 gΦ(t) + 1

2

Αρα η Ϲητουµένη διασπορά είναι

∆Sz = h̄

√

1− cos2 gΦ(t)

2
.



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 3ης Ιουλίου 2012 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1: ( 10/3 µονάδες )

Σωµατίδιο κινείται σε κεντρικό δυναµικό. Να απαντήσετε στα ακόλουθα ερωτήµατα.

α1) Τι συνεπάγεται για την ακτινική πυκνότητα πιθανότητας στο σηµείο r = 0, δέσµιας

κυµατοσυνάρτησης καθορισµένης τροχιακής στροφορµής, η Ερµιτιανότητα της ακτινικής

ορµής p̂r = −i~ ( ∂
∂r

+ 1

r
) ;

α2) Η κυµατική συνάρτηση που περιγράφει την κίνηση του σωµατιδίου είναι της µορφής

ψ(r, θ, φ) = N r e−λ r sinθ

όπου N είναι κάποια σταθερά κανονικοποίησης και λ δεδοµένη ϑετική σταθερά. Ποιά

είναι η πιό πιθανή απόσταση για το σωµατίδιο από το σηµείο r = 0 ; Ποιά είναι η

πιθανότητα για το σωµατίδιο να ϐρεθεί µέσα στον κώνο που ορίζεται από τις γωνίες φ = 0

έως φ = 2 π και θ = 0 έως θ = π/3.

ΘΕΜΑ 2: ( 10/3 µονάδες )

∆ύο διακρίσιµα σωµατίδια µε µάζες m1 , m2 και σπιν µε κβαντικούς αριθµούς s1 , s2

αναγκάζονται να κινούνται σε µονοδιάστατο σωλήνα αλληλεπιδρώντας µεταξύ τους µε

δυναµικό

V (x1, x2) =
k

2
(x1 − x2)

2 + g ~s1 · ~s2 (x1 − x2)

όπου x1, x2 οι ϑέσεις των σωµατιδίων µέσα στον σωλήνα και k > 0 , g δεδοµένες στα-

ϑερές. Να ϐρεθούν οι ενέργειες για τις οποίες τα δύο σωµατίδια σχηµατίζουν δέσµιες

καταστάσεις. Υπάρχει εκφυλισµός του ενεργειακού ϕάσµατος και ποιός είναι αυτός ; Σε

κάθε µία από αυτές τις ενεργειακές καταστάσεις να ϐρεθεί η µέση τιµή της σχετικής τους

ϑέσης.

ΘΕΜΑ 3: ( 10/3 µονάδες )

Την χρονική στιγµή t = 0 η κατάσταση σωµατιδίου που κινείται σε δυναµικό µονοδιά-

στατου γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή είναι |Ψ(0)〉 = |λ〉 όπου |λ〉 ιδιοκατάσταση του

τελεστή καταστροφής â µε ιδιοτιµή λ έναν εν γένει µιγαδικό αριθµό, â |λ〉 = λ |λ〉 .

α1) Να ϐρεθεί η κυµατική συνάρτηση την χρονική στιγµή t = 0

Ψ(x, t = 0) = 〈 x |Ψ(0)〉

α2) Να δειχθεί ότι για t > 0 η κατάσταση |Ψ(t)〉 είναι ιδιοσυνάρτηση του â µε ιδιοτιµή

λ′ = λ e−iωt και να ϐρεθεί η κυµατική συνάρτηση Ψ(x, t) και από αυτήν η πυκνότητα

πιθανότητας |Ψ(x, t)|2 .

( Θεωρούνται γνωστά ότι για µονοδιάστατο ταλαντωτή συχνότητας ω ο τελεστής κατα-

στροφής είναι â =
√

mω
2~

(

x̂+ i
mω

p̂x
)

και επίσης ότι â |n〉 =
√
n |n− 1〉 , â† |n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉. )

=⇒ Λύσεις



Λύσεις

ΘΕΜΑ 1

α1) Είναι ϑέµα από την ϑεωρία, διδάσκεται στα µαθήµατα και έχει διατυπωθεί πολλές

ϕορές ως ερώτηµα σε εξετάσεις !

α2) Η πιθανότητα να ϐρεθεί το σωµατίδιο σε όγκο dV = r2 sinθ drdθdφ είναι |ψ|2 dV .

Αν ολοκληρώσουµε σε όλες τις γωνίες έχουµε την πιθανότητα να ϐρεθεί µέσα σε σφαιρικό

ϕλοιό µε ακτίνες r και r+dr, η οποία είναι N ′r2|R(r)|2 dr ( έχει διδαχθεί στα µαθήµατα

και υπάρχει και στα συγγράµατα ). N ′ είναι µιά άλλη σταθερά που δεν χρειάζεται όµως

να υπολογισθεί για να απαντηθούν τα ερωτήµατα . Η ακτινική πυκνότητα πιθανότητας

είναι P (r) = N ′ r2|R(r)|2 = N ′ r4e−2λr και η πιό πιθανή απόσταση είναι εκεί που αυτή

γίνεται µεγίστη. Με µία τετριµµένη και σύντοµη παραγώγιση προκύπτει

rmax =
2

λ

(Για σύγκριση, µε ακριβώς την ίδια µεθοδολογία ϐρίσκεται και η πιό πιθανή απόσταση

του ηλεκτρονίου από τον πυρήνα στο άτοµο του Υδρογόνου).

Για το δεύτερο υποερώτηµα, η πιθανότητα να ϐρεθεί το σωµατίδιο σε όλον τον χώρο

είναι µονάδα από το οποίο προκύπτει

1 = I N2

∫

2π

0

dφ

∫ π

0

sin3θdθ =
8π

3
I N2 (1)

Στην έκφραση αυτή το I είναι το ολοκλήρωµα του τετραγώνου του ακτινικού µέρους, επί

r2dr , από 0 έως ∞. Αυτό δεν χρειάζεται να υπολογισθεί. ∆ιότι για να υπολογίσουµε

την πιθανότητα Pκωνoς να ϐρεθεί το σωµατίδιο στον συγκεκριµένο κώνο που αναφέρει το

ερώτηµα πρέπει να ολοκληρώσουµε ως προς στις γωνίες που καθορίζουν τον κώνο και ως

προς την ακτίνα από από 0 έως ∞, αρα

Pκωνoς = I N2

∫

2π

0

dφ

∫ π/3

0

sin3θdθ = I N2 (2π)

∫ π/3

0

sin3θdθ

Από την σχέση (1) έχουµε ότι I N2 = 3/8π οπότε η πιό πάνω σχέση γίνεται

Pκωνoς = I N2 (2π)

∫ π/3

0

sin3θdθ =
3

4

∫ π/3

0

sin3θdθ =
5

32

Στην τελευταία ισότητα υπολογίσθηκε µε στοιχειώδη τρόπο το
∫ π/3

0
sin3θdθ = 5/24.

ΘΕΜΑ 2

Το συνολικό δυναµικό είναι συνάρτηση της σχετικής ϑέσης των σωµατιδίων άρα µπο-

ϱούµε να χρησιµοποιήσουµε συντεταγµένες της σχετικής ϑέσης x = x1 − x2 και του

κέντρου µάζας X = (m1x1 + m2x2 )/M . Οι δέσµιες ενέργειες ϑα υπολογισθουν από

την Χαµιλτωνιανη που αφορά την κίνηση της ανηγµένης µάζας µ, που ορίζεται από την

σχέση µ−1 = m−1

1 + m−1

2 , στο δυναµικό V (x) = kx2/2 + g ~s1 · ~s2 x και εποµένως η

Χαµιλτωνιανή γράφεται ως

Ĥ = −
~
2

2µ

∂2

∂x2
+
k

2
x2 +

g

2
(~s 2 − ~s 2

1 − ~s 2

2 ) x

Η σταθερά k µπορεί να εκφρασθεί συναρτήσει της συχνότητας ω ≡
√

k/µ. Η Χα-

µιλτωνιανή αυτή και οι τελεστές ~s2, sz, ~s1
2, ~s2

2
µετατίθενται µεταξύ τους άρα µπορούµε



να αναζητήσουµε κοινά ιδιοανύσµατα της ενέργειας, του συνολικού σπίν ~s2 της τρίτης

συνιστώσας του συνολικού σπίν sz και των τελεστών ~s1
2, ~s2

2
. Οι καταστάσεις αυτές

συγκεκριµένης ενέργειας E, και συνολικού σπιν, είναι εποµένως της µορφής

φ(x) |SM ; s1 s2〉

και ικανοποιούν την Ĥ |ψ〉 = E |ψ〉 οπότε από την παραπάνω Χαµιλτωνιανή έχουµε

άµεσα

−
~
2

2µ

∂2φ

∂x2
+

[

k

2
x2 +

g~2

2
(S(S + 1)− s1(s1 + 1) + s2(s2 + 1)) x

]

φ = E φ

Ο κβαντικός αριθµός S του συνολικού σπιν παίρνει τιµές S = |s1 − s2|, ...(s1 + s2).

Αυτό είναι ένα πρόβληµα µετατοπισµένου µονοδιάστατου γραµµικού ταλαντωτή που είναι

γνωστό πρόβληµα. Για την ακρίβεια το δυναµικό είναι της µορφής

V (x) =
k

2
x2 + gs x

όπου gs = g~2 (S(S + 1)− s1(s1 + 1) + s2(s2 + 1)) / 2 που µπορεί να γραφεί ώς

V (x) =
k

2

(

x2 +
2 gs
k

x

)

=
k

2

(

x+
gs
k

)2

−
g2s
2 k

Ορίζοντας νέα ανεξάρτητη µεταβλητή y = x + gs/k η πιό πάνω εξίσωση ιδιοτιµών τηε

ενέργειας παίρνει την µορφή

−
~
2

2µ

∂2ψ(y)

∂y2
+
k

2
y2 ψ(y) = E ′ ψ(y)

όπου ψ(y) είναι η φ(x) µε το x να έχει αντικατασταθεί συναρτήσει του x, δηλαδή

x = y − gs/k, και E ′ = E + g2s/2 k . Η εξίσωση αυτή είναι ενός αρµονικόυ ταλαντωτή

(µη-µετατοπισµένου) ως προς την µεταβλητή y, και έχει δέσµιες ενέργειες (και µόνο) που

δίνονται από E ′

n = ~ω (n + 1/2) . Αρα οι δέσµιες ενέργειες του προβλήµατος των δύο

σωµατιδίων είναι

En,S = ~ω

(

n +
1

2

)

−
g2s
2k

= ~ω

(

n +
1

2

)

−
g2 ~2

8µω2
(S(S + 1)− s1(s1 + 1) + s2(s2 + 1))2

και εξαρτώνται από τον κβαντικό αριθµό n = 0, 1, 2... και τον κβαντικό αριθµό συνολικού

σπιν S. Για δεδοµένη ενέργεια εποµένως, η ισοδύναµα δεδοµένους κβαντικούς αριθµούς

n, S έχουµε 2S + 1 ανεξάρτητες καταστάσεις όσες και οι τιµές του κβαντικού αριθµού

M της τρίτης συνιστώσας του συνολικού σπιν που παίρνει τιµές −S, −S + 1, ...S .

Οι κανονικοποιηµένες ιδιοακαταστάσεις της ενέργειας και του συνολικού σπίν είναι

εποµένως της µορφής

|Ψ〉 = ψn(x+ gs/k) |SM ; s1 s2〉

όπου ψn είναι οι κανονικοποιηµένες ιδιοκαταστάσεις του γραµµικού αρµονικού ταλαν-

τωτού, αλλα µε όρισµα x+ gs/k. Η µέση τιµή της σχετικής ϑέσης είναι

〈x〉 = 〈Ψ| x̂ |Ψ〉 =

∫

+∞

−∞

|ψn(x+ gs/k)|
2 x dx

και το ολοκλήρωµα µε αλλαγή της µεταβλητής x = y − gs/k γίνεται

〈x〉 =

∫

+∞

−∞

|ψn(y)|
2 (y − gs/k) dy = 0−

gs
k

= −
gs
k



Χρησιµοποιήθηκε το γεγονός ότι η |ψn(y)|
2

είναι άρτια συνάρτηση του y , αρα η |ψn(y)|
2 y

περιττή, και το γεγονός ότι το ολοκλήρωµα της |ψn(y)|
2

είναι µονάδα λόγω κανονικοποί-

ησης της ψn(y).

ΘΕΜΑ 3

α1) Η ιδιοκατάσταση |λ〉 του τελεστή â µε ιδιοτιµή λ είναι της µορφής

|λ〉 = c
∑

n=0

(λ)n
√
n !

|n〉 (2)

µε το µέτρο της σταθεράς c να είναι λόγω κανονικοποίησης |c| = e−|λ|2/2 . ( έχει διδαχθεί

στα µαθήµατα και είναι και η άσκηση 1Α της Σειράς 2 των ασκήσεων της Κβαντικής

Μηχανικής ΙΙ )

Η κυµατική συνάρτηση αυτής της κατάστασης την µηδενική χρονική στιγµή µπορεί

να ϐρεθεί, σε κλειστή µορφή, από την â |λ〉 = λ |λ〉 αν παρουµε το εσωτερικό γινόµενο

µε το |x〉 και στα δύο µέλη οπότε

〈x |â|λ〉 = λ 〈x |λ〉

Από αυτήν έχουµε αντικαθιστώντας τον τελεστή â

√

mω

2~
< x |x̂+

i

mω
p̂x|λ >= λ 〈 x |λ〉

από την οποία προκύπτει για το αριστερό µέλος, ( ακριβώς όπως και στον υπολογισµό

αντίστοιχου προβλήµατος εύρεσης της κυµατικής συνάρτησης της ϑεµελειώδους κατά-

στασης του γραµµικού ταλαντωτή )

√

mω

2~

(

x 〈 x|λ〉+
~

mω

∂

∂x
〈 x|λ〉

)

= λ 〈 x|λ〉

Η κυµατική συνάρτησης την στιγµή t = 0 είναι Ψ(x, t = 0) = 〈x |λ〉, οπότε η πιό πάνω

η εξίσωση γίνεται

~

mω

∂ lnΨ

∂x
= −x+

√

2~

mω
λ

ολοκληρώνοντας και µετά παίρνωντας το εκθετικό έχουµε

Ψ(x, t = 0) = N exp

[

−
mω

2~

(

x2 − 2

√

2~

mω
λx

)]

(3)

όπου N είναι σταθερά κανονικοποίησης. Μάλιστα προσθαφαιρώντας µιά σταθερά στο

εκθετικό , ώστε το δεξί µέλος να είναι ένα τέλειο τετράγωνο, µπορούµε να δούµε ότι αυτή

έχει την µορφή µιας µετατοπισµένης συνάρτησης Γκάους.

α2) Η κατάσταση την χρονική στιγµή t > 0 είναι

|Ψ(t)〉 = c
∑

n=0

e−iEnt/~
(λ)n
√
n !

|n〉

και χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι En = ~ω(n+ 1/2) έχουµε

|Ψ(t)〉 = c e−iω/2
∑

n=0

e−iω t n (λ)
n

√
n !

|n〉 = c e−iω/2
∑

n=0

(λ e−iω t )
n

√
n !

|n〉



που εκτός από µία ϕάση έχει ακριβώς την µορφή της συνοχικής κατάστασης της εξίσωσης

(2) αλλά µε τιµή λ ′ = e−iωtλ, αντί λ, άρα είναι ιδιοσυνάρτηση του â µε ιδιοτιµή λ ′ ! Είναι

προφανές εποµένως ότι η κυµατική συνάρτηση ϑα είναι της ίδιας µορφής µε αυτήν της

εξ. (3) αλλά µε την λ να έχει αντικατασταθεί από την λ ′, οπότε

Ψ(x, t) = N exp

[

−
mω

2~

(

x2 − 2

√

2~

mω
λ ′ x

)]

Για την πυκνότητα πιθανότητας

|Ψ(x, t)|2 = |N |2 exp

[

−
mω

~

(

x2 − 2

√

2~

mω
Re (λ ′) x

)]

της οποίας το εκθετικό µπορεί να γίνει τέλειο τετράγωνο µε προσθαφαίρεση του 2 (Reλ′)2

και η πυκνότητα πιθανότητας παίρνει την µορφή µιάς µετατο[ισµένης Γκαουσιανής

|Ψ(x, t)|2 = |N ′|
2
exp



−
mω

~

(

x−

√

2~

mω
Re (λ ′)

)2




µε την N ′ να είναι N ′ = N e(Reλ′)
2

. Η ολοκλήρωση αυτής πρέπει να ειναι µονάδα οπότε

έχει κανείς εκτελώντας το Γκαουσιανό ολοκλήρωµα ότι |N ′|2 =
√

mω/π~. Αν η λ γραφεί

στην µορφή λ = |λ| eiφ τότε λ ′ = |λ| ei(φ−ωt) οπότε Reλ ′ = |λ| cos(ωt−φ) και παίρνουµε

|Ψ(x, t)|2 =

√

mω

2π~
exp



−
mω

~

(

x−

√

2~

mω
|λ| cos(ωt− φ)

)2






Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 27ης Σεπτεµβρίου 2012 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1:

α. Να ορισθεί ο τελεστής της ακτινικής ορµής, κατ΄ αναλογία µε την Κλασική Μηχανι-

κή, και ακολούθως να ϐρεθεί πως ενεργεί επάνω στις κυµατικές συναρτήσεις. Για κίνηση

σε δυναµικό να γραφεί η Χαµιλτωνιανή συναρτήσει του τελεστή της ακτινικής ορµής και

από αυτό να δειχθεί ότι για κίνηση σε κεντρικό δυναµικό κάθε συνιστώσα της τροχιακής

στροφορµής µετατίθεται µε την Χαµιλτωνιανή ( ϑεωρείται γνωστό ότι η τροχιακή στρο-

ϕορµή εξαρτάται µόνο από τις γωνίες θ, φ και όχι από την µεταβλητή r. )

ϐ. Να ϐρεθούν οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή της ακτινικής ορµής p̂r που έχουν δεδο-

µένη τροχιακή στροφορµή µε κβαντικούς αριθµούς l και m. Ποιές είναι οι αντίστοιχες

ιδιοτιµές τους; Για ελεύθερο σωµατίδιο να δειχθεί ότι οι ιδιοσυναρτήσεις αυτές είναι και

ιδιοσυναρήσεις της ενέργειας όταν η τροχιακή στροφορµή είναι µηδενική.

ΘΕΜΑ 2:

α. Για στροφορµή J = 1 να ϐρεθούν οι πίνακες της στροφορµής Jx , Jy , Jz στην ϐάση

όπου ο Jz είναι διαγώνιος. ∆ίνεται ότι J± |j,m〉 = ~
√

j(j + 1)−m(m± 1) |j,m± 1〉

ϐ. Η Χαµιλτωνιανή ελεύθερου κβαντικού περιστροφέα στροφορµής J = 1 µε ϱοπές

αδρανείας κατά τους άξονες x, y, z ίσες µε Θx, Θy, Θz αντίστοιχα δίνεται από την

Ĥ0 =
Ĵ2
x

2Θx

+
Ĵ2
y

2Θy

+
Ĵ2
z

2Θz

Ο περιστροφέας είναι πλήρως συµµετρικός µε αποτέλεσµα οι ϱοπές αδρανείας του να

είναι όλες ίσες, δηλαδή Θx = Θy = Θz ≡ Θ. Ο περιστροφέας έχει µαγνητική ϱοπή

~µ = g ~J , όπου g είναι δεδοµένη σταθερά, και κατά την διεύθυνση του z− άξονα εφαρµό-

Ϲεται σταθερό µαγνητικό πεδίο έντασης B. Συγχρόνως ο περιστροφέας παραµορφώνεται

ελαφρώς µε συνέπεια την αλλαγή της ϱοπής αδρανείας Θy έτσι ώστε Θy = Θ +∆ όπου

∆ είναι σταθερά πολύ µικρότερη από την Θ. Να ϐρεθούν οι δυνατές ενέργειες του συ-

στήµατος ως συναρτήσεις των κβαντικών αριθµών της ιδιοστροφορµής του, του Θ, του

µαγνητικού πεδίου B και της ∆ σε πρώτη τάξη ως προς την αδιάστατη σταθερά
∆

Θ
.

ΘΕΜΑ 3)

∆ύο ταυτοτικά σωµατίδια µε µάζεςm και ιδιοστροφορµές (σπίν) που χαρακτηρίζονται από

κβαντικό αριθµό J1 = J2 =
1

2
αναγκάζονται να κινούνται σε σωλήνα απείρου µήκους και

αµελητέας διατοµής αλληλεπιδρώντας µε δυναµικό της µορφής

V (x1, x2) = g ~J1 · ~J2 (x1 − x2)
2

όπου x1,2 οι ϑέσεις των σωµατιδίων κατά µήκος του σωλήνα και ~J1, 2 οι ιδιοστροφορµές

τους. Να ϐρεθούν οι ενέργειες δέσµευσης του συστήµατος των δύο σωµατιδίων και ο

εκφυλισµός των αντιστοίχων ενεργειακών επιπέδων στις περιπτώσεις όπου η σταθερά g

είναι ϑετική η αρνητική.

=⇒ Λύσεις



Λύσεις Θεµάτων

ΘΕΜΑ 1

α. Το ερώτηµα αυτό αποτελεί µέρος της ϑεωρίας και αναπτύσσεται πλήρως και λε-

πτοµερώς στα µαθήµατα. Ως υπενθύµιση αναφέρουµε ότι, στην Κλασική Μηχανική η

ακτινική ορµή είναι η προβολή της ορµής ~p στο άνυσµα της ϑέσης ~r, δηλαδή pr =
~r · ~p

r
.

Στην Κβαντική Μηχανική το αντίστοιχο µέγεθος αντιπροσωπεύεται από αυτοσυζυγή τε-

λεστή που έχει παρόµοια έκφραση µόνο που η ϑέση και η ορµή είναι τελεστές. Ενας

τέτοιος τελεστής δίνεται από την έκφραση

p̂r =
1

2

(

p̂ ·
r̂

r
+

r̂

r
· p̂

)

Στην αναπαράσταση ϑέσης αυτός παίρνει την µορφή

p̂r = −
i ~

2

(

∇ ·
~r

r
+
~r

r
· ∇

)

Οπως έχει αναπτυχθεί στις παραδόσεις αναλυτικά χρησιµοποιώντας γνωστές ταυτότητες

του διανυσµατικού λογισµού καταλήγει κανείς µε τετριµένα ϐήµατα ( για την ορθότητα

της απάντησης απαιτείται να γραφούν αυτά αναλυτικά ) στο αποτέλεσµα ότι η δράση

αυτού σε τυχαία συνάρτηση δίνει

p̂r ψ = −
i ~

2

(

∇ ·
~r

r
ψ +

~r

r
· ∇ψ

)

= −i ~

(

∂ψ

∂r
+

1

r
ψ

)

και επειδή αυτή ισχύει για κάθε ψ ο p̂r ενεργεί ως

p̂r = −i ~

(

∂

∂r
+

1

r

)

Η Χαµιλτωνιανή για κίνηση σωµατιδίου σε δυναµικό δίνεται από την έκφραση

Ĥ =
1

2m

(

p̂ 2

r +
L̂2

r2

)

+ V (~r)

όπου L̂2 ο τελεστής που δίνει το τετράγωνο του µέτρου της τροχιακής στροφορµής. Κάθε

συνιστώσα της τροχιακής στροφορµής L̂i µετατίθεται µε τον L̂2. Επίσης µετατίθεται µε

τον τελεστή p̂r, και γενικά µε κάθε συνάρτηση του r, γιατι οι συνιστώσες της τροχιακής

στροφορµής δεν εξαρτώνται από την r ούτε από παραγώγους ως προς αυτήν. Επόµέ-

νως ο µεταθέτης κάθε συνιστώσας της στροφορµής µετατίθεται µε τον πρώτο όρο της

Χαµιλτωνιανής µε αποτέλεσµα

[

Ĥ , L̂i

]

=
[

V (~r), L̂i

]

Αρα γενικά ο τελεστής L̂i δεν µετατίθεται µε την Ĥ λόγω της ύπαρξης του δυναµικού. ΄Ο-

ταν όµως το δυναµικό είναι συνάρτηση του µέτρου του ~r, δηλαδή V (~r) = V (r) (κεντρικό

δυναµικό ), τότε επειδή, όπως αναφέραµε, η στροφορµή δεν εξαρτάται από παραγωγίσεις

ως προς r ο µεταθέτης στο δεξί µέλος της παραπανω σχέσης µηδενίζεται και έχουµε

[

Ĥ , L̂i

]

= 0

Αυτή η µετάθεση είναι και ο λόγος που η στροφορµή και η Χαµιλτωνιανή µπορούν να

έχουν κοινές ιδιοσυναρήσεις για κίνηση σε κεντρικά δυναµικά.



ϐ. Για να ϐρούµε τις ιδιοσυναρτήσεις και τις ιδιοτιµές του τελεστή p̂r πρέπει να

επιλύσουµε το πρόβληµα p̂r ψ(r, θ, φ) = p0 ψ(r, θ, φ) όπου p0 ειναι η ιδιοτιµή και ψ η

αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση. Από την αναλυτική µορφή του p̂r έχουµε λοιπόν

∂ψ

∂r
+
ψ

r
=
i p0
~
ψ

η το ίδιο
∂ ln ψ

∂r
=
i p0
~

−
1

r

η οποία µε ολοκλήρωση στην µεταβλητή r δίνει άµεσα

ln ψ =
i p0
~
r − ln r + C

όπου C είναι σταθερά ως προς r άρα είναι εν γένει συνάρτηση των θ και φ, δηλαδή

C = C(θ, φ). Εκθετοποιώντας την προηγούµενη έκφραση έχουµε λοιπόν

ψ(r, θ, φ) =
P (θ, φ)

r
e
i
p0 r

~

Αρα οποιοσδήποτε πραγµατικός αριθµός p0 είναι ιδιοτιµή του p̂r ( συνεχές ϕάσµα ) και

για κάθε µία τέτοια ιδιοτιµή υπάρχει απειρία ιδιασυναρτήσεων που έχουν την ανωτέρω

µορφή µε P (θ, φ) αυθαίρετη συνάρτηση των θ και φ. Αν ϑέλαµε οι ιδιοσυναρτήσεις

αυτές να έχουν καθορισµένη τροχιακή στροφορµή l, m ϑα έπρεπε η συνάρτηση P να

είναι ανάλογη της σφαιρικής αρµονικής Yl m(θ, φ)

ψp0,l,m(r, θ, φ) =
Ylm(θ, φ)

r
e
i
p0 r

~

Για µηδενική τροχιακή στροφορµή, l = 0, m = 0, και για ελεύθερο σωµατίδιο η δράση

της Χαµιλτωνιανής επάνω στην αντίστοιχη ιδιοσυνάρτηση δίνει

Ĥ ψp0,0,0 =
p20
2m

ψp0,0,0

γιατί η δράση του όρου µε την στροφορµή µέσα στην Ĥ δίνει µηδέν, ο όρος δυναµικού

δεν υπάρχει, και η δράση του p̂2r επάνω στην ψp0,0,0 δίνει p20. Αρα για µηδενική στροφορ-

µή οι ιδιοσυναρτήσεις του p̂2r είναι και ιδιοσυναρτήσεις της Ĥ, όταν το δυναµικό είναι

µηδέν, µε ιδιοτιµή E0 =
p20
2m

.

ΘΕΜΑ 2

α. Εχει διδαχθεί στο µάθηµα. Με την ϐοήθεια των τελεστών και ακολουθώντας την

υπόδειξη ϐρίσκεται τελικά ότι

Jx =
~
√
2





0 1 0
1 0 1
0 1 0



 , Jy =
~
√
2





0 −i 0
i 0 −i
0 i 0



 , Jz = ~





1 0 0
0 0 0
0 0 −1





Τα ιδιοανύσµατα |j = 1, m〉 , m = +1, 0,−1 των ~J2, Jz σε αυτήν την ϐάση είναι

|1, 1〉 =





1
0
0



 , |1, 0〉 =





0
1
0



 , |1,−1〉 =





0
0
1







ϐ. Με την παρουσία του µαγνητικού πεδίου αλλά και µε την παραµόρφωση που

επιφέρεται σύµφωνα µε την εκφώνηση η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος είναι

Ĥ =
Ĵ2
x

2Θ
+

Ĵ2
y

2 (Θ +∆)
+

Ĵ2
z

2Θ
− gBJz

Για µικρές τιµές του λόγου ∆/Θ και σε πρώτη τάξη στην ∆ αναπτύσσοντας κατά Taylor

έχουµε (Θ + ∆)−1 = Θ−1 (1−∆ /Θ) οπότε η ανωτέρω Χαµιλτωνιανή γράφεται ως

Ĥ =
~J2

2Θ
− gB Jz −

∆

2Θ2
J2

y

Αυτή µπορεί να γραφεί ως άθροισµα Ĥ = ĥ0 + ĥ1

ĥ0 =
~J2

2Θ
− gB Jz , ĥ1 = −

∆

2Θ2
J2

y

µε την ĥ1 να αποτελεί µικρή διαταραχή. Το αδιατάρακτο µέρος ĥ0 έχει ως ιδιοανύσµατα

τις καταστάσεις |1,+1〉 , |1, 0〉 , |1,−1〉 µε αδιατάρακτες ιδιοτιµές της ενέργειας

E
(0)

1 =
~
2j(j + 1)

2Θ
− g~B , E

(0)

0 =
~
2j(j + 1)

2Θ
, E

(0)

−1 =
~
2j(j + 1)

2Θ
+ g~B

αντίστοιχα. Στις πιό επάνω εκφράσεις j = 1 . Σε πρώτη τάξη στην σταθερά ∆ ( η ακρι-

ϐέστερα στην αδιάστατη σταθερά ∆/Θ ) οι ιδοτιµές της ενέργειας υφίστανται διορθώσεις

∆Em = 〈1, m| ĥ1 |1, m〉, όπου m = −1, 0,+1 αντίστοιχα. Οι διορθωµένες ενέργειες , για

m = −1, 0,+1 , είναι εποµένως

Em = E(0)

m −
∆

2Θ2
〈j,m| J2

y |j,m〉 ,

Για τον υπολογισµό των διορθώσεων χρειάζεται ουσιαστικά να υπολογισθεί το J2
y

J2

y =
~
2

2





1 0 −1
0 2 0
−1 0 1





οπότε µε τετριµµένο τρόπο υπολογίζει κανείς

E1 =
~
2

Θ
− g~B −

∆ ~
2

4Θ2
, E0 =

~
2

Θ
−

∆ ~
2

2Θ2
, E−1 =

~
2

Θ
+ g~B −

∆ ~
2

4Θ2

ΘΕΜΑ 3

Οι καταστάσεις που περιγράφουν το σύστηµα των 2 σωµατιδίων πρέπει να είναι πλήρως

αντισυµµετρικές στην εναλλαγή J1, m1 ⇔ J2, m2 και x1 ⇔ x2 όπου Ji, mi είναι

ο κύριος κβαντικός αριθµός του σπιν και αυτός της τρίτης συνιστώσας για το σωµατίδιο

i = 1, 2 . Για την σχετική κίνηση των 2 σωµατιδίων η ανηγµένη µάζα είναι M = m/2 και

τα σωµατίδια αλληλεπιδρούν µε δυναµικό g ~J1 · ~J2 x
2 όπου x = x1 − x2 η σχετική τους

ϑέση. Ο όρος αλληλεπίδρασης σπιν-σπιν ~J1 · ~J2 γράφεται ως ~J1 · ~J2 =
1

2
( ~J 2− ~J 2

1 − ~J 2
2 ),

όπου ~J το συνολικό σπιν. Αυτός έχει ιδιοτιµές
~
2

2
[J(J + 1)− J1(J1 + 1)− J2(J2 + 1)],

όπου J1 = J2 = 1/2 οι κβαντικοί αριθµοί των σπιν των σωµατιδίων και J ο κβαντικός



αριθµός του συνολικού σπιν που µπορεί να πάρει τις τιµές J = 0, 1. Στην ϐάση λοιπόν

των ιδιοκαταστάσεων του συνολικού σπιν το δυναµικό γράφεται ως

V (x) =
g~2

2

(

J(J + 1)−
3

2

)

x2

Περίπτωση όπου g > 0 :

Για δέσµια κατάσταση πρέπει J(J + 1)− 3

2
> 0, για να έχουµε ελκτικό και όχι απωστικό

δυναµικό, και αυτό συµβαίνει για J = 1 και µόνο. Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε

λοιπόν ένα δυναµικό της µορφής του γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή
k1
2
x2 µε k1 =

g~2/2 για το οποίο γνωρίζουµε τις ιδιοκαταστασεις και ιδιοτιµές της ενέργειας. Οµως οι

καταστάσεις σπιν για J = 1 είναι συµµετρικές στην εναλλαγη των σπιν και για να έχουµε

ολικά αντισυµµετρική κατάσταση ϑα πρέπει το χωρικό µέρος να είναι αντισυµµετρικό

στην εναλλαγή x1 ⇔ x2 η ισοδύναµα στην εναλλαγη x ⇔ −x . Αρα µόνον οι περιττές

ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας του ταλαντωτή είναι αποδεκτές για το πρόβληµα των δύο

σωµατιδίων όταν g > 0 . Αυτές χαρακτηρίζονται από ενέργειες

E2n+1 = ~ω ( 2n+
3

2
) , n = 0, 1, 2...

όπου Mω2 ≡ k1 µε M = m/2 , και ϑα είναι τριπλά εκφυλισµένες αφού για J = 1 η τρίτη

συνιστώσα µπορεί να πάρει τιµές MJ = 1, 0,−1.

Περίπτωση όπου g < 0 :

Τώρα για δέσµια κατάσταση πρέπει S(S + 1) − 3

2
< 0, για να έχουµε ελκτικό και όχι

απωστικό δυναµικό, και αυτό συµβαίνει για S = 0 . Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε ένα

δυναµικό της µορφής του γραµµικού αρµονικού ταλαντωτή
k2
2
x2 µε k2 = −3g~2/2 > 0

. Οµως οι καταστάσεις σπιν για S = 0 είναι αντισυµµετρικές στην εναλλαγη των σπιν

και για να έχουµε ολικά αντισυµµετρική κατάσταση ϑα πρέπει το χωρικό µέρος να είναι

συµµετρικό στην εναλλαγη x1 ⇔ x2 η ισοδύναµα στην εναλλαγή x ⇔ −x . Αρα µόνον

οι άρτιες ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας του ταλαντωτή είναι αποδεκτές για το πρόβληµα

των δύο σωµατιδίων όταν g < 0 . Αυτές χαρακτηρίζονται από ενέργειες

E2n = ~ω ( 2n+
1

2
) , n = 0, 1, 2...

όπου Mω2 ≡ k2, µε M = m/2 , και ϑα είναι απλά εκφυλισµένες αφού για S = 0 η τρίτη

συνιστώσα µπορεί να πάρει µόνο την τιµή MJ = 0.



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 11ης Μαρτίου 2013 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1: ( 3 µονάδες )

Ηλεκτρόνιο κινείται επάνω από µία αδιαπέραστη και αγώγιµη γειωµένη επιφάνεια που µπορεί να ϑεωρηθεί

το επίπεδο των αξόνων x− yx− yx− y. Να ϐρεθεί το ενεργειακό ϕάσµα του ηλεκτρονίου αν έχει καθορισµένες ορµές

px , pypx , pypx , py στις κατευθύνσεις xxx και yyy αντίστοιχα οπότε η κυµατική του συνάρτηση µπορεί να γραφεί ως

ψ(x, y, z) = e i ( pxx+pyy ) / ~ Φ(z)ψ(x, y, z) = e i ( pxx+pyy ) /~ Φ(z)ψ(x, y, z) = e i ( pxx+pyy ) /~ Φ(z)

Το ηλεκτρόνιο ϑεωρείται δέσµιο στην κατεύθυνση zzz οπότε η κυµατική του συνάρτηση µηδενίζεται ό-

ταν z → +∞z → +∞z → +∞. Ποιά είναι η πιό πιθανή απόσταση από το επίπεδο x− yx− yx− y ; Αν και δεν είναι υποχρε-

ωτικό ενδεχόµενα να διευκολύνει την επίλυση του προβλήµατος σας η σύγκριση µε άτοµο Υδρογονοει-

δούς ατοµικού αριθµού ZZZ µε µηδενική τροχιακή στροφορµή του οποίου η κυµατική συνάρτηση είναι

R(r) = N exp (−Zr/a0 )R(r) = N exp (−Zr/a0 )R(r) = N exp (−Zr/a0 ) , όπου NNN σταθερά κανονικοποίησης και a0 = ~
2/µ e2a0 = ~
2/µ e2a0 = ~
2/µ e2 η ακτίνα Bohr .

ΘΕΜΑ 2: ( 3 µονάδες )

Ενα κβαντικό σύστηµα περιγράφεται από την Χαµιλτωνιανή

Ĥ = ǫ 0 1̂ + λ ( Â+ Â† )Ĥ = ǫ 0 1̂ + λ ( Â+ Â† )Ĥ = ǫ 0 1̂ + λ ( Â + Â† )

όπου ǫ 0 , λǫ 0 , λǫ 0 , λ δεδοµένες πραγµατικές σταθερές µε µονάδες ενέργειας και τον τελεστή Â̂ÂA να ορίζεται ως

Â = |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈1|Â = |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈1|Â = |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈1|

όπου οι καταστάσεις |1〉 , |2〉 , |3〉|1〉 , |2〉 , |3〉|1〉 , |2〉 , |3〉 αποτελούν ένα πλήρες και ορθοκανονικό σύστηµα. Να ϐρεθούν οι

ενεργειακές στάθµες του συστήµατος και οι αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις.

Υπόδειξη : Χωρίς να είναι υποχρεωτικό, ενδεχόµενα να διευκολύνει αν αποδείξετε πρώτα ότι ο τελεστής

Â̂ÂA είναι µοναδιαίος Â Â† = Â† Â = 1Â Â† = Â† Â = 1Â Â† = Â† Â = 1 και λόγω αυτού ότι οι τελεστές Ĥ , Â , Â†Ĥ , Â , Â†Ĥ , Â , Â† µετατίθενται µεταξύ τους.

ΘΕΜΑ 3: ( 4 µονάδες )

Α) Ενα σωµατίδιο έχει σπίν s = 1/2s = 1/2s = 1/2. Στην αναπαράσταση του σπιν µε τους πίνακες του Pauli να ϐρεθεί

η ιδιοκατάσταση µε προβολή του σπίν ίση µε + ~/2+ ~/2+ ~/2 στην κατεύθυνση που χαρακτηρίζεται από µοναδιαίο

άνύσµα ξ̂̂ξ̂ξ που ϐρίσκεται στο επίπεδο x− zx− zx− z και σχηµατίζει δεδοµένη γωνία θθθ µε τον αξονα zzz. Αν κάποια

χρονική στιγµή το σωµατίδιο ϐρίσκεται στην κατάσταση µε προβολή του σπίν ίση µε + ~/2+ ~/2+ ~/2 στον άξονα zzz

ποιά είναι η πιθανότητα την στιγµή αυτή να µετρηθεί σπίν ίσο µε + ~/2+ ~/2+ ~/2 κατά µήκος του άξονα ξ̂̂ξ̂ξ ;

Β) ∆ύο διακρίσιµα σωµατίδια έχουν σπιν s1 = s2 = 1s1 = s2 = 1s1 = s2 = 1. Εκκινώντας από την κατάσταση µε την µεγαλύτερη

τιµή του συνολικού τους σπιν και την µεγαλύτερη δυνατή τιµή της τρίτης συνιστώσας να ϐρείτε, µε διαδο-

χική χρήση των τελεστών αναβίβασης και καταβίβασης της τρίτης συνιστώσας του σπιν, την κατάσταση η

οποία χαρακτηρίζεται από συνολικό σπιν S = 2S = 2S = 2 και τρίτη συνιστώσα αυτού ίση µε µηδεν, ως άθροισµα των

καταστάσεων |s1, s2,m1,m2〉|s1, s2,m1,m2〉|s1, s2,m1,m2〉 που περιγράφουν τα επί µέρους σπιν. Σε αυτή την κατάσταση να ϐρεθούν οι

πιθανότητες να µετρηθούν τιµές για τις συνιστώσες (m1,m2 )(m1,m2 )(m1,m2 ) των σωµατιδίων ίσες µε ( 1,−1 )( 1,−1 )( 1,−1 ) , (−1, 1 )(−1, 1 )(−1, 1 ) ,

( 0, 0 )( 0, 0 )( 0, 0 ) , ( 1, 0 )( 1, 0 )( 1, 0 ) και (−1,−1 )(−1,−1 )(−1,−1 ) αντίστοιχα.

=⇒ Λύσεις



Λύσεις Θεµάτων

ΘΕΜΑ 1

Η δύναµη που αισθάνεται το ηλεκτρόνιο όταν ϐρεθεί σε ύψος z πάνω από την αγώγιµη γειωµένη πλάκα,

από τα ϕορτία αυτής, είναι αυτή ενός αντίθετου ϕορτίου που τοποθετείται σε ίδια απόσταση αλλά κάτω

από την γειωµένη επιφάνεια ( δες τα µαθήµατα στοιχειώδους ηλεκτροµαγνητικής ϑεωρίας ! Αυτή είναι η

µέθοδος των ειδώλων ) Αρα η δύναµη είναι ~F = −ẑ e 2/( 2 z)
2
, µε ẑ το µοναδιαίο άνυσµα στον άξονα των

z. Αυτή η δύναµη απορρέει από το δυναµικό V (z) = − e 2/4 z. Με την δεδοµένη µορφή της κυµατικής

συνάρτησης η εξίσωση Schrödinger των ιδιοτιµών της ενέργειας γράφεται

−
~
2

2m
Φ′′(z) +

p2x + p2y
2m

Φ(z)−
e2

4 z
Φ(z) = E Φ(z)−

~
2

2m
Φ′′(z) +

p2x + p2y
2m

Φ(z)−
e2

4 z
Φ(z) = E Φ(z)−

~
2

2m
Φ′′(z) +

p2x + p2y
2m

Φ(z)−
e2

4 z
Φ(z) = E Φ(z)

η το ίδιο

−
~
2

2m
Φ′′(z)−

e2

4 z
Φ(z) = E Φ(z)−

~
2

2m
Φ′′(z)−

e2

4 z
Φ(z) = E Φ(z)−

~
2

2m
Φ′′(z)−

e2

4 z
Φ(z) = E Φ(z)

όπου E = E − (p2x + p2y) / 2m. Η ενέργεια E προσδιορίζεται από την επίλυση αυτής µε τις συνοριακές

συνθήκες Φ(0) = 0, επειδή η κυµατική συνάρτηση είναι συνεχής και για z ≤ 0 η Φ(z) µηδενίζεται διότι

η επιφάνεια είναι αδιαπέραστη για το ηλεκτρόνιο, και Φ(∞) = 0 επειδή το ηλεκτρόνιο ϑεωρείται δέσµιο.

Για το δέσµιο ηλεκτρόνιο Υδρογονοειδούς µηδενικής τροχιακής στροφορµής, αν R(r) είναι η κυµατική

του συνάρτηση τότε η u(r), που ορίζεται ως u(r) = r R(r) ( δες παραδόσεις ) ικανοποιεί την εξίσωση

−
~
2

2µ
u′′(r) −

Z e2

r2
u(r) = ǫ u(r)−

~
2

2µ
u′′(r)−

Z e2

r2
u(r) = ǫ u(r)−

~
2

2µ
u′′(r) −

Z e2

r2
u(r) = ǫ u(r)

µε τις συνοριακές συνθήκες u(0) = u(∞) = 0. Η αντιστοιχία µε το πρόβληµα που έχουµε να λύσουµε

είναι προφανής. Αν η µεταβλητή r γίνει z και συγχρόνως η u(r) γίνει Φ(z), ενώ αντίστοιχα η µάζα m

γίνει µ, η ενέργεια ǫ γίνει E και το Z ληφθεί ίσο µε Z = 1/4 η πιο πάνω εξίσωση του ατόµου του

Υδρογονοειδούς γίνεται ακριβώς αυτή που έχουµε να επιλύσουµε συµπεριλαµβανοµένων των συνοριακών

συνθηκών ! Αρα ουσιαστικά δεν έχουµε να επιλύσουµε τίποτα. Η κυµατική συνάρτηση Φ(z) για το

πρόβληµα µας προκύπτει απλά αν στην u(r) = r R(r) αντικαταστήσουµε την µεταβλητή r µε την z και

προβούµε στις αντικαταστάσεις των παραµέτρων του προβλήµατος όπως προαναφέρθηκε. Εχουµε λοιπόν

Φ(z) = N z exp (−z/4 a0)Φ(z) = N z exp (−z/4 a0)Φ(z) = N z exp (−z/4 a0)

όπου NNN σταθερά κανονικοποίησης και a0 = ~
2/me2a0 = ~
2/me2a0 = ~
2/me2. Η εκφραση του a0 = ~

2/me2a0 = ~
2/me2a0 = ~
2/me2 είναι ακριβώς αυτή

που υπεισέρχεται στο ατόµου του Υδρογονοειδούς µε την ανηγµένη µάζα του συστήµατος µ να έχει αν-

τικατασταθεί ακριβώς από την µάζα m του ηλεκτρονίου . Η ενέργεια για το άτοµο του Υδρογονοειδούς

στην συγκεκριµµένη κατάσταση είναι ǫ = −Z2 µe4/2~2. Εποµένως στην περίπτωση του προβλήµατος µας,

ϑέτωντας Z = 1/4 και µ = m έχουµε E = −me4/32 ~2 που σηµαίνει

E =
p2x + p2y
2m

−
m e4

32 ~2
E =

p2x + p2y
2m

−
m e4

32 ~2
E =

p2x + p2y
2m

−
m e4

32 ~2

Η πιό πιθανή απόσταση είναι εκεί που η πυκνότητα πιθανότητας |Φ(z)|
2

έχει µέγιστο και αυτό συµβαίνει

ακριβώς στην ϑέση z = 4 a0 ! ( Συγκρίνετε µε το άτοµο του Υδρογονοειδούς που η πιο πιθανή απόσταση

από τον πυρήνα είναι a0/Z )

ΘΕΜΑ 2

Ακολουθώντας την υπόδειξη έχουµε από τον ορισµό του Â και τους γνωστους κανόνες του συµβολισµού

bra , ket ότι

Â† = |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |1〉 〈3|Â† = |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |1〉 〈3|Â† = |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |1〉 〈3|



οπότε

Â Â†Â Â†Â Â† === ( |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈1| )( |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈1| )( |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈1| ) ( |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |1〉 〈3|)( |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |1〉 〈3|)( |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |1〉 〈3|)

=== |1〉 〈 2 | 2 〉 〈1| + |2〉 〈 3 | 3 〉 〈2| + |3〉 〈 1 | 1 〉 〈3| + · · ·|1〉 〈 2 | 2 〉 〈1| + |2〉 〈 3 | 3 〉 〈2| + |3〉 〈 1 | 1 〉 〈3| + · · ·|1〉 〈 2 | 2 〉 〈1| + |2〉 〈 3 | 3 〉 〈2| + |3〉 〈 1 | 1 〉 〈3| + · · ·

Οι όροι ..... σ΄ αυτήν την έκφραση µηδενίζονται γιατι περιλαµβάνουν εσωτερικά γινόµενα 〈 1 | 2 〉 , 〈 2 | 3 〉

κλπ που µηδενίζονται γιατί τα |1〉 , |2〉 , |3〉 είναι ορθοκανονικά. Επίσης 〈 1 | 1 〉 = 〈 2 | 2 〉 = 〈 3 | 3 〉 = 1

οπότε η πιο πάνω σχέση δίνει

Â Â†Â Â†Â Â† === |1〉 〈1| + |2〉 〈2| + |3〉 〈3||1〉 〈1| + |2〉 〈2| + |3〉 〈3||1〉 〈1| + |2〉 〈2| + |3〉 〈3| = 1̂= 1̂= 1̂

Η τελευταία ισότητα προκύπτει γιατί τα |1〉 , |2〉 , |3〉 αποτελούν ένα πλήρες ορθοκανονικό σύνολο σύµφω-

να µε την εκφώνηση ( ιδιότητα πληρότητας ). Αρα Â Â† = 1 . Οµοια αποδεικνύει κανείς ότι Â† Â = 1 και

εποµένως ο τελεστής Â είναι πράγµατι µοναδιαίος. Από αυτό προκύπτει ότι ο µεταθέτης
[

Â , Â†

]

είναι

µηδέν Επίσης λόγω αυτού οι µεταθέτες της Χαµιλτωνιανής µε τους Â και Â† είναι µηδενικοί. ∆ηλαδή οι

τρείς τελεστές Ĥ , Â , Â† µεταθετίθενται ανά δύο

[

Ĥ , Â
]

=
[

Ĥ , Â†

]

=
[

Â , Â†

]

= 0
[

Ĥ , Â
]

=
[

Ĥ , Â†

]

=
[

Â , Â†

]

= 0
[

Ĥ , Â
]

=
[

Ĥ , Â†

]

=
[

Â , Â†

]

= 0

Αρα υπάρχει κοινό σύστηµα ιδιοανυσµάτων των τριών τελεστών. Αν |Ψ〉 είναι ένα ιδιοάνυσµα του Â µε

ιδιοτιµή σ τότε αυτό είναι και ιδιοάνυσµα του Â† µε ιδιοτιµή σ−1 λόγω του ότι ο Â είναι µοναδιαίος, όταν

ϐέβαια σ 6= 0. Ο συλλογισµός είναι ο ακόλουθος

Â |Ψ〉 = σ |Ψ〉 ⇒ Â† Â |Ψ〉 = σ Â† |Ψ〉 ⇒ 1̂ |Ψ〉 = σ Â† |Ψ〉 ⇒ Â† |Ψ〉 = σ−1 |Ψ〉Â |Ψ〉 = σ |Ψ〉 ⇒ Â† Â |Ψ〉 = σ Â† |Ψ〉 ⇒ 1̂ |Ψ〉 = σ Â† |Ψ〉 ⇒ Â† |Ψ〉 = σ−1 |Ψ〉Â |Ψ〉 = σ |Ψ〉 ⇒ Â† Â |Ψ〉 = σ Â† |Ψ〉 ⇒ 1̂ |Ψ〉 = σ Â† |Ψ〉 ⇒ Â† |Ψ〉 = σ−1 |Ψ〉

Αυτό είναι τότε και ιδιοάνυσµα της Χαµιλτωνιανής διότι

Ĥ |Ψ〉 =
(

ǫ 0 1̂ + λ ( Â+ Â† )
)

|Ψ〉 =
(

ǫ 0 + λ (σ + σ−1 )
)

|Ψ〉Ĥ |Ψ〉 =
(

ǫ 0 1̂ + λ ( Â + Â† )
)

|Ψ〉 =
(

ǫ 0 + λ (σ + σ−1 )
)

|Ψ〉Ĥ |Ψ〉 =
(

ǫ 0 1̂ + λ ( Â+ Â† )
)

|Ψ〉 =
(

ǫ 0 + λ (σ + σ−1 )
)

|Ψ〉

και µάλιστα µε ιδιοτιµή

E = ǫ 0 + λ (σ + σ−1 )E = ǫ 0 + λ (σ + σ−1 )E = ǫ 0 + λ (σ + σ−1 ) (1)

Αρα το πρόβληµα ανάγεται στο να ϐρούµε µόνο τις ιδιοτιµές ( και τα ιδιοανύσµατα ) του τελεστή Â.

Μπορούµε να αναπαραστήσουµε τον Â ως πίνακα στην ορθοκανονική ϐάση |1, 2, 3〉 µε τα στοιχεία του

πίνακα να είναι A i j = 〈i| Â |j〉. Από τον ορισµό του Â άµεσα προκύπτει

Â |1〉 = |3〉 , Â |2〉 = |1〉 , Â |3〉 = |2〉Â |1〉 = |3〉 , Â |2〉 = |1〉 , Â |3〉 = |2〉Â |1〉 = |3〉 , Â |2〉 = |1〉 , Â |3〉 = |2〉

οπότε

Â =





0 1 0
0 0 1
1 0 0



Â =





0 1 0
0 0 1
1 0 0



Â =





0 1 0
0 0 1
1 0 0





Οι ιδιοτιµές του προκύπτουν επιλύοντας την det (Â− σ 1̂ ) = 0det (Â− σ 1̂ ) = 0det (Â− σ 1̂ ) = 0 πού πολύ εύκολα δινει ότι σ3 = 1σ3 = 1σ3 = 1. Οι

λύσεις µπορούν να τεθούν στην µιγαδική µορφή σ = |σ| exp i θσ = |σ| exp i θσ = |σ| exp i θ . Από την σ3 = 1σ3 = 1σ3 = 1 προκύπτουν τρείς

λύσεις όλες µε |σ| = 1|σ| = 1|σ| = 1 και θ 1 = 0 , θ 2 = 2 π/3, θ 3 = 4 π/3θ 1 = 0 , θ 2 = 2 π/3, θ 3 = 4 π/3θ 1 = 0 , θ 2 = 2 π/3, θ 3 = 4 π/3 αντίστοιχα Αρα οι τρείς ιδιοτιµές είναι

σ i = e i θ i , i = 1, 2, 3 =⇒ σ 1 = 1 , σ 2 = e 2π i/3 , σ 3 = e 4π i/3σ i = e i θ i , i = 1, 2, 3 =⇒ σ 1 = 1 , σ 2 = e 2π i/3 , σ 3 = e 4π i/3σ i = e i θ i , i = 1, 2, 3 =⇒ σ 1 = 1 , σ 2 = e 2π i/3 , σ 3 = e 4π i/3

Από την (1) εύκολα προκύπτουν οι ενέργειες

E i = ǫ 0 + λ (σ i + σ−1
i ) = ǫ 0 + λ ( eiθi + e−iθi ) = ǫ 0 + 2λ cos θiE i = ǫ 0 + λ (σ i + σ−1
i ) = ǫ 0 + λ ( eiθi + e−iθi ) = ǫ 0 + 2λ cos θiE i = ǫ 0 + λ (σ i + σ−1
i ) = ǫ 0 + λ ( eiθi + e−iθi ) = ǫ 0 + 2λ cos θi

µε τιµές

E 1 = ǫ 0 + 2λ , E 2 = ǫ 0 − λ , E 2 = ǫ 0 − λE 1 = ǫ 0 + 2λ , E 2 = ǫ 0 − λ , E 2 = ǫ 0 − λE 1 = ǫ 0 + 2λ , E 2 = ǫ 0 − λ , E 2 = ǫ 0 − λ



Παρατηρούµε ότι E 2 = E 3E 2 = E 3E 2 = E 3 ( υπάρχει διπλός εκφυλισµός αυτών των ενεργειακών επιπέδων ). Αν ϑέλουµε

να ϐρούµε τα αντίστοιχα ιδιοανύσµατα του Â, και εποµένως και της Χαµιλτωνιανής όπως αποδείξαµε, από

την αναπαράσταση του Â σε µορφή πίνακα προκύπτει εύκολα ότι τα ιδιονύσµατα που αντιστοιχούν στις

ιδιοτιµές σ i είναι

σ i = e i θ i , i = 1, 2, 3 =⇒ |Ψ i〉 = N





1
e i θ i

e 2 i θ i



σ i = e i θ i , i = 1, 2, 3 =⇒ |Ψ i〉 = N





1
e i θ i

e 2 i θ i



σ i = e i θ i , i = 1, 2, 3 =⇒ |Ψ i〉 = N





1
e i θ i

e 2 i θ i





Αν ϑέλουµε κανονικοποιηµένα στην µονάδα ιδιοανύσµατα µιά επιλογή για τις σταθερές N είναι N =

1/
√
3. Ολες οι άλλες επιλογές διαφέρουν από αυτή κατά µία ϕάση.

ΘΕΜΑ 3

Α : Από τα δεδοµένα του προβλήµατος το άνυσµα ξ̂̂ξ̂ξ είναι ξ̂ = x̂ sin θ + ẑ cos θξ̂ = x̂ sin θ + ẑ cos θξ̂ = x̂ sin θ + ẑ cos θ οπότε η προβολή του

σπιν, στην αναπαράσταση των πινάκων Pauli , σε αυτό το άνυσµα είναι

ŝξ = ~s · ξ̂ = ŝx sin θ + ŝz cos θ =
~

2

(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)

ŝξ = ~s · ξ̂ = ŝx sin θ + ŝz cos θ =
~

2

(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)

ŝξ = ~s · ξ̂ = ŝx sin θ + ŝz cos θ =
~

2

(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)

Οι ιδιοτιµές του είναι ±~/2±~/2±~/2 και ένα κανονικοποιηµένο στην µονάδα ιδιοάνυσµα που αντιστοιχεί στην

ιδιοτιµή +~/2+~/2+~/2 ϐρίσκεται εύκολα ότι είναι το

|Ψ+〉 =

(

cos θ/2
sin θ/2

)

|Ψ+〉 =

(

cos θ/2
sin θ/2

)

|Ψ+〉 =

(

cos θ/2
sin θ/2

)

( Αυτό είναι µιά ειδική και εύκολη περίπτωση του 2ου ερωτήµατος της άσκησης 3 της Σειράς 5 ). Το

Ϲητούµενο πλάτος πιθανότητας είναι

A = 〈 z,+ |Ψ+ 〉 = ( 1 , 0 )

(

cos θ/2
sin θ/2

)

= cos θ/2A = 〈 z,+ |Ψ+ 〉 = ( 1 , 0 )

(

cos θ/2
sin θ/2

)

= cos θ/2A = 〈 z,+ |Ψ+ 〉 = ( 1 , 0 )

(

cos θ/2
sin θ/2

)

= cos θ/2

και η Ϲητουµένη πιθανότητα

P = |A |
2
= cos2 θ/2P = |A |

2
= cos2 θ/2P = |A |

2
= cos2 θ/2

Β : Στα µαθήµατα έχει αναπτυχθεί ο τρόπος που κατασκευάζει κανείς αυτές τις καταστάσεις ( διδάχθηκε

αναλυτικά για τις περιπτώσεις µε σπιν ισα µε 1/2 ). Για συντοµία την κατάσταση µε τιµή συνολικού σπιν

SSS και τιµή της συνολικής τρίτης συνιστώσας ίσης µε MMM ας την συµβολίσουµε µε |S,M〉|S,M〉|S,M〉 . Η κατάσταση

µε την µεγαλύτερη τιµή του συνολικού σπιν S = 2S = 2S = 2 και την µεγαλυτερη τιµή της συνολικής τρίτης συνι-

στώσας M = 2M = 2M = 2 είναι η κατάσταση |s1, s2,m1,m2〉|s1, s2,m1,m2〉|s1, s2,m1,m2〉 µε m1 = 1,m2 = 1m1 = 1,m2 = 1m1 = 1,m2 = 1, επειδή όπως γνωρίζουµε πρέπει

M = m1 +m2M = m1 +m2M = m1 +m2. Αρα

|2, 2〉 = |1, 1; 1, 1〉|2, 2〉 = |1, 1; 1, 1〉|2, 2〉 = |1, 1; 1, 1〉 (2)

Αν δράσουµε µε τον τελεστή της καταβίβασης και στα δύο µέλη της (2), που είναι ίσος µε τα αθροίσµατα

των επί µέρους τελεστών καταβίβασης Ŝ− = Ŝ 1
−

+ Ŝ 2
−

Ŝ− = Ŝ 1
−

+ Ŝ 2
−

Ŝ− = Ŝ 1
−

+ Ŝ 2
−

, λαµβάνουµε

2 ~ |2, 1〉 =
√
2 ~ ( |1, 1; 0, 1〉 + |1, 1; 1, 0〉 )2 ~ |2, 1〉 =

√
2 ~ ( |1, 1; 0, 1〉 + |1, 1; 1, 0〉 )2 ~ |2, 1〉 =

√
2 ~ ( |1, 1; 0, 1〉 + |1, 1; 1, 0〉 )

και εποµένως

|2, 1〉 =
1
√
2
( |1, 1; 0, 1〉 + |1, 1; 1, 0〉 )|2, 1〉 =

1
√
2
( |1, 1; 0, 1〉 + |1, 1; 1, 0〉 )|2, 1〉 =

1
√
2
( |1, 1; 0, 1〉 + |1, 1; 1, 0〉 ) (3)

Αν δράσουµε πάλι µε τον τελεστή της καταβίβασης και στα δύο µέλη της (3) παίρνουµε ( να κανετε τις

πράξεις αναλυτικά ! )

√
6 ~ |2, 0〉 = ~ ( |1, 1;−1, 1〉 + 2 |1, 1; 0, 0〉 + |1, 1; 1,−1〉 )

√
6 ~ |2, 0〉 = ~ ( |1, 1;−1, 1〉 + 2 |1, 1; 0, 0〉 + |1, 1; 1,−1〉 )

√
6 ~ |2, 0〉 = ~ ( |1, 1;−1, 1〉 + 2 |1, 1; 0, 0〉 + |1, 1; 1,−1〉 )



η το ίδιο

√
6 |2, 0〉 =

1
√
6

|1, 1;−1, 1〉 +
2
√
6

|1, 1; 0, 0〉 +
1
√
6

|1, 1; 1,−1〉
√
6 |2, 0〉 =

1
√
6

|1, 1;−1, 1〉 +
2
√
6

|1, 1; 0, 0〉 +
1
√
6

|1, 1; 1,−1〉
√
6 |2, 0〉 =

1
√
6

|1, 1;−1, 1〉 +
2
√
6

|1, 1; 0, 0〉 +
1
√
6

|1, 1; 1,−1〉

Αυτή είναι η Ϲητουµένη κατάσταση. Για τις αντίστοιχες πιθανότητες : Η πιθανότητα να µετρήσουµε

m1 = 1,m2 = −1m1 = 1,m2 = −1m1 = 1,m2 = −1 είναι P = ( 1/
√
6 )

2
= 1/6P = ( 1/

√
6 )

2
= 1/6P = ( 1/

√
6 )

2
= 1/6 , η πιθανότητα να µετρήσουµε m1 = −1,m2 = 1m1 = −1,m2 = 1m1 = −1,m2 = 1 είναι

P = ( 1/
√
6 )

2
= 1/6P = ( 1/

√
6 )

2
= 1/6P = ( 1/

√
6 )

2
= 1/6 και η η πιθανότητα να µετρήσουµε m1 = 0,m2 = 0m1 = 0,m2 = 0m1 = 0,m2 = 0 είναι P = ( 2/

√
6 )

2
= 2/3P = ( 2/

√
6 )

2
= 2/3P = ( 2/

√
6 )

2
= 2/3 .

Οι πιθανότητες για όλους τους άλλους συνδυασµούς είναι µηδενικές.



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 1ης Ιουλίου 2013 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1:

Α ) Για την πρώτη διεγερµένη κατάσταση του ατόµου του Υδρογόνου µε τροχιακή στροφορµή ℓ = 1ℓ = 1ℓ = 1 να

προσδιορισθουν οι αποστάσεις r1 , r2r1 , r2r1 , r2 , σε µονάδες της ακτίνας Bohr a0a0a0, που καθορίζουν τα όρια της

κλασικά επιτρεπόµενης κίνησης. ∆ικαιολογήστε πλήρως την απάντηση σας.

Β ) Για κίνηση σε κεντρικό δυναµικό V (r)V (r)V (r) να δείξετε ότι το γινόµενο αβεβαιότητας της ακτινικής ορµής

επί την αβεβαιότητα ∆ r∆ r∆ r της απόστασης από την αρχή ( r = 0r = 0r = 0 ), είναι ϕραγµένο προς τα κάτω. Ποιός

είναι ο κάτω ϕραγµός ; ( Θεωρείται γνωστό το συµπέρασµα ∆A ∆B ≥ | 〈C〉 | / 2∆A ∆B ≥ | 〈C〉 | / 2∆A ∆B ≥ | 〈C〉 | / 2 όταν οι αυτοσυζυγείς

τελεστές Â , B̂ , ĈÂ , B̂ , ĈÂ , B̂ , Ĉ ικανοποιούν την σχέση µετάθεσης [ Â , B̂ ] = i Ĉ[ Â , B̂ ] = i Ĉ[ Â , B̂ ] = i Ĉ ).

Γ ) Για την ϐασική κατάσταση του ατόµου του Υδρογόνου της οποίας η κανονικοποιηµένη στην µονάδα

κυµατική συνάρτηση είναι

ψ100(r) = (π a30 )
−1/2

exp (−r/a0)ψ100(r) = (π a30 )
−1/2

exp (−r/a0)ψ100(r) = (π a30 )
−1/2

exp (−r/a0)

όπου a0a0a0 είναι η ακτίνα Bohr του ατόµου του Υδρογόνου, να ϐρεθούν αναλυτικά οι διασπορές της ακτινικής

ορµής και της απόστασης rrr και να επιβεβαιωθεί ότι το γινόµενο τους ικανοποιεί τον ϕραγµό του ερωτήµατος

Β. ∆ίνονται τα ολοκληρώµατα
∫

∞

0
yn e−y dy = 6 , 24

∫

∞

0 yn e−y dy = 6 , 24
∫

∞

0
yn e−y dy = 6 , 24 για n = 3, 4n = 3, 4n = 3, 4 αντίστοιχα.

( Και για τα τρία ερωτήµατα δίνεται ότι η ακτίνα Bohr του άτοµου του Υδρογόνου είναι a0 = ~
2/µe2a0 = ~
2/µe2a0 = ~
2/µe2, όπου

µµµ η ανηγµένη µάζα του συστήµατος και η σταθερά της λεπτής υφής, αν χρειασθεί, είναι α = e2/~ cα = e2/~ cα = e2/~ c )

ΘΕΜΑ 2:

Ενα κβαντικό σύστηµα περιγράφεται από την Χαµιλτωνιανή

Ĥ = ǫ 1̂ + g V̂Ĥ = ǫ 1̂ + g V̂Ĥ = ǫ 1̂ + g V̂

όπου ǫ , gǫ , gǫ , g δεδοµένες πραγµατικές σταθερές µε µονάδες ενέργειας και τον τελεστή V̂̂V̂V να ορίζεται ως

V̂ = B̂ + B̂†V̂ = B̂ + B̂†V̂ = B̂ + B̂† όπου

B̂ = |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈4|+ |4〉 〈1|B̂ = |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈4|+ |4〉 〈1|B̂ = |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈4|+ |4〉 〈1|

Οι καταστάσεις |1〉 , |2〉 , |3〉 , |4〉|1〉 , |2〉 , |3〉 , |4〉|1〉 , |2〉 , |3〉 , |4〉 υποτίθεται ότι αποτελούν ένα πλήρες και ορθοκανονικό σύστηµα. Αφού

αποδείξετε ότι ο B̂̂B̂B είναι µοναδιαίος να ϐρείτε τις ενεργειακές στάθµες του συστήµατος και τις αντίστοιχες

ιδιακαταστάσεις. Υπάρχει εκφυλισµός στο ενεργειακό ϕάσµα ;

ΘΕΜΑ 3:

Ενα κβαντικό σύστηµα µε κβαντικό αριθµό ιδιοστροφορµής (σπιν) s = 1/2s = 1/2s = 1/2 περιγράφεται από την Χαµιλ-

τωνιανή

Ĥ0 = a ~L · ~SĤ0 = a ~L · ~SĤ0 = a ~L · ~S

όπου aaa σταθερά, ~S~S~S η ιδιοστροφορµή και ~L~L~L η τροχιακή στροφορµή του. Το σύστηµα έχει µαγνητική ϱοπή

~µ = g ( ~L+ λ ~S )~µ = g ( ~L+ λ ~S )~µ = g ( ~L+ λ ~S )

µε g , λg , λg , λ δεδοµένες σταθερές. Αν το σύστηµα τοποθετηθεί σε ασθενές σταθερό µαγνητικό πεδίο έντασης

BBB να ϐρεθεί το ενεργειακό του ϕάσµα σε προσέγγιση πρώτης τάξης ως προς την ένταση του µαγνητικού



πεδίου εκπεφρασµένη συναρτήσει του κβαντικού αριθµού ℓℓℓ της τροχιακής στροφορµής και του κβαντικού

αριθµού MMM της συνιστώσας της ολικής στροφορµής του συστήµατος κατά την κατεύθυνση του µαγνητικού

πεδίου.

Υπόδειξη

∆ίνεται ότι οι καταστάσεις συνολικής στροφορµής |JM ; ℓs〉|JM ; ℓs〉|JM ; ℓs〉, όπου J, ℓ, sJ, ℓ, sJ, ℓ, s οι κβαντικοί αριθµοί που χαρακτη-

ϱίζουν τα µεγέθη ~J 2, ~L 2, ~s 2~J 2, ~L 2, ~s 2~J 2, ~L 2, ~s 2 και MMM ο κβαντικός αριθµός που χαρακτηρίζει την συνιστώσα της συνολικής

στροφορµής ~J~J~J σε κάποια κατεύθυνση ξ̂̂ξ̂ξ , δίνονται από

|JM ; ℓs〉 = C+ |+〉+ C− |−〉|JM ; ℓs〉 = C+ |+〉+ C− |−〉|JM ; ℓs〉 = C+ |+〉+ C− |−〉

για την µεγαλύτερη τιµή του JJJ και

|JM ; ℓs〉 = −C− |+〉+ C+ |−〉|JM ; ℓs〉 = −C− |+〉+ C+ |−〉|JM ; ℓs〉 = −C− |+〉+ C+ |−〉

για την µικρότερη τιµή του JJJ . Με |+〉|+〉|+〉 και |−〉|−〉|−〉 συµβολίζονται οι καταστάσεις |ℓ s;mℓms〉|ℓ s;mℓms〉|ℓ s;mℓms〉 για κβαντικούς

αριθµούς της συνιστώσας του σπιν στην κατεύθυνση ξ̂̂ξ̂ξ ίσες µε ms = +1/2ms = +1/2ms = +1/2 και ms = −1/2ms = −1/2ms = −1/2 αντίστοιχα.

mℓmℓmℓ είναι ο κβαντικός αριθµός της τροχιακής στροφορµής στην ίδια κατεύθυνση ξ̂̂ξ̂ξ . Οι συντελεστές C±C±C±

δίνονται από τις εκφράσεις

C± =

(

ℓ+ 1/2±M

2 ℓ+ 1

)1/2

C± =

(

ℓ+ 1/2±M

2 ℓ+ 1

)1/2

C± =

(

ℓ+ 1/2±M

2 ℓ+ 1

)1/2

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ ( µε µιά µατιά )

1Α)

r 2 = 2 ( 2 +
√
2 ) a0 = 6, 8286 a0r 2 = 2 ( 2 +

√
2 ) a0 = 6, 8286 a0r 2 = 2 ( 2 +

√
2 ) a0 = 6, 8286 a0

r 1 = 2 ( 2 −
√
2 ) a0 = 1, 1716 a0r 1 = 2 ( 2 −

√
2 ) a0 = 1, 1716 a0r 1 = 2 ( 2 −

√
2 ) a0 = 1, 1716 a0

1Β) ∆ p r ∆ r ≥
~

2
∆ p r ∆ r ≥

~

2
∆ p r ∆ r ≥

~

2

1Γ)

(∆ r ) =

√
3

2
a0(∆ r ) =

√
3

2
a0(∆ r ) =

√
3

2
a0

(∆ pr ) =
~

a0
(∆ pr ) =

~

a0
(∆ pr ) =

~

a0

(∆ pr ) (∆ r ) =

√
3

2
~(∆ pr ) (∆ r ) =

√
3

2
~(∆ pr ) (∆ r ) =

√
3

2
~

2) Οι ενέργειες είναι

E 1 = ǫ + 2 g , E 2 = ǫ − 2 g , E 3 = E 4 = ǫE 1 = ǫ + 2 g , E 2 = ǫ − 2 g , E 3 = E 4 = ǫE 1 = ǫ + 2 g , E 2 = ǫ − 2 g , E 3 = E 4 = ǫ

Υπάρχει διπλός εκφυλισµός της στάθµης µε ενέργεια ǫǫǫ

3) Το ενεργειακό ϕάσµα σε πρώτη τάξη στο µαγνητικό πεδίο,

EJ=ℓ+1/2,MEJ=ℓ+1/2,MEJ=ℓ+1/2,M =
a ~2

2
ℓ − g ~M

(

1 +
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ+ 1/2
a ~2

2
ℓ − g ~M

(

1 +
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ+ 1/2
a ~2

2
ℓ − g ~M

(

1 +
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ+ 1/2

EJ=ℓ−1/2,MEJ=ℓ−1/2,MEJ=ℓ−1/2,M =
a ~2

2
(− ℓ− 1 ) − g ~M

(

1−
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ− 1/2
a ~2

2
(− ℓ− 1 ) − g ~M

(

1−
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ− 1/2
a ~2

2
(− ℓ− 1 ) − g ~M

(

1−
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ− 1/2

=⇒ Αναλυτικές λύσεις



Λύσεις Θεµάτων

ΘΕΜΑ 1

Α ) Για δεδοµένη τροχιακή στροφορµή το ηλεκτρόνιο κινείται σε κεντρικό δυναµικό και υφίσταται την

επίδραση του δυναµικού Coulomb αλλά και του ϕυγοκεντρικού όρου. Το ενεργό δυναµικό είναι

U(r) = −
e2

r
+

~
2 ℓ(ℓ+ 1)

2µ r 2
= −

e2

r
+

~
2

µ r 2
U(r) = −

e2

r
+

~
2 ℓ(ℓ+ 1)

2µ r 2
= −

e2

r
+

~
2

µ r 2
U(r) = −

e2

r
+

~
2 ℓ(ℓ+ 1)

2µ r 2
= −

e2

r
+

~
2

µ r 2

όπου στην δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι η στροφορµή δίνεται να έχει την τιµή ℓ = 1ℓ = 1ℓ = 1 . Η

ενέργεια της πρώτης διεγερµένης στάθµης ( n = 2n = 2n = 2 ) είναι E2 = −µ c2 α2/8E2 = −µ c2 α2/8E2 = −µ c2 α2/8 . Αν το σωµατίδιο ήταν κλασικό

και είχε αυτήν την ενέργεια η κίνηση του ϑα περιοριζόταν σε εκείνα τα rrr για τα οποία E2 ≥ U(r)E2 ≥ U(r)E2 ≥ U(r) . Ο λόγος

είναι απλός, το τετράγωνο της κλασικής ακτινικής ορµής είναι p 2
r = 2µ (E2 − U(r) )p 2
r = 2µ (E2 − U(r) )p 2
r = 2µ (E2 − U(r) ) και αυτό πρέπει να

είναι ϑετικό στην κλασική ϕυσική. Μάλιστα στα σηµεία όπου ισχύει το σηµείο της ισότητας η ακτινική

ορµή µηδενίζεται και αυτά τα σηµεία ϑέτουν και τα όρια της κλασικής κίνησης για δεδοµένη ενέργεια.

Τα όρια λοιπόν καθορίζονται από την εξίσωση E2 = U(r)E2 = U(r)E2 = U(r) η οποία µε τετριµµένο τρόπο ( οι σταθερές της

λεπτής υφής και η ακτίνα Bohr δίνονται ) παίρνει την µορφή ( επιβεβαιώστε το αναλυτικά ! )

1

8

(

r

a0

) 2

−

(

r

a0

)

+ 1 = 0
1

8

(

r

a0

) 2

−

(

r

a0

)

+ 1 = 0
1

8

(

r

a0

) 2

−

(

r

a0

)

+ 1 = 0

που είναι τριώνυµο ως προς τον λόγο r
a0

r
a0

r
a0

. Οι δύο λύσεις είναι

r 2 = 2 ( 2 +
√
2 ) a0 = 6, 8286 a0r 2 = 2 ( 2 +

√
2 ) a0 = 6, 8286 a0r 2 = 2 ( 2 +

√
2 ) a0 = 6, 8286 a0

r 1 = 2 ( 2 −
√
2 ) a0 = 1, 1716 a0r 1 = 2 ( 2 −

√
2 ) a0 = 1, 1716 a0r 1 = 2 ( 2 −

√
2 ) a0 = 1, 1716 a0

Αρα η επιτρεπόµενη κλασική κίνηση γίνεται στο διάστηµα r1 ≤ r ≤ r2r1 ≤ r ≤ r2r1 ≤ r ≤ r2 .

Β ) Ο τελεστής της ακτινικής ορµής είναι ο αυτοσυζυγής τελεστής p̂r = −i ~
(

∂
∂ r

+ 1
r

)

p̂r = −i ~
(

∂
∂ r

+ 1
r

)

p̂r = −i ~
(

∂
∂ r

+ 1
r

)

και εποµένως η

µετάθεση του µε το rrr δίνει

[ p̂r , r ] =

[

−i ~

(

∂

∂ r
+

1

r

)

, r

]

=

[

−i ~
∂

∂ r
, r

]

= −i ~[ p̂r , r ] =

[

−i ~

(

∂

∂ r
+

1

r

)

, r

]

=

[

−i ~
∂

∂ r
, r

]

= −i ~[ p̂r , r ] =

[

−i ~

(

∂

∂ r
+

1

r

)

, r

]

=

[

−i ~
∂

∂ r
, r

]

= −i ~

Η τελευταία ισότητα προκύπτει άµεσα αν ϐάλουµε π.χ. τον τελευταίο µεταθέτη να δράσει σε µία κυµα-

τική συνάρτηση, η απλά πατρατηρώντας ότι αν αντικαταστήσουµε το rrr µε το xxx είναι σαν τον µεταθέτη

της µονοδιάστατης κίνησης [ p̂x , x ] =
[

−i ~ ∂
∂ x

, x
]

[ p̂x , x ] =
[

−i ~ ∂
∂ x

, x
]

[ p̂x , x ] =
[

−i ~ ∂
∂ x

, x
]

που είναι −i ~−i ~−i ~ . Εποµένως χρησιµοποιώντας την

ανισότητα που δίνεται στην εκφώνηση ϐρίσκουµε ότι το Ϲητούµενο γινόµενο αβεβαιότητας ϕρασεται προς

τα κάτω ως

∆ p r ∆ r ≥
~

2
∆ p r ∆ r ≥

~

2
∆ p r ∆ r ≥

~

2

Γ ) Για τις διασπορές χρειαζόµαστε τις µέσες τιµές των αντιστοίχων µεγεθών και τις µέσες τιµές των

τετραγώνων αυτών. Για την µέση τιµή της απόστασης

〈r〉 =

∫

ψ∗ r ψ dV = 4 π
1

π a30

∫

∞

0

r3 exp

(

−
2 r

a0

)

dr〈r〉 =

∫

ψ∗ r ψ dV = 4 π
1

π a30

∫

∞

0

r3 exp

(

−
2 r

a0

)

dr〈r〉 =

∫

ψ∗ r ψ dV = 4 π
1

π a30

∫

∞

0

r3 exp

(

−
2 r

a0

)

dr

Το 4 π4 π4 π έχει προκύψει από την ολοκλήρωση στην στερεά γωνία ! Θέτωντας ως µεταβλητή ολοκλήρωσης το

y = 2 r
a0

y = 2 r
a0

y = 2 r
a0

πρόκύπτει άµεσα

〈r〉 =
4

a30

(a0
2

) 4
∫

∞

0

y3 exp (−y ) dy =
3

2
a0〈r〉 =

4

a30

(a0
2

) 4
∫

∞

0

y3 exp (−y ) dy =
3

2
a0〈r〉 =

4

a30

(a0
2

) 4
∫

∞

0

y3 exp (−y ) dy =
3

2
a0



όπου χρησιµοποιήσαµε το ένα από τα ολοκληρώµατα που δίνονται. Η µέση τιµή του τετραγώνου της

απόστασης γίνεται µε παρόµοιο τρόπο

〈

r2
〉

=

∫

ψ∗ r2 ψ dV = 4 π
1

π a30

∫

∞

0

r4 exp

(

−
2 r

a0

)

dr
〈

r2
〉

=

∫

ψ∗ r2 ψ dV = 4 π
1

π a30

∫

∞

0

r4 exp

(

−
2 r

a0

)

dr
〈

r2
〉

=

∫

ψ∗ r2 ψ dV = 4 π
1

π a30

∫

∞

0

r4 exp

(

−
2 r

a0

)

dr

=
4

a30

(a0
2

) 5
∫

∞

0

y4 exp (− y ) dy = 3 a20=
4

a30

(a0
2

) 5
∫

∞

0

y4 exp (− y ) dy = 3 a20=
4

a30

(a0
2

) 5
∫

∞

0

y4 exp (− y ) dy = 3 a20

όπου χρησιµοποιήσαµε το άλλο ολοκλήρωµα.

Για την ακτινική ορµή η µέση τιµή της είναι µηδενική αν επικαλεσθούµε την αντιστοιχία µε την δέσµια

κατάσταση µονοδιάστατης κίνηση. Ενας άλλος εύκολος τρόπος είναι να γράψουµε αναλυτικά την µέση

τιµή αυτής

〈pr〉 =

∫

ψ∗ p̂r ψ dV = −i ~

∫

∞

0

ψ∗

100

(

∂ψ100

∂ r
+
ψ100

r

)

r2 dr = −i ~

∫

∞

0

ψ100

(

∂ψ100

∂ r
+
ψ100

r

)

r2 dr〈pr〉 =

∫

ψ∗ p̂r ψ dV = −i ~

∫

∞

0

ψ∗

100

(

∂ψ100

∂ r
+
ψ100

r

)

r2 dr = −i ~

∫

∞

0

ψ100

(

∂ψ100

∂ r
+
ψ100

r

)

r2 dr〈pr〉 =

∫

ψ∗ p̂r ψ dV = −i ~

∫

∞

0

ψ∗

100

(

∂ψ100

∂ r
+
ψ100

r

)

r2 dr = −i ~

∫

∞

0

ψ100

(

∂ψ100

∂ r
+
ψ100

r

)

r2 dr

Στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι η κυµατική συνάρτηση είναι πραγµατική. Το

ολοκλήρωµα εποµένως είναι πραγµατικός αριθµός και αν ήταν διάφορο από το µηδέν το δεξί µέλος ϑα

ήταν ϕανταστικός αριθµός και εποµένως και η µέση τιµή ϑα ήταν επίσης ϕανταστικός αριθµός που δεν

µπορεί να συµβαίνει αφού γνωρίζουµε ότι είναι πραγµατική ! Αρα το ολοκλήρωµα είναι υποχρεωτικά

µηδέν και εποµένως και η µέση τιµή της ακτινικής ορµής µηδενική. Αυτό µπορεί επίσης να επιβεβαιωθεί

µε αναλυτική ολοκλήρωση που δεν είναι δύσκολο να γίνει. Για την µέση τιµή του τετραγώνου της ορµής

ϑα επικαλεσθούµε το ϑεώρηµα virial που για κίνηση σε δυναµικό Coulomb δίνει 〈T 〉 = − 〈V 〉 /2〈T 〉 = − 〈V 〉 /2〈T 〉 = − 〈V 〉 /2 . Για

οποιαδήποτε ενεργειακή στάθµη όµως 〈T 〉+ 〈V 〉 = En〈T 〉+ 〈V 〉 = En〈T 〉+ 〈V 〉 = En οπότε ως 〈T 〉 = −En〈T 〉 = −En〈T 〉 = −En . Η µέση τιµή της κινητικής

ενέργειας στην ϑεµελειώδη στάθµη είναι εποµένως 〈T 〉 = −E1〈T 〉 = −E1〈T 〉 = −E1 η το ίδιο

〈

p̂2r +
L̂2

r2

〉

= − 2µE1 = µ2 c2 α2

〈

p̂2r +
L̂2

r2

〉

= − 2µE1 = µ2 c2 α2

〈

p̂2r +
L̂2

r2

〉

= − 2µE1 = µ2 c2 α2 (1)

Για οποιαδήποτε κυµατική συνάρτηση µε καθορισµένη τροχιακή στροφορµή ℓℓℓ η µέση τιµή
〈

L̂2

r 2

〉〈

L̂2

r 2

〉〈

L̂2

r 2

〉

είναι

ίση µε
〈

~
2 ℓ(ℓ+1)

r 2

〉〈

~
2 ℓ(ℓ+1)

r 2

〉〈

~
2 ℓ(ℓ+1)

r 2

〉

. Η ϑεµελειώδης στάθµη έχει ℓ = 0ℓ = 0ℓ = 0 άρα
〈

L̂2

r 2

〉

= 0
〈

L̂2

r 2

〉

= 0
〈

L̂2

r 2

〉

= 0 και η (;;) δίνει

〈

p̂2r
〉

= µ2 c2 α2 =
~
2

a20

〈

p̂2r
〉

= µ2 c2 α2 =
~
2

a20

〈

p̂2r
〉

= µ2 c2 α2 =
~
2

a20

Στην τελευταία ισότητα εκφράσαµε την µέση τιµή συναρτήσει της ακτίνας Bohr και της σταθεράς Planck.

Για τις διασπορές έχουµε εποµενως

(∆ r ) 2 ≡
〈

r2
〉

− 〈r〉 2 = 3 a20 −
9

4
a20 =

3

4
a20(∆ r )

2
≡

〈

r2
〉

− 〈r〉
2
= 3 a20 −

9

4
a20 =

3

4
a20(∆ r ) 2 ≡

〈

r2
〉

− 〈r〉 2 = 3 a20 −
9

4
a20 =

3

4
a20

(∆ pr )
2
≡

〈

p2r
〉

− 〈pr〉
2
=

~
2

a20
− 0 =

~
2

a20
(∆ pr )

2
≡

〈

p2r
〉

− 〈pr〉
2
=

~
2

a20
− 0 =

~
2

a20
(∆ pr )

2
≡

〈

p2r
〉

− 〈pr〉
2
=

~
2

a20
− 0 =

~
2

a20

οπότε

(∆ pr ) (∆ r ) =

√
3

2
~(∆ pr ) (∆ r ) =

√
3

2
~(∆ pr ) (∆ r ) =

√
3

2
~

που είναι πράγµατι µεγαλύτερο του κατώ ϕραγµού ~

2
~

2
~

2 του ερωτήµατος Β.



ΘΕΜΑ 2

Το ϑέµα αυτό αποτελεί τετριµένη γενίκευση του 2ου ϑέµατος των εξετάσεων της 11ης Μαρ-

τίου 2013 που οι λύσεις τους είναι αναρτηµένες στην ιστοσελίδα http://users.uoa.gr/

˜alahanas από τον Μάρτιο του 2013. Οποιος είχε διαβάσει, και καταλάβει, το ϑέµα αυτό ϑα

έφτανε στις απαντήσεις µε σχετικά απλές πράξεις. Αλλοι τρόποι οδηγούν στα ίδια συµπεράσµατα

αλλά είναι ενδεχόµενα περισσότερο χρονοβόροι. Η γενίκευση είναι ότι οι καταστάσεις είναι 4,

αντί για 3, και αλλάχθηκαν τα σύµβολα ( σταθερές κλπ ).

Επαναλαµβανοντας τα ιδια ακριβώς ϐήµατα ( λύσεις 11/3/2013 ) έχουµε από τον ορισµό του B̂ και τους

γνωστους κανόνες του συµβολισµού bra , ket ότι

B̂† = |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |4〉 〈3|+ |1〉 〈4|B̂† = |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |4〉 〈3|+ |1〉 〈4|B̂† = |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |4〉 〈3|+ |1〉 〈4|

οπότε

B̂ B̂†B̂ B̂†B̂ B̂† === ( |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈4| + |4〉 〈1|)( |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈4| + |4〉 〈1|)( |1〉 〈2| + |2〉 〈3| + |3〉 〈4| + |4〉 〈1|) ( |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |4〉 〈3|+ |1〉 〈4|)( |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |4〉 〈3|+ |1〉 〈4|)( |2〉 〈1| + |3〉 〈2| + |4〉 〈3|+ |1〉 〈4|)

=== |1〉 〈 2 | 2 〉 〈1| + |2〉 〈 3 | 3 〉 〈2| + |3〉 〈 4 | 4 〉 〈3| + |4〉 〈 1 | 1 〉 〈4| + · · ·|1〉 〈 2 | 2 〉 〈1| + |2〉 〈 3 | 3 〉 〈2| + |3〉 〈 4 | 4 〉 〈3| + |4〉 〈 1 | 1 〉 〈4| + · · ·|1〉 〈 2 | 2 〉 〈1| + |2〉 〈 3 | 3 〉 〈2| + |3〉 〈 4 | 4 〉 〈3| + |4〉 〈 1 | 1 〉 〈4| + · · ·

Οι όροι ..... σ΄ αυτήν την έκφραση µηδενίζονται γιατι περιλαµβάνουν εσωτερικά γινόµενα 〈 1 | 2 〉 , 〈 2 | 3 〉〈 1 | 2 〉 , 〈 2 | 3 〉〈 1 | 2 〉 , 〈 2 | 3 〉

κλπ που µηδενίζονται γιατί τα |1〉 , |2〉 , |3〉|1〉 , |2〉 , |3〉|1〉 , |2〉 , |3〉 είναι ορθοκανονικά. Επίσης 〈 1 | 1 〉 = 〈 2 | 2 〉 = 〈 3 | 3 〉 = 1〈 1 | 1 〉 = 〈 2 | 2 〉 = 〈 3 | 3 〉 = 1〈 1 | 1 〉 = 〈 2 | 2 〉 = 〈 3 | 3 〉 = 1

οπότε η πιο πάνω σχέση δίνει

B̂ B̂†B̂ B̂†B̂ B̂† === |1〉 〈1| + |2〉 〈2| + |3〉 〈3| + |4〉 〈4||1〉 〈1| + |2〉 〈2| + |3〉 〈3| + |4〉 〈4||1〉 〈1| + |2〉 〈2| + |3〉 〈3| + |4〉 〈4| = 1̂= 1̂= 1̂

Η τελευταία ισότητα προκύπτει γιατί τα |1〉 , |2〉 , |3〉 |4〉|1〉 , |2〉 , |3〉 |4〉|1〉 , |2〉 , |3〉 |4〉 αποτελούν ένα πλήρες ορθοκανονικό σύνολο σύµ-

ϕωνα µε την εκφώνηση ( ιδιότητα πληρότητας ). Αρα B̂ B̂† = 1B̂ B̂† = 1B̂ B̂† = 1 . Οµοια αποδεικνύει κανείς ότι B̂† B̂ = 1B̂† B̂ = 1B̂† B̂ = 1

και εποµένως ο B̂̂B̂B είναι πράγµατι µοναδιαίος. Από αυτό προκύπτει άµεσα ότι ο µεταθέτης
[

B̂ , B̂†

][

B̂ , B̂†

][

B̂ , B̂†

]

είναι

µηδέν. Επίσης λόγω αυτού οι µεταθέτες του V̂̂V̂V , και εποµένως και της Χαµιλτωνιανής Ĥ̂ĤH, µε τους B̂̂B̂B και

B̂†B̂†B̂† είναι µηδενικοί και άρα υπάρχει κοινό σύστηµα ιδιοανυσµάτων αυτών. Ποιά είναι όµως αυτά ;

Αν |Ψ〉|Ψ〉|Ψ〉 είναι ένα ιδιοάνυσµα του B̂̂B̂B µε ιδιοτιµή σσσ τότε αυτό είναι και ιδιοάνυσµα του B̂†B̂†B̂† µε ιδιοτιµή

σ−1σ−1σ−1 λόγω του ότι ο B̂̂B̂B είναι µοναδιαίος, όταν ϐέβαια σ 6= 0σ 6= 0σ 6= 0. Ο συλλογισµός είναι ο ακόλουθος

B̂ |Ψ〉 = σ |Ψ〉 ⇒ B̂† B̂ |Ψ〉 = σ B̂† |Ψ〉 ⇒ 1̂ |Ψ〉 = σ B̂† |Ψ〉 ⇒ B̂† |Ψ〉 = σ−1 |Ψ〉B̂ |Ψ〉 = σ |Ψ〉 ⇒ B̂† B̂ |Ψ〉 = σ B̂† |Ψ〉 ⇒ 1̂ |Ψ〉 = σ B̂† |Ψ〉 ⇒ B̂† |Ψ〉 = σ−1 |Ψ〉B̂ |Ψ〉 = σ |Ψ〉 ⇒ B̂† B̂ |Ψ〉 = σ B̂† |Ψ〉 ⇒ 1̂ |Ψ〉 = σ B̂† |Ψ〉 ⇒ B̂† |Ψ〉 = σ−1 |Ψ〉

Τότε το |Ψ〉|Ψ〉|Ψ〉 αποδεικνύεται ότι είναι και ιδιοάνυσµα της Χαµιλτωνιανής διότι

Ĥ |Ψ〉 =
(

ǫ 1̂ + g ( B̂ + B̂† )
)

|Ψ〉 =
(

ǫ + g (σ + σ−1 )
)

|Ψ〉Ĥ |Ψ〉 =
(

ǫ 1̂ + g ( B̂ + B̂† )
)

|Ψ〉 =
(

ǫ + g (σ + σ−1 )
)

|Ψ〉Ĥ |Ψ〉 =
(

ǫ 1̂ + g ( B̂ + B̂† )
)

|Ψ〉 =
(

ǫ + g (σ + σ−1 )
)

|Ψ〉

και µάλιστα µε ιδιοτιµή

E = ǫ + g (σ + σ−1 )E = ǫ + g (σ + σ−1 )E = ǫ + g (σ + σ−1 ) (2)

Αρα τα ιδιοανύσµατα του B̂̂B̂B είναι ιδιοανύσµατα και των άλλων δύο τελεστών B̂† , ĤB̂† , ĤB̂† , Ĥ. Το πρόβληµα εποµέ-

νως ανάγεται στο να ϐρούµε µόνο τις ιδιοτιµές και τα ιδιοανύσµατα του B̂̂B̂B, που ειναι πολύ εύκολο οπως

ϑα δούµε, και δεν χρειάζεται να ϐρεθούν αυτά της Χαµιλτωνιανής που είναι πιό επίπονη διαδικασία.

Μπορούµε να αναπαραστήσουµε τον B̂̂B̂B ως πίνακα στην ορθοκανονική ϐάση |1, 2, 3, 4〉|1, 2, 3, 4〉|1, 2, 3, 4〉 µε τα στοιχεία

του πίνακα να είναι B i j = 〈i| B̂ |j〉B i j = 〈i| B̂ |j〉B i j = 〈i| B̂ |j〉. Από τον ορισµό του B̂ άµεσα προκύπτει

B̂ |1〉 = |4〉 , B̂ |2〉 = |1〉 , B̂ |3〉 = |2〉 , B̂ |4〉 = |3〉B̂ |1〉 = |4〉 , B̂ |2〉 = |1〉 , B̂ |3〉 = |2〉 , B̂ |4〉 = |3〉B̂ |1〉 = |4〉 , B̂ |2〉 = |1〉 , B̂ |3〉 = |2〉 , B̂ |4〉 = |3〉



οπότε

B̂ =









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0









B̂ =









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0









B̂ =









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0









Οι ιδιοτιµές του προκύπτουν επιλύοντας την det (B̂ − σ 1̂ ) = 0det (B̂ − σ 1̂ ) = 0det (B̂ − σ 1̂ ) = 0 πού πολύ εύκολα δινει ότι σ4 = 1σ4 = 1σ4 = 1. Η

ορίζουσα υπολογίζεται εξαιρετικά εύκολα γιατί υπάρχουν πολλά µηδενικά. ∆εν είναι το ίδιο εύκολο να

υπολογισθούν οι ιδιοτιµές της Χαµιλτωνιανής αν επιλέξουµε να ϐρούµε τον πίνακα της Χαµιλτωνιανής

και µέσω αυτού τις ιδιοτιµές της. Η εξίσωση ιδιοτιµών σ4 − 1 = 0σ4 − 1 = 0σ4 − 1 = 0 γράφεται (σ2 − 1)(σ2 + 1) = 0(σ2 − 1)(σ2 + 1) = 0(σ2 − 1)(σ2 + 1) = 0 και

εποµένως ϑα πρέπει η σ2 − 1 = 0σ2 − 1 = 0σ2 − 1 = 0 η σ2 + 1 = 0σ2 + 1 = 0σ2 + 1 = 0. Η πρώτη δίνει ιδιοτιµές σ1 = 1, σ2 = −1σ1 = 1, σ2 = −1σ1 = 1, σ2 = −1 και η δεύτερη

σ3 = i, σ4 = −iσ3 = i, σ4 = −iσ3 = i, σ4 = −i.

Για κάθε µία ιδιοτιµή σiσiσi έχουµε µέσω της (;;) και µία ιδιοτιµή EiEiEi της Χαµιλτωνιανής,

E 1 = ǫ + 2 g , E 2 = ǫ − 2 g , E 3 = E 4 = ǫE 1 = ǫ + 2 g , E 2 = ǫ − 2 g , E 3 = E 4 = ǫE 1 = ǫ + 2 g , E 2 = ǫ − 2 g , E 3 = E 4 = ǫ

Τα ιδιοανύσµατα του B̂̂B̂B µε ιδιοτιµή σiσiσi είναι και ιδιοανύσµατα της Χαµιλτωνιανής µε ιδιοτιµές E iE iE i . Αυτά

ας τα συµβολίσουµε µε |Ψ〉 i|Ψ〉 i|Ψ〉 i . Παρατηρούµε ότι οι ενέργειες E 3 , E 4E 3 , E 4E 3 , E 4 είναι ίδιες και έχουν ιδιοανύσµατα

|Ψ〉3 , |Ψ〉4|Ψ〉3 , |Ψ〉4|Ψ〉3 , |Ψ〉4 που είναι όµως ανεξάρτητα γιατί αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές σ 3 , σ 4σ 3 , σ 4σ 3 , σ 4 που είναι διαφορετικές.

Αρα υπάρχει διπλός εκφυλισµός αυτών των ενεργειακών επιπέδων ( ίδια ένέργεια και δύο ανεξάρτητα

ιδιοανύσµατα ! ).

Αν ϑέλουµε να ϐρούµε τα ιδιοανύσµατα |Ψ〉i|Ψ〉i|Ψ〉i του B̂, και εποµένως και της Χαµιλτωνιανής όπως

αποδείξαµε, γράφουµε το κάθε ιδιοάνυσµα |Ψ〉|Ψ〉|Ψ〉 ως γραµµικό συνδυασµό

|Ψ〉 = a |1〉 + b |2〉+ c |3〉+ d |4〉|Ψ〉 = a |1〉 + b |2〉+ c |3〉+ d |4〉|Ψ〉 = a |1〉 + b |2〉+ c |3〉+ d |4〉

και από την εξίσωση ιδιοτιµών B̂ |Ψ〉 = σ |Ψ〉B̂ |Ψ〉 = σ |Ψ〉B̂ |Ψ〉 = σ |Ψ〉 , για κάθε µία ιδιοτιµή και επειδή γνωρίζουµε την δράση

του τελεστή B̂̂B̂B σε κάθε ένα από τα |1, 2, 3, 4〉|1, 2, 3, 4〉|1, 2, 3, 4〉 , προσδιορίζονται οι σχέσεις µεταξύ των σταθερών a, b, c, da, b, c, da, b, c, d .

Τα ιδιοανύσµατα που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές σ1, σ2, σ3, σ4σ1, σ2, σ3, σ4σ1, σ2, σ3, σ4 αντίστοιχα ϐρίσκονται να είναι

|Ψ〉1|Ψ〉1|Ψ〉1 = N ( |1〉 + |2〉+ |3〉+ |4〉 )N ( |1〉 + |2〉+ |3〉+ |4〉 )N ( |1〉 + |2〉+ |3〉+ |4〉 )

|Ψ〉2|Ψ〉2|Ψ〉2 = N ( |1〉 − |2〉+ |3〉 − |4〉 )N ( |1〉 − |2〉+ |3〉 − |4〉 )N ( |1〉 − |2〉+ |3〉 − |4〉 )

|Ψ〉3|Ψ〉3|Ψ〉3 = N ( |1〉 + i |2〉 − |3〉 − i |4〉 )N ( |1〉 + i |2〉 − |3〉 − i |4〉 )N ( |1〉 + i |2〉 − |3〉 − i |4〉 )

|Ψ〉4|Ψ〉4|Ψ〉4 = N ( |1〉 − i |2〉 − |3〉 + i |4〉 )N ( |1〉 − i |2〉 − |3〉 + i |4〉 )N ( |1〉 − i |2〉 − |3〉 + i |4〉 )

µε NNN σταθερά κανονικοιποίησης που µορεί να ληφθεί ίση µε 1/21/21/2 . Τα 2 ανεξάρτητα ιδιοανύσµατα

|Ψ〉3 , |Ψ〉4|Ψ〉3 , |Ψ〉4|Ψ〉3 , |Ψ〉4 αντιστοιχούν στην ίδια ενέργεια E 3 = E 4E 3 = E 4E 3 = E 4 ( διπλός εκφυλισµός ). Για την εύρεση των ιδιοα-

νυσµάτων µπορεί κανείς, ισοδύναµα , να δουλέψει στην αναπαράσταση πίνακων αν το επιθυµεί.



ΘΕΜΑ 3:

Το ϑέµα αυτό αποτελεί τετριµένη γενίκευση του 3ου ϑέµατος των εξετάσεων της 24ης Ιουνί-

ου 2011 που οι λύσεις τους είναι αναρτηµένες στην ιστοσελίδα http://users.uoa.gr/

˜alahanas . Για την ακρίβεια αν ϑέσει κανείς την σταθερά λ = 2λ = 2λ = 2 τότε έχει ακριβώς το 3ο

ϑέµα εκείνης της περιόδου ! Οποιος είχε διαβάσει, και καταλάβει, το ϑέµα εκείνο ϑα έφτανε στις

σωστές απαντήσεις µε ευκολία. Πιό κάτω απλά επαναλαµβάνουµε τα ίδια που έχουν εκτεθεί στις

λύσεις της 24/6/11.

Επαναλαµβανοντας τα ιδια ακριβώς ϐήµατα ( λύσεις 24/6/2011) έχουµε για την αδιατάρακτη Χαµιλτω-

νιανή, όταν δηλαδή δεν υπάρχει µαγνητικό πεδίο,

Ĥ0 =
a

2
( ~J2 − ~L2 − ~S2 )Ĥ0 =

a

2
( ~J2 − ~L2 − ~S2 )Ĥ0 =

a

2
( ~J2 − ~L2 − ~S2 )

όπου ~J = ~L+ ~S~J = ~L+ ~S~J = ~L+ ~S η ολική στροφορµή του συστήµατος ( τροχιακή + σπιν ). Οι τελεστές ~J2, ~L2, ~S2~J2, ~L2, ~S2~J2, ~L2, ~S2 και η

Χαµιλτωνιανη µετατίθενται µεταξύ τους και οι καταστάσεις συνολικής στροφορµής |JM ; ℓs〉|JM ; ℓs〉|JM ; ℓs〉 είναι ιδιοκα-

ταστάσεις της Χαµιλτωνιανης, διότι

Ĥ0 |JM ; ℓs〉 =
a ~2

2
[ J(J + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1) ] |JM ; ℓs〉Ĥ0 |JM ; ℓs〉 =

a ~2

2
[ J(J + 1)− l(l+ 1)− s(s+ 1) ] |JM ; ℓs〉Ĥ0 |JM ; ℓs〉 =

a ~2

2
[ J(J + 1)− l(l+ 1)− s(s+ 1) ] |JM ; ℓs〉

Οι ιδιοτιµές της ενέργειας είναι εποµένως

EJ =
a ~2

2
[ J(J + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1) ]EJ =

a ~2

2
[ J(J + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1) ]EJ =

a ~2

2
[ J(J + 1)− l(l+ 1)− s(s+ 1) ]

και έχουν εκφυλισµό 2J + 12J + 12J + 1 γιατί οι καταστάσεις |JM ; ls〉|JM ; ls〉|JM ; ls〉, για M = −J,−J + 1, ..., JM = −J,−J + 1, ..., JM = −J,−J + 1, ..., J , έχουν ίδια ενέρ-

γεια. Γενικά ο JJJ παίρνει τιµές από |ℓ− s||ℓ − s||ℓ− s| έως ℓ+ sℓ+ sℓ+ s ανά ένα. Στην περίπτωση µας επειδή s = 1/2s = 1/2s = 1/2 ο JJJ

παίρνει µόνο τις τιµές ℓ− 1/2ℓ− 1/2ℓ− 1/2 και ℓ+ 1/2ℓ+ 1/2ℓ+ 1/2 , όταν ℓℓℓ ≥ 1, και µόνο την τιµή J = 1/2J = 1/2J = 1/2 όταν ℓ = 0ℓ = 0ℓ = 0. Οι ιδιοτιµές

της ενέργειας για ℓℓℓ ≥ 1 είναι εποµένως ( µε αντικατάσταση της τιµής του JJJ )

EJ=ℓ+1/2EJ=ℓ+1/2EJ=ℓ+1/2 =
a ~2

2
ℓ

a ~2

2
ℓ

a ~2

2
ℓ

EJ=ℓ−1/2EJ=ℓ−1/2EJ=ℓ−1/2 =
a ~2

2

a ~2

2

a ~2

2
( −ℓ− 1 )( −ℓ− 1 )( −ℓ− 1 )

Η πρώτη έχει εκφυλισµό 2J + 1 = 2 ℓ + 22J + 1 = 2 ℓ + 22J + 1 = 2 ℓ + 2 και η δεύτερη έχει εκφυλισµό 2J + 1 = 2 ℓ2J + 1 = 2 ℓ2J + 1 = 2 ℓ . Η πρώτη εκφραση

µάλιστα καλύπτει και την περίπτωση ℓ = 0ℓ = 0ℓ = 0 διότι για ℓ = 0ℓ = 0ℓ = 0 έχουµεJ = 1/2J = 1/2J = 1/2 και η ενέργεια είναιEJ=1/2 = 0EJ=1/2 = 0EJ=1/2 = 0.

Οι διορθώσεις στο ενεργειακό ϕάσµα λόγω του µαγνητικού πεδίου δίνονται ( σε πρώτη τάξη ) από

∆EJ,M = 〈JM ; ℓs| V̂ |JM ; ℓs〉∆EJ,M = 〈JM ; ℓs| V̂ |JM ; ℓs〉∆EJ,M = 〈JM ; ℓs| V̂ |JM ; ℓs〉

όπου ο διαταρακτικός όρος είναι V̂ = − g B (L̂z + λ Ŝz)V̂ = − g B (L̂z + λ Ŝz)V̂ = − g B (L̂z + λ Ŝz). Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας έχουµε επιλέξει

τον άξονα −−−z στην κατεύθυνση του µαγνητικού πεδίου, αλλά ϑα µπορούσε να είναι σε οποιοδήποτε τυχαίο

άξονα οπότε και οι καταστάσεις ϑα αναφερόντουσαν σε αυτόν τον άξονα. Αυτός ο όρος µπορεί να γραφεί

ως V̂ = − g B (Ĵz + (λ − 1) Ŝz)V̂ = − g B (Ĵz + (λ− 1) Ŝz)V̂ = − g B (Ĵz + (λ− 1) Ŝz) οπότε

∆EJ,M = − g B 〈JM ; ℓs| Ĵz + (λ− 1) Ŝz |JM ; ℓs〉 = − g ( ~M + (λ− 1) 〈Sz〉) B∆EJ,M = − g B 〈JM ; ℓs| Ĵz + (λ− 1) Ŝz |JM ; ℓs〉 = − g ( ~M + (λ− 1) 〈Sz〉) B∆EJ,M = − g B 〈JM ; ℓs| Ĵz + (λ− 1) Ŝz |JM ; ℓs〉 = − g ( ~M + (λ− 1) 〈Sz〉) B

Αρα χρειάζεται να υπολογισθεί µόνο η µέση τιµή 〈Sz〉〈Sz〉〈Sz〉 στη κατάσταση |JM ; ℓs〉|JM ; ℓs〉|JM ; ℓs〉. Από την µορφή των

|JM ; ℓs〉|JM ; ℓs〉|JM ; ℓs〉 ϐρίσκεται πολύ εύκολα ( επιβεβαιώστε το σε µιά σειρά µόνο ! ) ότι,

〈Sz〉 = ±
~

2

(

|C+|
2
− |C−|

2
)

〈Sz〉 = ±
~

2

(

|C+|
2
− |C−|

2
)

〈Sz〉 = ±
~

2

(

|C+|
2
− |C−|

2
)



όπου το +++ αντιστοιχεί στην µεγαλύτερη τιµή του JJJ , J = ℓ+ 1/2J = ℓ+ 1/2J = ℓ+ 1/2, και το −−− στην µικρότερη J = ℓ− 1/2J = ℓ− 1/2J = ℓ− 1/2 .

Με την χρήση των C±C±C± (συντελεστές Clebsch ­ Gordan ) που δίνονται αναλυτικά έχει κανείς

〈Sz〉 = ± ~
M

2 ℓ+ 1
, για J = ℓ± 1/2〈Sz〉 = ± ~

M

2 ℓ+ 1
, για J = ℓ± 1/2〈Sz〉 = ± ~

M

2 ℓ+ 1
, για J = ℓ± 1/2

οπότε οι διορθώσεις στην ενέργεια είναι

∆EJ,M = − g ~

(

M ± (λ− 1)
M

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ± 1/2∆EJ,M = − g ~

(

M ± (λ− 1)
M

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ± 1/2∆EJ,M = − g ~

(

M ± (λ − 1)
M

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ± 1/2

και το ενεργειακό ϕάσµα είναι εποµένως σε πρώτη τάξη στο µαγνητικό πεδίο,

EJ=ℓ+1/2,MEJ=ℓ+1/2,MEJ=ℓ+1/2,M =
a ~2

2
ℓ − g ~M

(

1 +
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ+ 1/2
a ~2

2
ℓ − g ~M

(

1 +
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ+ 1/2
a ~2

2
ℓ − g ~M

(

1 +
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ+ 1/2

EJ=ℓ−1/2,MEJ=ℓ−1/2,MEJ=ℓ−1/2,M =
a ~2

2
(− ℓ− 1 ) − g ~M

(

1−
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ− 1/2
a ~2

2
(− ℓ− 1 ) − g ~M

(

1−
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ− 1/2
a ~2

2
(− ℓ− 1 ) − g ~M

(

1−
λ− 1

2 ℓ+ 1

)

B , για J = ℓ− 1/2

Οι ενέργειες εξαρτώνται µόνο από το ℓℓℓ και το MMM όπως Ϲητάει η εκφώνηση.



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 11ης Φεβρουαρίου 2014 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1:

α. Η κυµατική συνάρτηση σωµατιδίου µάζας m την στιγµή t = 0 είναι

Ψ(r, θ, φ) = N r eλ r Yℓm(θ, φ)

όπου Ν κάποια σταθερά. ∆ίνεται ότι το σωµατίδιο κινείται σε δυναµικό V (r) = g/r , µε g δεδοµένη

σταθερά, µε καθορισµένη ενέργεια E και τροχιακή στροφορµή ℓ . Να ϐρεθούν αναλυτικά οι τιµές των

E , λ συναρτήσει της παραµέτρου g και επίσης η τιµή της στροφορµής ℓ .

ϐ. Να ϐρεθούν οι ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή της ακτινικής ορµής p̂ r, δεδοµένης τροχιακής στροφορµής

µε κβαντικούς αριθµούς ℓ και m. Για δεδοµένη τιµή του µέτρου της ακτινικής ορµής p 0 να ϐρεθεί

γραµµικός συνδυασµός αυτών µε πεπερασµένη τιµή στην αρχή του συστήµατος των συντεταγµένων r = 0.

ΘΕΜΑ 2:

Στην ϐάση των ορθοκανονικών ανυσµάτων |1〉 και |2〉 ο τελεστής της ενέργειας είναι

Ĥ = ǫ ( c |1〉 〈1| − c |2〉 〈2|+ s |2〉 〈1|+ s |1〉 〈2| )

όπου ǫ δεδοµένη σταθερά µε µονάδες ενέργειας και c = cosθ, s = sinθ, µε θ δεδοµένη γωνία. Να ϐρεθούν

οι δυνατές ενέργειες του συστήµατος και οι ιδιοκαταστάσεις αυτών ως γραµµικοί συνδυασµοί των |1〉 και

|2〉 . Την χρονική στιγµή t = 0 το σύστηµα ϐρίσκεται στην κατάσταση |1〉 . Ποιά η πιθανότητα να ϐρεθεί

στην |2〉 την στιγµή t > 0 ; Για ποιά τιµή της θ η πιθανότητα αυτή µπορεί να είναι ίση µε µονάδα και

για ποιούς χρόνους γίνεται αυτό ; ( Τα τελικά ϕυσικά µεγέθη να εκφρασθούν συναρτήσει πραγµατικών και

όχι µιγαδικών αριθµών. )

ΘΕΜΑ 3:

Η Χαµιλτωνιανή κβαντικού περιστροφέα, στροφορµής J = 3/2 , τοποθετηµένου εντός σταθερού µαγνητι-

κού πεδίου έντασης ~B δίνεται από την έκφραση

Ĥ =
Ĵ2
x

2 (K + δ)
+
Ĵ2
y + Ĵ2

z

2K
− ~µ · ~B

όπου ~µ είναι η µαγνητική ϱοπή του συστήµατος ~µ = g ~J . Τα µεγέθη K, δ και g είναι δεδοµένα και η δ

ϑεωρείται πολύ µικρότερη από την K . Αν το πεδίο ~B είναι στην κατεύθυνση z να ϐρεθούν οι ενέργειες

του συστήµατος σε πρώτη τάξη ως προς τον αδιάστατο λόγο δ/K.

Υπόδειξη : ∆ίνεται ότι στην ϐάση όπου η τρίτη συνιστώσα Ĵz είναι διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία

+3 ~/2,+~/2,−~/2,−3 ~/2 η συνιστώσα Ĵx ειναι ο µη-διαγώνιος πίνακας

Ĵx =
~

2









0
√
3 0 0√

3 0 2 0

0 2 0
√
3

0 0
√
3 0









Λύσεις =⇒



ΛΥΣΕΙΣ

ΘΕΜΑ 1

Ερωτηµα 1α : Είναι γνωστό από την ϑεωρία ότι αν το ακτίνικό µέρος είναι R(r) και η κυµατική συνάρτηση

έχει καθορισµένη τροχιακή στροφορµή, τότε για κίνηση σε κεντρικό δυναµικό V (r) η συνάρτηση u(r) =

r R(r) ικανοποιεί την εξίσωση

−
~
2

2m
u

′′

(r) +

(

V (r) +
~
2 ℓ(ℓ+ 1)

2m

)

u(r) = E u(r) (1)

Με αντικατάσταση του δυναµικού και της συναρτησης u(r) = r R(r) = N r2 eλ r προκύπτει µε τετριµµέ-

νες πράξεις ότι

(

−E −
~
2

2m
λ2

)

r2 +

(

g −
2 ~2

m
λ

)

r +
~
2

2m
( ℓ(ℓ+ 1)− 2) = 0 (2)

που ισχύει για κάθε r. Εποµένως οι συντελεστές των r2, r και του σταθερού όρου πρέπει να είναι καθ ένας

ισος µε το µηδέν. Από τον µηδενισµό του σταθερού όρου έχουµε ℓ(ℓ+ 1) = 2 που δίνει ℓ = 1 , γιατί το ℓ

είναι ≥ 0 . Από τον µηδενισµό του όρου r έχουµε άµεσα λ =
gm

2 ~2
, και από τον µηδενισµό του όρου r2

παίρνουµε E = −
~
2 λ2

2m
που χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα για την g δίνει E = −

g2m

8 ~2
.

Αρα οι σωστές απαντήσεις είναι

E = −
g2m

8 ~2
, ℓ = 1 , λ =

gm

2 ~2

Ερωτηµα 1β : ΤΟ ΚΥΡΙΩΣ ΕΡΩΤΗΜΑ ΕΧΕΙ ∆ΙΑΤΥΠΩΘΕΙ ΚΑΙ ΩΣ ΘΕΜΑ ΤΟΝ ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟ ΤΟΥ 2012

!!! Με παραποµπή στις λύσεις του Σεπτεµβρίου 2013 έχουµε ότι οι ιδιοσυνάρτησεις της ακτινικής ορµής

µε ιδιοτιµή p 0 που έχουν καθορισµένη τροχιακή στροφορµή µε κβαντικούς αριθµούς ℓ,m είναι

ψp 0 ,ℓ,m(r, θ, φ) = N
Yℓm(θ, φ)

r
e
i
p 0 r

~

N είναι αυθαίρετη σταθερά. Για το δεύτερο υποερώτηµα, για δεδοµένη τιµή του µέτρου της ακτινικής

ορµής ο πιο γενικός γραµµικός συνδυασµός του ακτινικού µέρους της πιο πανω συνάρτησης είναι

a e
i
p 0 r

~ + b e
− i

p 0 r

~

r

Αυτή απειρίζεται στο σηµείο r = 0 εκτός αν a = −b οπότε το πιο πάνω αθροισµα είναι ανάλογο του
sin( p 0 r/ ~)

r
. Εποµένως οι Ϲητούµενες συναρτήσεις είναι της µορφής

C Yℓm(θ, φ)
sin( p 0 r/ ~)

r

όπου C µιά σταθερά.

ΘΕΜΑ 2

ΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑ ΕΧΕΙ ∆ΙΑΤΥΠΩΘΕΙ ΣΤΗΝ ΘΕΩΡΙΑ ΩΣ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ ΜΕ ΝΕΤΡΙΝΑ ( ∆ΕΣ ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΤΩΝ

ΠΑΡΑ∆ΟΣΕΩΝ ΠΟΥ ΕΙΝΑΙ ΑΝΑΡΤΗΜΕΝΕΣ ) !!!

Χωρίς να είναι απαραίτητο µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει αναπαράσταση πινάκων και να ϐρεί τον

πίνακα της Χαµιλτωνιανής µε στοιχεία

H11 = 〈1| Ĥ |1〉 , H12 = 〈1| Ĥ |2〉 , H21 = 〈2| Ĥ |1〉 , H22 = 〈2| Ĥ |2〉 ,

Εύκολα ϐρίσκει κανείς ότι ο πίνακας της Χαµιλτωνιανής είναι

H = ǫ

(

c s
s −c

)



Οι ιδιοτιµές και τα ιδιοανύσµατα ϐρίσκονται µε τον γνωστό τρόπο από την στοιχειώδη ϑεωρία πινάκων. Οι

ιδιοτιµές είναι

E1 = +ǫ , E2 = −ǫ

Τα αντίστοιχα κανονικοποιηµένα στην µονάδα ιδιοανύσµατα είναι

|Ψ1〉 =

(

c2
s2

)

= c2 |1〉+ s2 |2〉 , |Ψ2〉 =

(

s2
−c2

)

= s2 |1〉 − c2 |2〉 (3)

Στις πιο πάνω εκφράσεις c2 ≡ cos θ2 και s2 ≡ sin θ
2 . Σηµειώστε ότι επίσης τα |Ψ1,2〉 εκφράσθηκαν

συναρτήσει των |1〉 , |2〉 που ϑα χρειαθεί για το δεύτερο ερώτηµα.

Για το δεύτερο ερώτηµα αν |Ψ(t)〉 η κατάσταση την στιγµή t χρειάζεται να υπολογίσει κανείς το

πλάτος 〈2|Ψ(t)〉 και µετά να ϐρεί το τετράγωνο του µέτρου του που δίνει την Ϲητούµενη πιθανότητα

P = | 〈2|Ψ(t)〉 |
2
. Μπορεί κανείς να λύσει την εξίσωση Schroedinger ως προς τον χρόνο και να ϐρεί

την απάντηση, η ισοδύναµα µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει τον τελεστή της χρονικής εξέλιξης και να

γράψει

|Ψ(t)〉 = e−iĤ t/~ |Ψ(0)〉 = e−iĤ t/~ |1〉 (4)

όπου στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι την µηδενική χρονική στιγµή το σύστηµα

ϐρίσκεται στην κατάσταση |1〉. Η κατάσταση αυτή ∆ΕΝ είναι ιδιοκατάσταση της Χαµιλτωνιανής ( που απλα

και µόνο η διατύπωση του είναι σοβαρό εννοιολογικό λάθος ) και για αυτό γράφουµε την |1〉 ως συνδυασµο

των |Ψ1〉 και |Ψ2〉 αντιστρέφοντας τις σχέσεις (;;). Αυτό πολύ απλά δίνει

|1〉 = c2 |Ψ1〉+ s2 |Ψ2〉

εποµένως από την (;;) έχουµε

|Ψ(t)〉 = e−iĤ t/~ (c2 |Ψ1〉+ s2 |Ψ2〉) = e−iE1 t/~ c2 |Ψ1〉+ e−iE2 t/~ s2 |Ψ2〉

και το πλάτος 〈2|Ψ(t)〉 είναι

〈2|Ψ(t)〉 = e−iE1 t/~ c2 〈2|Ψ1〉+ e−iE2 t/~ s2 〈2|Ψ2〉

= e−iE1 t/~ c2s2 + e−iE2 t/~ s2(−c2)

όπου χρησιµοποιήθηκε ότι 〈2|Ψ1〉 = s2 και 〈2|Ψ2〉 = −c2. Χρησιµοποιώντας τις ιδιοτιµές E1, E2 έχουµε

〈2|Ψ(t)〉 = s2 c2

(

e−iǫ t/~ − eiǫ t/~
)

= −2 i s2 c2 sin
ǫ t

~
= −i sin θ sin

ǫ t

~

Εποµένως η Ϲητουµένη πιθανότητα είναι

P = (sinθ)2 (sin
ǫt

~
)
2

(5)

Αυτή µπορεί να γίνει µονάδα µόνον όταν sinθ = ±1 και αν ισχύει αυτό τότε αυτό συµβαίνει για τους

χρόνους για τους οποίους sin ǫ t
~

= ±1

ΘΕΜΑ 3

ΤΟ ΕΡΩΤΗΜΑ ΕΧΕΙ ∆ΙΑΤΥΠΩΘΕΙ ΚΑΙ ΩΣ ΘΕΜΑ ΤΟΝ ΣΕΠΤΕΜΒΡΙΟ ΤΟΥ 2012 ∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΑ ∆ΙΑΤΥ-

ΠΩΜΕΝΟ !!!

Με την παρουσία του µαγνητικού πεδίου στην κατεύθυνση z η Χαµιλτωνιανή του συστήµατος είναι

Ĥ =
Ĵ2
x

2 (K + δ)
+
Ĵ2
y + Ĵ2

z

2K
− gBJz



Για µικρές τιµές του λόγου δ/k και σε πρώτη τάξη στην δ αναπτύσσοντας κατά Taylor έχουµε (K + δ)
−1

=

K−1 (1 − δ /K) οπότε η ανωτέρω Χαµιλτωνιανή γράφεται ως

Ĥ =
~J2

2K
− gB Jz −

δ

2K2
J2
x

Αυτή µπορεί να γραφεί ως άθροισµα Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1

Ĥ0 =
~J2

2K
− gB Jz , Ĥ1 = −

δ

2K2
J2
x

µε την Ĥ1 να αποτελεί µικρή διαταραχή. Το αδιατάρακτο µέρος Ĥ0 έχει ως ιδιοανύσµατα τις καταστάσεις

|J,M〉 όπου J = 3/2 και M = −J, J + 1, ...J . Οι αδιατάρακτες ιδιοτιµές της ενέργειας είναι

E0
JM =

~
2

2K
J(J + 1)− g ~BM =

15 ~2

8K
− g ~BM

µε το M να παίρνει τις τιµές M = 3/2, 1/2,−1/2,−3/2.

Σε πρώτη τάξη στην αδιάστατη σταθερά δ/K είναι γνωστό από την ϑεωρία διαταραχών ότι οι ιδοτιµές της

ενέργειας υφίστανται διορθώσεις ∆EM = 〈J,M | Ĥ1 |J,M〉. Εποµένως οι διορθώσεις αυτές στο πρόβληµα

µας είναι

∆EM = −
δ

2K2
〈J,M | J2

x |J,M〉

Για τον υπολογισµό αυτών αρκεί να υπολογισθεί το J2
x που ϐρίσκεται να έχει την µορφή

Ĵ2
x =

~
2

4









3 0 2
√
3 0

0 7 0 2
√
3

2
√
3 0 7 0

0 2
√
3 0 3









Τα ιδιοανύσµατα |J,M〉 του Jz, στην ϐάση πινάκων που αναφέρει η εκφώνηση, για M = 3/2, 1/2,−1/2,−3/2

είναι αντίστοιχα








1
0
0
0









,









0
1
0
0









,









0
0
1
0









,









0
0
0
1









οπότε ϐρίσκοντας µε τετριµµένο τρόπο τα 〈J,M |J2
x |J,M〉 έχουµε και το αποτέλεσµα

∆E±3/2 = −
3

8
·
δ2

K
, ∆E±1/2 = −

7

8
·
δ2

K
,



Θέµατα εξετάσεων - Κβαντοµηχανική ΙΙ

Εξετάσεις - 31ης Μαρτίου 2014 , (Τµήµα Α. Λαχανά)

ΘΕΜΑ 1:

α. Η αβεβαιότητα ϑέσης - ορµής είναι το αίτιο της ευστάθειας των ατόµων. Με ϐάση αυτό µπορείτε να

εκτιµήσετε, τουλάχιστον όσον αφορά την τάξη µεγέθους, την ελάχιστη ενέργεια του ατόµου του Υδρογόνου ;

ϐ. Μπορείτε να κάνετε το ίδιο για ένα σωµατίδιο που υφίσταται την επίδραση σφαιρικά συµµετρικού

δυναµικού που είναι ϑετικό και ανάλογο της ακτινικής απόστασης ;

ΘΕΜΑ 2:

α. Σωµατίδιο έχει σπιν = 1/2. Να ϐρεθούν αναλυτικά οι ιδιοτιµές της προβολής του σπιν του σωµατιδίου

σε τυχαία κατεύθυνση που χαρακτηρίζεται από µοναδιαίο άνυσµα ξ̂ .

ϐ. Να ϐρεθεί η µέση τιµή της προβολής του σπιν του σωµατιδίου στο µοναδιαίο άνυσµα ξ̂ συναρτήσει των

γωνιών προσανατολισµού του ξ̂ . Τι παρατηρείτε ;

γ. Κάποια χρονική στιγµή το σωµατίδιο ϐρίσκεται σε κατάσταση µε τιµή της z-συνιστώσας ίση µε +~/2.

Χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα του ερωτήµατος (ϐ) για να ϐρείτε την πιθανότητα, την στιγµή αυτή, να

πάρετε σε µέτρηση της προβολής του σπιν στην κατεύθυνση ξ̂ κάθε µία από τις ιδιοτιµές που ϐρήκατε στο

ερώτηµα (α) .

ΘΕΜΑ 3:

N σωµατίδια µε ακέραιο σπιν ϐρίσκονται µέσα σε σφαιρική κοιλότητα δεδοµένης ακτίνας R µε απολύτως

ανακλώντα τοιχώµατα και δεν αλληλεπιδρούν µεταξύ τους. Ολα ϐρίσκονται στην ϑεµελειώδη κατάσταση

που έχει µηδενική τροχιακή στροφορµή. Να ϐρεθεί η πίεση που ασκούν τα σωµατίδια στα τοιχώµατα της

κοιλότητας ως συνάρτηση της ακτίνας R ; ( Χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι η µεταβολή της ενέργειας

του συστήµατος, όταν µεταβληθεί ο όγκος που κατέχει, είναι το αντίθετο του γινοµένου της πίεσης επί την

µεταβολή του όγκου ).

ΘΕΜΑ 4:

Σωµατίδιο µε κβαντικό αριθµό σπιν ίσο µε 1/2 ϐρίσκεται σε σταθερό µαγνητικό πεδίο. Το σωµατίδιο έχει

µαγνητική ϱοπή που είναι το γινόµενο µιάς ϑετικής σταθεράς, g > 0 , επί το σπιν αυτού.

α. Να ϐρεθεί ο ϱυθµός µεταβολής της µέσης τιµής του σπιν µε τον χρόνο ( χρονική παράγωγος ), για τυχαίο

προσανατολισµό του µαγνητικού πεδίου, συναρτήσει της µέσης τιµής του σπιν και του µαγνητικού πεδίου.

ϐ. Υποθέστε ότι το µαγνητικό πεδίο είναι στην κατεύθυνση z και την µηδενική χρονική στιγµή το σωµατίδιο

ϐρίσκεται σε κατάσταση µε σπίν +~/2 αλλά στην κατεύθυνση x. Από το αποτέλεσµα του ερωτήµατος (α)

να ϐρεθούν οι µέσες τιµές για κάθε συνιστώσα του σπιν κάθε χρονική στιγµή και από αυτές να ϐρεθούν οι

πιθανότητες σε διαδικασία µέτρησης κάθε συνιστώσας να πάρουµε ως αποτέλεσµα τις τιµές +~/2 η −~/2

.

Επιλογή 3 ϑεµάτων

Λύσεις =⇒



ΘΕΜΑ 1:

α) ( Εχει διδαχθεί στο µάθηµα )

Για την εκτίµηση της ελάχιστης ενέργειας γράφουµε την ενέργεια ως άθροισµα της κινητικής και της δυ-

ναµικής ενέργειας, και χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι στην ϑεµελειώδη κατάσταση η συνεισφορά από την

τροχιακή στροφορµή είναι µηδενική ( η τροχιακή στροφορµή αυξάνει την κινητική ενέργεια και εποµένως

η ελάχιστη ενέργεια ϑα αναζητηθεί όταν αυτή µηδενίζεται !). Οταν η στροφορµή είναι µηδενική η ενέργεια

του ατόµου του Υδρογόνου ως κλασική έκφραση, που αρκεί για την εκτίµηση της τάξης µεγέθους της, είναι

E =
p2r
2m

−
e2

r

Από την σχέση αβεβαιότητας ϑέσης και ορµής έχουµε προσεγγιστικά ότι

pr r ≃ ~

οπότε η ενέργεια, µε αντικατάσταση του pr, γίνεται

E =
~
2

2mr2
−

e2

r

Αυτή ως συνάρτηση του r παρουσιάζει ελάχιστο στην ϑέση r0 = ~
2

me2
, που είναι η ακτίνα Bohr. Η τιµή της

ενέργειας για αυτήν την ακτίνα, που δίνει την ελάχιστη τιµή της ενέργειας, είναι

E = −
me4

2 ~2

Αυτή είναι η εκτίµηση της τιµής της ϑεµελειώδους ενέργειας του ατόµου του Υδρογόνου όπως προέρχεται

από την αβεβαιότητα ϑέσης - ορµής. Το γεγονός ότι είναι ακριβώς αυτή που προκύπτει από την επίλυση

της εξίσωσης Schroedinger αποτελεί απλά σύµπτωση.

ϐ) Από την εκφώνηση του προβλήµατος το δυναµικό ϑα είναι V (r) = k r, όπου k ϑετική σταθερά, οπότε

ακριβώς µε πανοµοιότυπο τρόπο, όπως στο προηγούµενο ερώτηµα, γράφουµε

E =
p2r
2m

+ k r =
~
2

2mr2
+ k r

όπου πάλι χρησιµοποιήθηκε η αβεβαιότητα ϑέσης ορµής. Αυτή η ενέργεια ως συνάρτηση του r έχει

ελάχιστο για r0 = ( ~
2

mk
)
1/3

. Η ελάχιστη τιµή της ενέργειας ϐρίσκεται πολύ ευκολα να είναι

E =
3

2

(

k2 ~2

m

)1/3

ΘΕΜΑ 2:

α) Αυτή είναι η άσκηση 4 της 5ης σειράς των ασκήσεων και διδάσκεται και στο µάθηµα

Θα χρησιµοποιήσουµε την αναπαράσταση του σπιν, µε s = 1/2 , από τους πίνακες του Pauli

Ŝx =
~

2

(

0 1
1 0

)

Ŝy =
~

2

(

0 −i
i 0

)

Ŝz =
~

2

(

1 0
0 −1

)

Αν το άνυσµα ξ̂ έχει συνιστώσες ξx, ξy, ξz τότε η προβολή του σπίν στο ξ̂ ορίζεται ως το εσωτερικό γινόµενο

του σπιν µε το άνυσµα ξ̂ και εποµένως είναι ο τελεστής Sξ ≡ ~S · ξ̂. Αρα στην αναπαράσταση του Pauli

είναι ο πίνακας

Ŝξ =
~

2

(

ξz ξx − i ξy
ξx + i ξy −ξz

)

Οι ιδιοτιµές λ του πίνακα που πολλαπλασιαζει το ~/2 ϐρίσκεται πολυ εύκολα ότι ικανοποιούν την εξίσωση

λ2 − (ξ2x + ξ2y + ξ2z) = 0 =⇒ λ2 − 1 = 0 =⇒ λ = ±1



όπου χρησιµοποιήσαµε ότι ξ2x + ξ2y + ξ2z = 1 γιατί το άνυσµα είναι µοναδιαίο. Επειδή λ = ±1 οι ιδιοτιµές

του Sξ είναι ±~

2 .

ϐ) Οι συνιστώσες του ανύσµατος συναρτήσει των γωνιών προσανατολισµού αυτού είναι

ξx = sinθ cosφ , ξy = sinθsinφ , ξz = cosθ (1)

Μιά τυχαία κατάσταση που είναι γραµµικός συνδυασµός των ιδιοκαταστάσεων της συνιστώσας Sz γράφεται

ως

|Ψ〉 =

(

a
b

)

και για να είναι αυτή κανονικοποιηµένη πρέπει |a|
2
+|b|

2
= 1. Η µέση τιµή του Sξ σε αυτήν την κατάσταση

είναι εποµένως

〈Sξ〉 = 〈Ψ|Sξ |Ψ〉 = (a∗, b∗)

(

ξz ξx − i ξy
ξx + i ξy −ξz

)(

a
b

)

=
~

2
(|a|

2
− |b|

2
)ξz +

~

2
(a∗b (ξx − i ξy) + c.c)

Αντικαθιστώντας τις προβολές συναρτήσει των γωνιών όπως δίνεται από την εξίσωση ;; παίρνουµε

〈Sξ〉 =
~

2

(

(|a|
2
− |b|

2
) cosθ + (a∗b e−iφ + ab∗ eiφ sinθ)

)

Παρατηρούµε ότι αν η κατάσταση |Ψ〉 χαρακτηρίζει κατάσταση µε τιµή σπιν +~/2 στον άξονα z τότε

a = 1, b = 0 και η µέση τιµή είναι +~

2 cosθ. Αν η κατάσταση |Ψ〉 χαρακτηρίζει κατάσταση µε τιµή σπιν

−~/2 στον άξονα z τότε a = 0, b = 1 και η µέση τιµή είναι −~

2 cosθ. Και στις δύο αυτές περιπτώσεις δεν

υπάρχει εξάρτηση από την γωνία φ. Σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση έχουµε εξάρτηση από την φ.

γ) Αν η πιθανότητα να µετρήσω τιµή της προβολης του σπιν επάνω στην κατεύθυνση ξ είναι ίση µε +~/2

τότε η πιθανότητα να µετρήσω τιµή −~/2 είναι 1− P γιατί οι ιδιοτιµές του Sξ είναι +~/2 η −~/2. Η µέση

τιµή του Sξ είναι εποµένως

〈Sξ〉 =

(

~

2

)

P +

(

−
~

2

)

(1− P ) =⇒ P =
1

2
+

1

~
〈Sξ〉

Το συµπέρασµα του ερωτήµατος (ϐ) λέει ότι για κατάσταση µε τιµή της z-συνιστώσας ίση µε +~/2 η µέση

τιµή είναι 〈Sξ〉 =
~

2 cosθ οπότε

P =
1 + cosθ

2
= cos 2

(

θ

2

)

ΘΕΜΑ 3:

Το πρόβληµα εύρεσης της ελάχιστης ενέργειας µε µηδενική τροχιακή στροφορµή µέσα σε σφαιρική κοι-

λότητα διδάσκεται στο µάθηµα και οι λεπτοµέρειες δεν ϑα διατυπωθουν εδώ. Στα πλαίσια της εξέτασης ϑα

έπρεπε να αναπτυχθούν. Υπενθυµίζεται όµως ότι το πρόβληµα είναι ισοδύναµο µε µονοδιάστατο πηγάδι

δυναµικού εύρους R µε απολύτως ανακλώντα τοιχώµατα. Η χαµηλώτερη ενεργειακή στάθµη µε µηδενική

τροχιακή στροφορµή ϐρίσκεται να έχει την τιµή

E =
π2

~
2

2mR2

Επειδή τα σωµατίδια έχουν ακέραιο σπιν είναι µποζόνια και µπορούν να ϐρεθούν µε την ίδια ϑεµελειώδη

ενέργεια και η ολική ενέργεια τους σύµφωνα µε την εκφώνηση είναι

E = N E = N
π2

~
2

2mR2

Αν µεταβληθεί η ακτίνα της κοιλότητας κατά dR τότε η αλλαγη της ενέργειας είναι

dE = d

(

N
π2

~
2

2mR2

)

= −N
π2

~
2

mR3
dR



Η µεταβολή του όγκου της κοιλότητας είναι

dV = d

(

4πR3

3

)

= 4πR2 dR

Σύµφωνα µε την εκφώνηση dE = −p dV οπότε από τις επάνω σχέσεις έχουµε

−N
π2

~
2

mR3
dR = −p 4πR2 dR =⇒ p = N

π~2

4mR5

ΘΕΜΑ 4:

α) Αυτή είναι µερική περίπτωση της άσκησης 5 της 3ης σειράς των ασκήσεων και διδάσκεται στο

µάθηµα

Το σωµατίδιο έχει µανητική ϱοπή ~µ και η Χαµιλτωνιανή του όταν ϐρεθεί σε µαγνητικό πεδίο είναι

Ĥ = −~µ · ~B = −g ~S · ~B. Η µεταβολή της µέσης τιµής κάθε συνιστώσας του είναι

d 〈Si〉

dt
=

i

~

〈

[ Ĥ, Ŝi ]
〉

= −g
i

~

∑

a

Ba

〈

[ Ŝa, Ŝi ]
〉

= −g
∑

a,j

ǫiaj Ba 〈Sj〉

Στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε την άλγεβρα της στροφορµής και υπενθυµιζουµε ότι το σύµβολο

ǫiaj είναι αντισυµµετρικό στους δείκτες και παίρνει τις τιµές µηδέν, αν τουλάχιστον δύο δείκτες συµπίπτουν,

αλλοιώς έχει τιµή +1 η -1 µε το ǫ123 = 1. Η προηγούµενη σχέση µπορεί να γραφεί και σε ανυσµατική

κοµψη µορφή αν ορίσουµε το ~Ω ≡
〈

~S
〉

ως

d~Ω

dt
= g ~Ω× ~B

ϐ) Αυτή είναι µερική περίπτωση της άσκησης 5 της 3ης σειράς των ασκήσεων και διδάσκεται στο

µάθηµα

Για προσανατολισµό του µαγνητικού πεδίου στην κατεύθυνση του z-άξονα ~B = ẑ B οι προηγούµενες

εξισώσεις δίνουν
dΩx

dt
= g B Ωy ,

dΩy

dt
= − g B Ωx ,

dΩz

dt
= 0

Το σύστηµα αυτό έχει πλήρως επιλυθεί στο µάθηµα ακόµα και στην γενική περίπτωση τυχαίου προσανα-

τολισµού του µαγνητικού πεδίου ! Για την περίπτωση του ερωτήµατος από τις δύο πρώτες προκύπτει

d2 Ωx

dt2
+ (gB)

2
Ωx = 0 =⇒ Ωx = a sin(gBt) + b cos(gBt)

Από την πρώτη µπορούµε να έχουµε την Ωy συναρτήσει της παραγώγου της Ωx οπότε προκύπτει

Ωy = a cos(gBt)− b sin(gBt)

Η τρίτη από τις εξισώσεις µας λέι οτι η Ωz είναι χρονικά σταθερή. Από τα δεδοµένα του προβλήµατος

έχουµε την µηδενική χρονική στιγµή 〈Sx〉 = ~/2, 〈Sy〉 = 〈Sz〉 = 0, η το ίδιο Ωx = ~/2, Ωy = Ωz = 0. Οι

σταθερές a, b προσδιορίζονται εποµένως και έχουν τις τιµές b = ~/2 , a = 0. Αρα

〈Sx〉 =
~

2
cos(gBt) , 〈Sy〉 = −

~

2
sin(gBt)

Οσον αφορά στις πιθανότητες που Ϲητούνται, για κάθε συνιστώσα έχουµε ότι η µέση τιµή της είναι

〈Si〉 =

(

~

2

)

Pi +

(

−
~

2

)

(1− Pi) =⇒ Pi =
1

2
+

1

~
〈Si〉

όπου Pi είναι η πιθανότητα να µετρήσω τιµή της i συνιστώσας ίση µε +~/2. Από αυτή την σχέση και τις

µέσες τιµές που ϐρήκαµε παίρνουµε για κάθε συνιστώσα

Για την x, η πιθανότητα να µετρήσω +~

2 είναι Px = cos2
(

gBt
2

)

και για να µετρήσω −~

2 είναι sin2
(

gBt
2

)

Για την y, η πιθανότητα να µετρήσω +~

2 είναι Py = 1−sin(gBt)
2 και για να µετρήσω −~

2 είναι
1+sin(gBt)

2

Για την z, η πιθανότητα να µετρήσω +~

2 είναι Pz = 1
2 και για να µετρήσω −~

2 πάλι 1
2
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Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 



Σημειώματα 
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Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου 

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.1   

H έκδοση 1.0 είναι διαθέσιμη εδώ.  

 

http://users.uoa.gr/~alahanas/index7.html
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Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήμιον Αθηνών. Αθανάσιος 
Λαχανάς. «Κβαντική Μηχανική ΙΙ. Ενότητα 8: Ερωτήσεις και Ασκήσεις». 
Έκδοση: 1.1. Αθήνα 2016. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
http://opencourses.uoa.gr/courses/PHYS9/. 

 



Ερωτήσεις και Ασκήσεις (Θέματα Εξετάσεων) 

Σημείωμα Αδειοδότησης 
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά Δημιουργού-Μη Εμπορική Χρήση- Όχι παράγωγα έργα  4.0 [1] ή 
μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. 
φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων 
Τρίτων».                      

 
[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/ 
 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο 
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 



Ερωτήσεις και Ασκήσεις (Θέματα Εξετάσεων) 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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