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Περιεχόµενα 1ης ενότητας

Γενική διατύπωση της QM
Φορµαλισµός Dirac
Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες
Χρονική εξέλιξη πλατών
Καταστάσεις καθορισµένης ενέργειας
Ανάλυση στις ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας - Χρονική εξέλιξη
των αντιστοίχων πλατών
Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο
καταστάσεων
Η έννοια των ¨bra¨ και ¨ket¨ στην Κβαντική Μηχανική
Κβαντική Μηχανική ως ¨ Μηχανική Πινάκων ¨ - ( Heisenberg ,
Jordan )
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Γενική διατύπωση της QM

Φορµαλισµός Dirac

Quantum Mechanics reloaded
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Γενική διατύπωση της QM

Φορµαλισµός Dirac

Η έννοια της κατάστασης

� Κάθε ϕυσική κατάσταση περιγράφεται από ένα ΅ανυσµα¨ ( ket ) σε ένα

χώρο Hilbert που ικανοποιεί την εξίσωση Schrödinger

i ~
∂ |Ψ(t) 〉
∂ t

= Ĥ |Ψ(t) 〉i ~
∂ |Ψ(t) 〉
∂ t

= Ĥ |Ψ(t) 〉i ~
∂ |Ψ(t) 〉
∂ t

= Ĥ |Ψ(t) 〉
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� Τα ανύσµατα του χώρου Hilbert συµβολίζονται µε | a 〉| a 〉| a 〉 , ( κατά Dirac )

Το εσωτερικό γινόµενο δύο ανυσµάτων | a 〉 , | b 〉| a 〉 , | b 〉| a 〉 , | b 〉

( | a 〉 , | b 〉 ) ≡ 〈 a | b 〉( | a 〉 , | b 〉 ) ≡ 〈 a | b 〉( | a 〉 , | b 〉 ) ≡ 〈 a | b 〉



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 4/ 39

Γενική διατύπωση της QM

Φορµαλισµός Dirac

Η έννοια της κατάστασης

� Κάθε ϕυσική κατάσταση περιγράφεται από ένα ΅ανυσµα¨ ( ket ) σε ένα

χώρο Hilbert που ικανοποιεί την εξίσωση Schrödinger

i ~
∂ |Ψ(t) 〉
∂ t
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I 〈 a | a 〉 ≥ 0〈 a | a 〉 ≥ 0〈 a | a 〉 ≥ 0 , ίσο µε µηδέν !!! | a 〉 = 0| a 〉 = 0| a 〉 = 0

I 〈 a | b 〉 = 〈 b | a 〉∗〈 a | b 〉 = 〈 b | a 〉∗〈 a | b 〉 = 〈 b | a 〉∗

I |χ 〉 = λ1 |φ1 〉+ λ2 |φ2 〉|χ 〉 = λ1 |φ1 〉+ λ2 |φ2 〉|χ 〉 = λ1 |φ1 〉+ λ2 |φ2 〉    〈 a |χ 〉 = λ1 〈 a |φ1 〉+ λ2 〈 a |φ2 〉〈 a |χ 〉 = λ1 〈 a |φ1 〉+ λ2 〈 a |φ2 〉〈 a |χ 〉 = λ1 〈 a |φ1 〉+ λ2 〈 a |φ2 〉
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Γενική διατύπωση της QM

Φορµαλισµός Dirac

� Η Norm || |Φ 〉 |||| |Φ 〉 |||| |Φ 〉 || ενός ket |Φ 〉|Φ 〉|Φ 〉 ορίζεται ως

|| |Φ 〉 || 2 ≡ 〈Φ |Φ 〉|| |Φ 〉 || 2 ≡ 〈Φ |Φ 〉|| |Φ 〉 || 2 ≡ 〈Φ |Φ 〉

και το |Φ 〉|Φ 〉|Φ 〉 είναι κανονικοποιηµένο όταν || |Φ 〉 || = 1|| |Φ 〉 || = 1|| |Φ 〉 || = 1 .



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 5/ 39

Γενική διατύπωση της QM

Φορµαλισµός Dirac

� Η Norm || |Φ 〉 |||| |Φ 〉 |||| |Φ 〉 || ενός ket |Φ 〉|Φ 〉|Φ 〉 ορίζεται ως

|| |Φ 〉 || 2 ≡ 〈Φ |Φ 〉|| |Φ 〉 || 2 ≡ 〈Φ |Φ 〉|| |Φ 〉 || 2 ≡ 〈Φ |Φ 〉

και το |Φ 〉|Φ 〉|Φ 〉 είναι κανονικοποιηµένο όταν || |Φ 〉 || = 1|| |Φ 〉 || = 1|| |Φ 〉 || = 1 .

� Τελεστές στον χώρο Hilbert

I Ενάς τελεστής Q̂̂Q̂Q δρα σε ενα ket και δίνει ένα άλλο ket ,

Q̂ |Φ 〉 = |Φ′ 〉Q̂ |Φ 〉 = |Φ′ 〉Q̂ |Φ 〉 = |Φ′ 〉

I Ο συζυγής Q̂ †Q̂ †Q̂ † τελεστή Q̂̂Q̂Q ορίζεται από την σχέση

〈 a | Q̂
† | b 〉 ≡ 〈 b | Q̂ | a 〉 ∗〈 a | Q̂
† | b 〉 ≡ 〈 b | Q̂ | a 〉 ∗〈 a | Q̂
† | b 〉 ≡ 〈 b | Q̂ | a 〉 ∗

I Ενάς τελεστής Q̂̂Q̂Q είναι αυτοσυζυγής όταν

Q̂
† = Q̂Q̂
† = Q̂Q̂
† = Q̂
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Γενική διατύπωση της QM

Φορµαλισµός Dirac

   Ολα τα µετρήσιµα µεγέθη ( πιθανότητες, µέσες τιµές, ... ) παράγονται

από εσωτερικά γινόµενα !

   Κάθε παρατηρήσιµο ( observable ) µέγεθος AAA αντιπροσωπεύεται

από έναν αυτοσυζυγή τελεστή Â̂ÂA και η µέση τιµή 〈A 〉〈A 〉〈A 〉 του ϕυσικού

µεγέθους AAA σε µια ( κανονικοποιηµένη ) κατάσταση |Ψ 〉|Ψ 〉|Ψ 〉 είναι

〈A 〉 ≡ 〈Ψ | Â |Ψ 〉〈A 〉 ≡ 〈Ψ | Â |Ψ 〉〈A 〉 ≡ 〈Ψ | Â |Ψ 〉

� Ιδιοτιµές / Ιδιοανύσµατα τελεστή

Â |φ 〉 = λ |φ 〉 µε |φ 〉 6= 0Â |φ 〉 = λ |φ 〉 µε |φ 〉 6= 0Â |φ 〉 = λ |φ 〉 µε |φ 〉 6= 0

=⇒=⇒=⇒ |φ 〉 =|φ 〉 =|φ 〉 = Ιδιοάνυσµα , λ =λ =λ = Ιδιοτιµή
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Γενική διατύπωση της QM

Φορµαλισµός Dirac

I Φάσµα ιδιοσυναρτήσεων και αντιστοίχων ιδιοτιµών :

Â |φ i 〉 = λ i |φ i 〉Â |φ i 〉 = λ i |φ i 〉Â |φ i 〉 = λ i |φ i 〉
Φάσµα διακριτό ( i = διακριτός δείκτης ) η συνεχές ( i = συνεχής

δείκτης )

I Οι ιδιοτιµές αυτοσυζυγούς τελεστή είναι πραγµατικές

λ i = πραγµατικεςλ i = πραγµατικεςλ i = πραγµατικες

και τα ιδιοανύσµατα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι

κάθετα

〈φ k |φ j 〉 = 0 , k 6= j〈φ k |φ j 〉 = 0 , k 6= j〈φ k |φ j 〉 = 0 , k 6= j

I Τα ιδιοανύσµατα |φ i 〉|φ i 〉|φ i 〉 αυτοσυζυγούς τελεστή αποτελούν ϐάση. Κάθε

|Ψ 〉|Ψ 〉|Ψ 〉 µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός

|Ψ 〉 =
∑

c k |φ k 〉|Ψ 〉 =
∑

c k |φ k 〉|Ψ 〉 =
∑

c k |φ k 〉

Φασµατικό Θεώρηµα , ( Spectral Theorem ).
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Γενική διατύπωση της QM

Φορµαλισµός Dirac

Τα ιδιοανύσµατα |φ i 〉|φ i 〉|φ i 〉 µπορουν να κανονικοποιηθούν στην µονάδα οπότε

αποτελούν ορθοκανονική ϐάση !

〈φ k |φ j 〉 = δ k j〈φ k |φ j 〉 = δ k j〈φ k |φ j 〉 = δ k j

|Ψ 〉 =
∑

c k |φ k 〉 � c k = 〈φ k |Ψ 〉|Ψ 〉 =
∑

c k |φ k 〉 � c k = 〈φ k |Ψ 〉|Ψ 〉 =
∑

c k |φ k 〉 � c k = 〈φ k |Ψ 〉

Στην περίπτωση αυτή ισχύει η σχέση του Parseval

|| |Ψ 〉 || 2 =
∑
| c k | 2|| |Ψ 〉 || 2 =

∑
| c k | 2|| |Ψ 〉 || 2 =

∑
| c k | 2

και επίσης

〈A 〉 ≡ 〈Ψ | Â |Ψ 〉 =
∑
| c k | 2 λ k〈A 〉 ≡ 〈Ψ | Â |Ψ 〉 =

∑
| c k | 2 λ k〈A 〉 ≡ 〈Ψ | Â |Ψ 〉 =

∑
| c k | 2 λ k
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Γενική διατύπωση της QM

Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες

Πλάτη πιθανοτήτων

I Αν η |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 είναι κανονικοποιηµένη στην µονάδα από την σχέση του

Parseval προκύπτει

∑
| c k(t) | 2 = 1

∑
| c k(t) | 2 = 1

∑
| c k(t) | 2 = 1

I και η µέση τιµή του µεγέθους AAA είναι

〈A 〉 =
∑
| c k(t) | 2 λ k〈A 〉 =

∑
| c k(t) | 2 λ k〈A 〉 =

∑
| c k(t) | 2 λ k

I Οι συντελεστές c k(t)c k(t)c k(t) εκφράζουν πλάτη πιθανότητας :
| c k(t) | 2 =| c k(t) | 2 =| c k(t) | 2 = πιθανότητα σε διαδικασία µέτρησης του µεγέθους AAA, την
χρονική στιγµή ttt , να µετρηθεί τιµή λ kλ kλ k !
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Γενική διατύπωση της QM

Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες

Πλάτη πιθανοτήτων

Οι ιδιοτιµές του τελεστή Â̂ÂA είναι οι µόνες δυνατές που προκύπτουν σε

διαδικασία µέτρησης του µεγέθους AAA και η πιθανότητα εύρεσης µιάς από

αυτές προκύπτει από τους συντελεστές c k(t)c k(t)c k(t) !

I Ο συντελεστής c k(t)c k(t)c k(t) είναι το πλάτος πιθανότητας να µετρηθει τιµή
λ kλ kλ k , για το φυσικό µέγεθος AAA , την χρονική στιγµή t !

I Ισοδύναµα οι συντελεστές c k(t)c k(t)c k(t) εκφράζουν το πλάτος πιθανότητας η
κατάσταση |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 να βρεθεί στην |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉 , την χρονική στιγµή t !

I Αν σε µιά µέτρηση την χρονική στιγµή t προέκυψε τιµή λ kλ kλ k αµέσως
µετά την µέτρηση το φυσικό σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉

|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉
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κατάσταση |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 να βρεθεί στην |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉 , την χρονική στιγµή t !

I Αν σε µιά µέτρηση την χρονική στιγµή t προέκυψε τιµή λ kλ kλ k αµέσως
µετά την µέτρηση το φυσικό σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉

|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉
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Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες

Πλάτη πιθανοτήτων

Οι ιδιοτιµές του τελεστή Â̂ÂA είναι οι µόνες δυνατές που προκύπτουν σε

διαδικασία µέτρησης του µεγέθους AAA και η πιθανότητα εύρεσης µιάς από

αυτές προκύπτει από τους συντελεστές c k(t)c k(t)c k(t) !

I Ο συντελεστής c k(t)c k(t)c k(t) είναι το πλάτος πιθανότητας να µετρηθει τιµή
λ kλ kλ k , για το φυσικό µέγεθος AAA , την χρονική στιγµή t !

I Ισοδύναµα οι συντελεστές c k(t)c k(t)c k(t) εκφράζουν το πλάτος πιθανότητας η
κατάσταση |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 να βρεθεί στην |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉 , την χρονική στιγµή t !

I Αν σε µιά µέτρηση την χρονική στιγµή t προέκυψε τιµή λ kλ kλ k αµέσως
µετά την µέτρηση το φυσικό σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉

|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉
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Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες

Πλάτη πιθανοτήτων

Οι ιδιοτιµές του τελεστή Â̂ÂA είναι οι µόνες δυνατές που προκύπτουν σε

διαδικασία µέτρησης του µεγέθους AAA και η πιθανότητα εύρεσης µιάς από

αυτές προκύπτει από τους συντελεστές c k(t)c k(t)c k(t) !

I Ο συντελεστής c k(t)c k(t)c k(t) είναι το πλάτος πιθανότητας να µετρηθει τιµή
λ kλ kλ k , για το φυσικό µέγεθος AAA , την χρονική στιγµή t !

I Ισοδύναµα οι συντελεστές c k(t)c k(t)c k(t) εκφράζουν το πλάτος πιθανότητας η
κατάσταση |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 να βρεθεί στην |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉 , την χρονική στιγµή t !

I Αν σε µιά µέτρηση την χρονική στιγµή t προέκυψε τιµή λ kλ kλ k αµέσως
µετά την µέτρηση το φυσικό σύστηµα βρίσκεται στην κατάσταση |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉

|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉|Ψ(t +) 〉 = |φ k 〉
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Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες

� Ενας κοµψός και εύχρηστος τρόπος να γραφεται το ανάπτυγµα της ϕυσικής

κατάστασης |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 στην ορθοκανονική ϐάση |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉 είναι

|Ψ 〉 =
∑

|φ k 〉 〈φ k |Ψ 〉|Ψ 〉 =
∑

|φ k 〉 〈φ k |Ψ 〉|Ψ 〉 =
∑

|φ k 〉 〈φ k |Ψ 〉

Το εσωτερικό γινόµενο 〈φ k |Ψ 〉〈φ k |Ψ 〉〈φ k |Ψ 〉 δίνει το πλάτος πιθανότητας την χρονική στιγµή ttt , το

σύστηµα, να ϐρεθεί στην κατάσταση |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉 .

� Το ανάπτυγµα της ίδιας κατάστασης σε µία άλλη ϐάση | s j 〉| s j 〉| s j 〉 ϑα γραφόταν

εποµένως ως

|Ψ 〉 =
∑

| s j 〉 〈 s j |Ψ 〉|Ψ 〉 =
∑

| s j 〉 〈 s j |Ψ 〉|Ψ 〉 =
∑

| s j 〉 〈 s j |Ψ 〉

µε το εσωτερικό γινόµενο 〈 s k |Ψ 〉〈 s k |Ψ 〉〈 s k |Ψ 〉 να δίνει το πλάτος πιθανότητας την χρονική στιγµή

ttt , το σύστηµα, να ϐρεθεί στην κατάσταση | s k 〉| s k 〉| s k 〉 .

� Πως συνδέονται τα δύο πλάτη ;
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Γενική διατύπωση της QM

Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες

Αν στο πλάτος 〈 s k |Ψ 〉〈 s k |Ψ 〉〈 s k |Ψ 〉 η |Ψ 〉|Ψ 〉|Ψ 〉 γραφεί ως ανάπτυγµα στην ϐάση |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉 προκύπτει

άµεσα η σχέση των πλατών µετάβασης

〈 s j |Ψ 〉 =
∑

k

〈 s j |φ k 〉 〈φ k |Ψ 〉〈 s j |Ψ 〉 =
∑

k

〈 s j |φ k 〉 〈φ k |Ψ 〉〈 s j |Ψ 〉 =
∑

k

〈 s j |φ k 〉 〈φ k |Ψ 〉

� Τα πλάτη στην ϐάση | s j 〉| s j 〉| s j 〉 συνδέονται µε τα πλάτη της ανάπτυξης στην ϐάση |φ k 〉|φ k 〉|φ k 〉
µέσω των εσωτερικών γινοµένων 〈 s j |φ k 〉〈 s j |φ k 〉〈 s j |φ k 〉 !

Συγκρίνετε µε το τί συµβαίνει όταν ένα άνυσµα στον συνήθη τριδιάστατο χώρο

αναλύεται σε δύο διαφορετικές ορθοκανονικές βάσεις. Οι συντελεστές, η αλλοιώς

¨ συνιστώσες ¨, των δύο αναπτυγµάτων σε αυτή την περίπτωση συνδέονται µεταξύ

τους µε τα εσωτερικά γινόµενα των ανυσµάτων των δύο βάσεων µε έναν ακριβώς

αντίστοιχο τρόπο !
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Γενική διατύπωση της QM

Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες

� Παράδειγµα 1
∆ίνεται ότι το ηλεκτρόνιο µπορεί να ϐρεθεί σε δύο ανεξάρτητες καταστάσεις, που είναι

ιδιοκαταστάσεις της προβολής του σπιν σε οποιαδήποτε κατεύθυνση, µε ιδιοτιµές + ~/2+ ~/2+ ~/2 και

− ~/2− ~/2− ~/2 αντίστοιχα. Αν επιλέξουµε ως κατεύθυνση τον άξονα zzz , τις ορθοκανονικές αυτές

καταστάσεις αυτές καταστάσεις ϑα τις συµβολίσουµε µε

| z,+ 〉 , | z,−〉| z,+ 〉 , | z,−〉| z,+ 〉 , | z,−〉

Η γενική κατασταση του ηλεκτρονίου µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός αυτών

|Ψ 〉 = | z,+ 〉 〈 z,+ |Ψ 〉 + | z,−〉 〈 z,− |Ψ 〉|Ψ 〉 = | z,+ 〉 〈 z,+ |Ψ 〉 + | z,−〉 〈 z,− |Ψ 〉|Ψ 〉 = | z,+ 〉 〈 z,+ |Ψ 〉 + | z,−〉 〈 z,− |Ψ 〉

   〈 z,+ |Ψ 〉〈 z,+ |Ψ 〉〈 z,+ |Ψ 〉 είναι το πλάτος πιθανότητας το ηλεκτρόνιο να ϐρεθεί στην | z,+ 〉| z,+ 〉| z,+ 〉 η το ίδιο να

µετρήσουµε σπιν + ~/2+ ~/2+ ~/2 στην κατεύθυνση zzz

   〈 z,− |Ψ 〉〈 z,− |Ψ 〉〈 z,− |Ψ 〉 είναι το πλάτος πιθανότητας το ηλεκτρόνιο να ϐρεθεί στην | z,−〉| z,−〉| z,−〉 η το ίδιο να

µετρήσουµε σπιν − ~/2− ~/2− ~/2 στην κατεύθυνση zzz

Πως συνδέονται αυτά τα πλάτη µε τα αντίστοιχα πλάτη πιθανοτήτων να µετρηθεί σπίν ± ~/2± ~/2± ~/2

στην xxx κατεύθυνση ;
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Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες

Στην κατεύθυνση του άξονα των xxx , τις ορθοκανονικές καταστάσεις µε τιµές της προβολής του

σπιν ± ~/2± ~/2± ~/2 καταστάσεις ϑα τις συµβολίσουµε µε

| x,+ 〉 , | x,−〉| x,+ 〉 , | x,−〉| x,+ 〉 , | x,−〉

και η κατασταση του ηλεκτρονίου µπορεί να γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός αυτών

|Ψ 〉 = | x,+ 〉 〈 x,+ |Ψ 〉 + | x,−〉 〈 x,− |Ψ 〉|Ψ 〉 = | x,+ 〉 〈 x,+ |Ψ 〉 + | x,−〉 〈 x,− |Ψ 〉|Ψ 〉 = | x,+ 〉 〈 x,+ |Ψ 〉 + | x,−〉 〈 x,− |Ψ 〉

   〈 x,+ |Ψ 〉〈 x,+ |Ψ 〉〈 x,+ |Ψ 〉 είναι το πλάτος πιθανότητας το ηλεκτρόνιο να ϐρεθεί στην | x,+ 〉| x,+ 〉| x,+ 〉 η το ίδιο να

µετρήσουµε σπιν + ~/2+ ~/2+ ~/2 στην κατεύθυνση xxx

   〈 x,− |Ψ 〉〈 x,− |Ψ 〉〈 x,− |Ψ 〉 είναι το πλάτος πιθανότητας το ηλεκτρόνιο να ϐρεθεί στην | x,−〉| x,−〉| x,−〉 η το ίδιο να

µετρήσουµε σπιν − ~/2− ~/2− ~/2 στην κατεύθυνση xxx

Η σχέση µεταξύ των πλατών θα είναι

〈 x,+ |Ψ 〉 = 〈 x,+ | z,+ 〉 〈 z,+ |Ψ 〉+ 〈 x,+ | z,−〉 〈 z,− |Ψ 〉〈 x,+ |Ψ 〉 = 〈 x,+ | z,+ 〉 〈 z,+ |Ψ 〉+ 〈 x,+ | z,−〉 〈 z,− |Ψ 〉〈 x,+ |Ψ 〉 = 〈 x,+ | z,+ 〉 〈 z,+ |Ψ 〉+ 〈 x,+ | z,−〉 〈 z,− |Ψ 〉

〈 x,− |Ψ 〉 = 〈 x,− | z,+ 〉 〈 z,+ |Ψ 〉+ 〈 x,− | z,−〉 〈 z,− |Ψ 〉〈 x,− |Ψ 〉 = 〈 x,− | z,+ 〉 〈 z,+ |Ψ 〉+ 〈 x,− | z,−〉 〈 z,− |Ψ 〉〈 x,− |Ψ 〉 = 〈 x,− | z,+ 〉 〈 z,+ |Ψ 〉+ 〈 x,− | z,−〉 〈 z,− |Ψ 〉
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Πλάτη πιθανοτήτων - Πιθανότητες

� Παράδειγµα 2
Ενα σωµατίδιο κινείται κατά µήκος του άξονα xxx . Τις ορθοκανονικές ιδιοκαταστάσεις του τελεστή

της ϑέσης x̂̂x̂x µε ιδιοτιµή xxx ϑα τις συµβολίσουµε µε

| x 〉| x 〉| x 〉

Τις ορθοκανονικές ιδιοκαταστάσεις του τελεστή της αντίστοιχης ορµής p̂ xp̂ xp̂ x µε ιδιοτιµή ppp ϑα τις

συµβολίσουµε µε

| p 〉| p 〉| p 〉
Εποµένως

x̂ | x 〉 = x | x 〉 , p̂ x | p 〉 = p | p 〉x̂ | x 〉 = x | x 〉 , p̂ x | p 〉 = p | p 〉x̂ | x 〉 = x | x 〉 , p̂ x | p 〉 = p | p 〉

Αν η κατάσταση του σωµατιδίου |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των | x 〉| x 〉| x 〉

|Ψ(t) 〉 =
∑

x

| x 〉 〈 x |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 =
∑

x

| x 〉 〈 x |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 =
∑

x

| x 〉 〈 x |Ψ(t) 〉

   〈 x |Ψ(t) 〉〈 x |Ψ(t) 〉〈 x |Ψ(t) 〉 είναι το πλάτος πιθανότητας το σωµατίδιο να ϐρεθεί στην ϑέση xxx την χρονική

στιγµή ttt άρα είναι η κυµατική συνάρτηση που πραγµατι έχει αυτή την ϕυσική ερµηνεία !
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ψ(x, t) = 〈 x |Ψ(t) 〉ψ(x, t) = 〈 x |Ψ(t) 〉ψ(x, t) = 〈 x |Ψ(t) 〉

Αν η κατάσταση του σωµατιδίου |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 γραφεί ως γραµµικός συνδυασµός των | p 〉| p 〉| p 〉

|Ψ(t) 〉 =
∑

p

| p 〉 〈 p |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 =
∑

p

| p 〉 〈 p |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 =
∑

p

| p 〉 〈 p |Ψ(t) 〉

   〈 p |Ψ(t) 〉〈 p |Ψ(t) 〉〈 p |Ψ(t) 〉 είναι το πλάτος πιθανότητας το σωµατίδιο να ϐρεθεί µε ορµή ppp την χρονική

στιγµή ttt άρα είναι η κυµατική συνάρτηση για την ορµή που πραγµατι έχει αυτή την ϕυσική

ερµηνεία !

ψ̃(p, t) = 〈 p |Ψ(t) 〉ψ̃(p, t) = 〈 p |Ψ(t) 〉ψ̃(p, t) = 〈 p |Ψ(t) 〉

Πως συνδέεται η ψ̃(p, t)ψ̃(p, t)ψ̃(p, t) µε τηνψ(x, t)ψ(x, t)ψ(x, t) ;
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〈 x |Ψ(t) 〉 =
∑

p

〈 x | p 〉 〈 p |Ψ(t) 〉〈 x |Ψ(t) 〉 =
∑

p

〈 x | p 〉 〈 p |Ψ(t) 〉〈 x |Ψ(t) 〉 =
∑

p

〈 x | p 〉 〈 p |Ψ(t) 〉

Αν γνωρίζαµε το εσωτερικό γινόµενο 〈 x | p 〉〈 x | p 〉〈 x | p 〉 ϑα γνωρίζαµε και την σχέση µεταξύ των κυµατικών

συναρτήσεωνψ(x, t)ψ(x, t)ψ(x, t) και ψ̃(p, t)ψ̃(p, t)ψ̃(p, t) .

Επισηµάνσεις :

I Τα φάσµατα των ιδιοτιµών της θέσης και ορµής είναι συνεχή µε τιµές στο διάστηµα
(−∞,+∞) , άρα τα προηγούµενα αθροίσµατα είναι ολοκληρώµατα !

I Αποδεικνύεται ότι ( βλέπε ασκήσεις )

〈 x | p 〉 =
1
√

2π~
e

i p x/ ~〈 x | p 〉 =
1
√

2π~
e

i p x/ ~〈 x | p 〉 =
1
√

2π~
e

i p x/ ~

Με ϐάση αυτά η σχέση µεταξύ τωνψ(x, t)ψ(x, t)ψ(x, t) , ψ̃(p, t)ψ̃(p, t)ψ̃(p, t) γράφεται

ψ(x, t) =
1
√

2π~

∫ +∞

−∞
e

i p x/ ~ ψ̃(p, t) d pψ(x, t) =
1
√

2π~

∫ +∞

−∞
e

i p x/ ~ ψ̃(p, t) d pψ(x, t) =
1
√

2π~

∫ +∞

−∞
e

i p x/ ~ ψ̃(p, t) d p



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 18/ 39

Γενική διατύπωση της QM

Χρονική εξέλιξη πλατών

Χρονική εξέλιξη των πλατών πιθανότητας

Τα πλάτη µεταβάλλονται µε τον χρόνο ως

i ~
d c k

d t
= 〈φ k | i ~

d

d t
|Ψ(t) 〉 = 〈φ k | Ĥ |Ψ(t) 〉i ~

d c k

d t
= 〈φ k | i ~

d

d t
|Ψ(t) 〉 = 〈φ k | Ĥ |Ψ(t) 〉i ~

d c k

d t
= 〈φ k | i ~

d

d t
|Ψ(t) 〉 = 〈φ k | Ĥ |Ψ(t) 〉

και αναπτύσοντας το |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉

i ~
d c k

d t
= 〈φ k | Ĥ

(∑
j

c j |φ j 〉

)
=
∑

j

〈φ k | Ĥ |φ j 〉 c ji ~
d c k

d t
= 〈φ k | Ĥ

(∑
j

c j |φ j 〉

)
=
∑

j

〈φ k | Ĥ |φ j 〉 c ji ~
d c k

d t
= 〈φ k | Ĥ

(∑
j

c j |φ j 〉

)
=
∑

j

〈φ k | Ĥ |φ j 〉 c j

i ~
d c k

d t
=
∑

j

H k j c j εξ. Schrödingeri ~
d c k

d t
=
∑

j

H k j c j εξ. Schrödingeri ~
d c k

d t
=
∑

j

H k j c j εξ. Schrödinger

όπου H k j ≡ 〈φ k | Ĥ |φ j 〉H k j ≡ 〈φ k | Ĥ |φ j 〉H k j ≡ 〈φ k | Ĥ |φ j 〉
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Καταστάσεις καθορισµένης ενέργειας

Ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας - Στάσιµες καταστάσεις
Υπάρχουν λύσεις της εξίσωσης Schrödinger που χαρακτηρίζονται από δεδοµένη ενέργεια.
Αυτές είναι ιδιοκαταστάσεις της Χαµιλτωνιανής και εποµένως η διασπορά στην ενέργεια είναι
µηδενική ! Αυτές ονοµάζονται και στάσιµες διότι οι µέσες τιµές των παρατηρησίµων µεγεθών,
όταν το σύστηµα περιγράφεται από µία τέτοια κατάσταση, δεν µεταβάλλεται µε τον χρόνο.

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε επιλύσει το πρόβληµα ιδιοτιµών-ιδιοανυσµάτων της ενέργειας για

Χαµιλτωνιανή Ĥ̂ĤH που δεν έχει εξάρτηση από τον χρόνο

Ĥ | E k 〉 = E k | E k 〉Ĥ | E k 〉 = E k | E k 〉Ĥ | E k 〉 = E k | E k 〉

Ο δείκτης kkk χαρακτηρίζει τις ιδιοτιµές E kE kE k και τις αντίστοιχες ιδιοκαταστάσεις | E k 〉| E k 〉| E k 〉 και µπορεί να

είναι συνεχής η διακριτός ( Γενικά για δέσµιες καταστάσεις ο δείκτης είναι διακριτός αλλά για το

µέρος του ϕάσµατος που περιγράφει καταστάσεις που δεν είναι δέσµιες είναι συνεχής )

Είναι προφανές ότι οι καταστάσεις

|Ψ k (t) 〉 = e
−i E k t/ ~ | E k 〉|Ψ k (t) 〉 = e
−i E k t/ ~ | E k 〉|Ψ k (t) 〉 = e
−i E k t/ ~ | E k 〉

ικανοποιούν αυτοµάτως την εξίσωση Schrödinger και εποµένως περιγράφουν ϕυσικές

καταστάσεις και µάλιστα µε καθορισµένη ενέργεια γιατί είναι ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας.
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Καταστάσεις καθορισµένης ενέργειας

Ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας - Στάσιµες καταστάσεις
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−i E k t/ ~ | E k 〉|Ψ k (t) 〉 = e
−i E k t/ ~ | E k 〉|Ψ k (t) 〉 = e
−i E k t/ ~ | E k 〉
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Ανάλυση στις ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας - Χρονική εξέλιξη των αντιστοίχων πλατών

Οποιαδήποτε κατάσταση |Ψ 〉|Ψ 〉|Ψ 〉 µπορεί να αναλυθεί ως

|Ψ(t) 〉 =
∑

c k (t) | E k 〉|Ψ(t) 〉 =
∑

c k (t) | E k 〉|Ψ(t) 〉 =
∑

c k (t) | E k 〉

Για κανονικοποιηµένες στην µονάδα ιδιοκαταστάσεις | E k 〉| E k 〉| E k 〉, οι συντελεστές c k (t)c k (t)c k (t) ικανοποιούν το

σύστηµα της σελίδας 20. Τα στοιχεία H k jH k jH k j που καθοριζουν την χρονική εξέλιξη τους είναι µηδενικά

όταν οι δείκτες k , jk , jk , j αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές ενώ όταν αντιστοιχούν σε ίδιες

ιδιοτιµές

〈 E k | Ĥ | E k 〉 = E k〈 E k | Ĥ | E k 〉 = E k〈 E k | Ĥ | E k 〉 = E k

Σε αυτήν την περίπτωση το σύστηµα της σελίδας 20 δεν εµπλέκει συντελεστές µε διαφορετικούς

δείκτες ( είναι διαγώνιο ! ) και επιλύεται άµεσα µε λύσεις

c k (t) = e
−i E k t/ ~

c k (0)c k (t) = e
−i E k t/ ~

c k (0)c k (t) = e
−i E k t/ ~

c k (0)

Η λύση αυτή ισχύει µόνο για την ανάλυση σε ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας !
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Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο καταστάσεων

" Two - state systems "
Υπάρχουν κβαντικά συστήµατα τα οποία έχουν δύο ενεργειακές καταστάσεις αλλα οι καταστάσεις

που τα περιγράφουν δεν είναι καµµία από αυτές τις καταστάσεις αλλα ανάµειξη αυτών

Μεταξύ αυτών των συστηµάτων είναι :

XXX Σωµατίδια µε σπιν που έχει δύο βαθµούς ελευθερίας, όπως το ηλεκτρόνιο, πρωτόνιο
κ.α. , ευρισκόµενα σε µαγνητικό πεδίο µε δεδοµένο προσανατολισµό σπιν που δεν
είναι αυτός της κατεύθυνσης του µαγνητικού πεδίου

XXX Τα µεσόνια K0 , K̄0K0 , K̄0K0 , K̄0 τα οποία ως κβαντικές καταστάσεις είναι αναµείξεις άλλων βαθµών
ελευθερίας, των σωµατιδίων KL , KSKL , KSKL , KS

XXX Τα νετρίνα τα οποία ως βαθµοί ελευθερίας που παράγονται σε ασθενείς διασπάσεις
άλλων σωµατιδίων είναι υπέρθεση άλλων καταστάσεων δεδοµένης µάζας

XXX ...

ΕΡΩΤΗΜΑ : Οι καταστάσεις | 1 〉| 1 〉| 1 〉 , | 2 〉| 2 〉| 2 〉 είναι ορθοκανονικές ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας

κάποιου συστήµατος µε ιδιοτιµές E1E1E1 , E2E2E2 αντίστοιχα. Οι καταστάσεις |A 〉|A 〉|A 〉 , | B 〉| B 〉| B 〉 είναι επίσης

ορθοκανονικές και γραµµικοί συνδυασµοί των | 1 〉| 1 〉| 1 〉 , | 2 〉| 2 〉| 2 〉 που δίνονται ως

|A 〉 = cos θ | 1 〉+ sin θ | 2 〉 , | B 〉 = − sin θ | 1 〉+ cos θ | 2 〉|A 〉 = cos θ | 1 〉+ sin θ | 2 〉 , | B 〉 = − sin θ | 1 〉+ cos θ | 2 〉|A 〉 = cos θ | 1 〉+ sin θ | 2 〉 , | B 〉 = − sin θ | 1 〉+ cos θ | 2 〉

όπου θθθ δεδοµένη γωνία. Την µηδενική χρονική στιγµή στο εργαστήριο παράγεται µία κατάσταση

|A 〉|A 〉|A 〉. Ποιά η πιθανότητα να ϐρεθεί το σύστηµα στην κατάσταση | B 〉| B 〉| B 〉 την στιγµή ttt ;
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Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο καταστάσεων

" Two - state systems "
Υπάρχουν κβαντικά συστήµατα τα οποία έχουν δύο ενεργειακές καταστάσεις αλλα οι καταστάσεις

που τα περιγράφουν δεν είναι καµµία από αυτές τις καταστάσεις αλλα ανάµειξη αυτών

Μεταξύ αυτών των συστηµάτων είναι :

XXX Σωµατίδια µε σπιν που έχει δύο βαθµούς ελευθερίας, όπως το ηλεκτρόνιο, πρωτόνιο
κ.α. , ευρισκόµενα σε µαγνητικό πεδίο µε δεδοµένο προσανατολισµό σπιν που δεν
είναι αυτός της κατεύθυνσης του µαγνητικού πεδίου

XXX Τα µεσόνια K0 , K̄0K0 , K̄0K0 , K̄0 τα οποία ως κβαντικές καταστάσεις είναι αναµείξεις άλλων βαθµών
ελευθερίας, των σωµατιδίων KL , KSKL , KSKL , KS

XXX Τα νετρίνα τα οποία ως βαθµοί ελευθερίας που παράγονται σε ασθενείς διασπάσεις
άλλων σωµατιδίων είναι υπέρθεση άλλων καταστάσεων δεδοµένης µάζας

XXX ...

ΕΡΩΤΗΜΑ : Οι καταστάσεις | 1 〉| 1 〉| 1 〉 , | 2 〉| 2 〉| 2 〉 είναι ορθοκανονικές ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας

κάποιου συστήµατος µε ιδιοτιµές E1E1E1 , E2E2E2 αντίστοιχα. Οι καταστάσεις |A 〉|A 〉|A 〉 , | B 〉| B 〉| B 〉 είναι επίσης

ορθοκανονικές και γραµµικοί συνδυασµοί των | 1 〉| 1 〉| 1 〉 , | 2 〉| 2 〉| 2 〉 που δίνονται ως

|A 〉 = cos θ | 1 〉+ sin θ | 2 〉 , | B 〉 = − sin θ | 1 〉+ cos θ | 2 〉|A 〉 = cos θ | 1 〉+ sin θ | 2 〉 , | B 〉 = − sin θ | 1 〉+ cos θ | 2 〉|A 〉 = cos θ | 1 〉+ sin θ | 2 〉 , | B 〉 = − sin θ | 1 〉+ cos θ | 2 〉

όπου θθθ δεδοµένη γωνία. Την µηδενική χρονική στιγµή στο εργαστήριο παράγεται µία κατάσταση

|A 〉|A 〉|A 〉. Ποιά η πιθανότητα να ϐρεθεί το σύστηµα στην κατάσταση | B 〉| B 〉| B 〉 την στιγµή ttt ;
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Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο καταστάσεων

Η κατάσταση |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 εξελίσσεται χρονικά σύµφωνα µε την εξ. Schrödinger και µπορεί να

γραφεί ως υπέρθεση των | 1 〉| 1 〉| 1 〉 και | 2 〉| 2 〉| 2 〉

|Ψ(t) 〉 = c1(t) | 1 〉+ c2(t) | 2 〉|Ψ(t) 〉 = c1(t) | 1 〉+ c2(t) | 2 〉|Ψ(t) 〉 = c1(t) | 1 〉+ c2(t) | 2 〉

Επειδή οι | 1, 2 〉| 1, 2 〉| 1, 2 〉 είναι ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας οι συντελεστές c1, c2c1, c2c1, c2 εξελίσσονται ως

c1(t) = c1(0) e
−i E 1 t/~ , c2(t) = c2(0) e

−i E 2 t/~
c1(t) = c1(0) e

−i E 1 t/~ , c2(t) = c2(0) e
−i E 2 t/~

c1(t) = c1(0) e
−i E 1 t/~ , c2(t) = c2(0) e

−i E 2 t/~

Την µηδενική χρονική στιγµή |Ψ(0) 〉 = |A 〉|Ψ(0) 〉 = |A 〉|Ψ(0) 〉 = |A 〉 οπότε c1(0) = cos θc1(0) = cos θc1(0) = cos θ και c2(0) = sin θc2(0) = sin θc2(0) = sin θ και η

κατάσταση γράφεται ως

|Ψ(t) 〉 = c e
−i E 1 t/~ | 1 〉+ s e

−i E 2 t/~ | 2 〉|Ψ(t) 〉 = c e
−i E 1 t/~ | 1 〉+ s e

−i E 2 t/~ | 2 〉|Ψ(t) 〉 = c e
−i E 1 t/~ | 1 〉+ s e

−i E 2 t/~ | 2 〉

η οποία αν εκφρασθεί συναρτήσει των |A, B 〉|A, B 〉|A, B 〉 είναι

|Ψ(t) 〉 = ( c
2

e
−i E 1 t/~ + s

2
e
−i E 2 t/~ ) |A 〉+ c s (− e

−i E 1 t/~ + e
−i E 2 t/~ ) | B 〉|Ψ(t) 〉 = ( c

2
e
−i E 1 t/~ + s

2
e
−i E 2 t/~ ) |A 〉+ c s (− e

−i E 1 t/~ + e
−i E 2 t/~ ) | B 〉|Ψ(t) 〉 = ( c

2
e
−i E 1 t/~ + s

2
e
−i E 2 t/~ ) |A 〉+ c s (− e

−i E 1 t/~ + e
−i E 2 t/~ ) | B 〉
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Η κατάσταση |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 εξελίσσεται χρονικά σύµφωνα µε την εξ. Schrödinger και µπορεί να

γραφεί ως υπέρθεση των | 1 〉| 1 〉| 1 〉 και | 2 〉| 2 〉| 2 〉

|Ψ(t) 〉 = c1(t) | 1 〉+ c2(t) | 2 〉|Ψ(t) 〉 = c1(t) | 1 〉+ c2(t) | 2 〉|Ψ(t) 〉 = c1(t) | 1 〉+ c2(t) | 2 〉

Επειδή οι | 1, 2 〉| 1, 2 〉| 1, 2 〉 είναι ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας οι συντελεστές c1, c2c1, c2c1, c2 εξελίσσονται ως

c1(t) = c1(0) e
−i E 1 t/~ , c2(t) = c2(0) e

−i E 2 t/~
c1(t) = c1(0) e

−i E 1 t/~ , c2(t) = c2(0) e
−i E 2 t/~

c1(t) = c1(0) e
−i E 1 t/~ , c2(t) = c2(0) e

−i E 2 t/~

Την µηδενική χρονική στιγµή |Ψ(0) 〉 = |A 〉|Ψ(0) 〉 = |A 〉|Ψ(0) 〉 = |A 〉 οπότε c1(0) = cos θc1(0) = cos θc1(0) = cos θ και c2(0) = sin θc2(0) = sin θc2(0) = sin θ και η

κατάσταση γράφεται ως

|Ψ(t) 〉 = c e
−i E 1 t/~ | 1 〉+ s e

−i E 2 t/~ | 2 〉|Ψ(t) 〉 = c e
−i E 1 t/~ | 1 〉+ s e

−i E 2 t/~ | 2 〉|Ψ(t) 〉 = c e
−i E 1 t/~ | 1 〉+ s e

−i E 2 t/~ | 2 〉

η οποία αν εκφρασθεί συναρτήσει των |A, B 〉|A, B 〉|A, B 〉 είναι

|Ψ(t) 〉 = ( c
2

e
−i E 1 t/~ + s

2
e
−i E 2 t/~ ) |A 〉+ c s (− e

−i E 1 t/~ + e
−i E 2 t/~ ) | B 〉|Ψ(t) 〉 = ( c

2
e
−i E 1 t/~ + s

2
e
−i E 2 t/~ ) |A 〉+ c s (− e

−i E 1 t/~ + e
−i E 2 t/~ ) | B 〉|Ψ(t) 〉 = ( c

2
e
−i E 1 t/~ + s

2
e
−i E 2 t/~ ) |A 〉+ c s (− e

−i E 1 t/~ + e
−i E 2 t/~ ) | B 〉
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Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο καταστάσεων

Το πλάτος µετάβασης στην κατάσταση | B 〉| B 〉| B 〉 είναι

〈 B |Ψ(t) 〉 = c s (− e
−i E 1 t/~ + e

−i E 2 t/~ )〈 B |Ψ(t) 〉 = c s (− e
−i E 1 t/~ + e

−i E 2 t/~ )〈 B |Ψ(t) 〉 = c s (− e
−i E 1 t/~ + e

−i E 2 t/~ )

και η πιθανότητα P(A → B)P(A → B)P(A → B) για την µετάβαση ( ¨ταλάντωση¨ ) στην κατάσταση | B 〉| B 〉| B 〉

P(A → B) = | 〈 B |Ψ(t) 〉 | 2 = sin
2 ( 2θ ) sin

2 (E 1 − E 2) t

2 ~
P(A → B) = | 〈 B |Ψ(t) 〉 | 2 = sin

2 ( 2θ ) sin
2 (E 1 − E 2) t

2 ~
P(A → B) = | 〈 B |Ψ(t) 〉 | 2 = sin

2 ( 2θ ) sin
2 (E 1 − E 2) t

2 ~

Η πιθανότητα P(A → B)P(A → B)P(A → B) είναι µικρότερη από την µονάδα όταν | sin 2θ| < 1| sin 2θ| < 1| sin 2θ| < 1 . Αν η γωνία θθθ
είναι τέτοια ώστε | sin 2θ| = 1| sin 2θ| = 1| sin 2θ| = 1 τότε υπάρχουν χρονικές στιγµές για τις οποίες η πιθανότητα να
βρεθεί το σύστηµα στην κατάσταση | B 〉| B 〉| B 〉 είναι µονάδα !

Τα συµπεράσµατα αυτά είναι άµεσα εφαρµόσιµα στις ταλαντώσεις των νετρίνων =⇒=⇒=⇒
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Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο καταστάσεων

Ταλαντώσεις νετρίνων

Στην Φύση είναι γνωστές η ηλεκτρονικη, | νe 〉| νe 〉| νe 〉 , και µιονική κατάσταση, | νµ 〉| νµ 〉| νµ 〉 , νετρίνων που

παράγονται σε συγκεκριµένες Ασθενείς διαδικασίες . Οι καταστάσεις αυτές δεν ειναι

µονοσωµατιδιακές καταστάσεις συγκεκριµένης ενέργειας-µάζας. Οι ιδιοκαταστάσεις της

Χαµιλτωνιανής συγκεκριµένης µάζας µε ορµή ppp και ενέργεια E 1 =
√

c 2p 2 + m 2
1

c 4E 1 =
√

c 2p 2 + m 2
1

c 4E 1 =
√

c 2p 2 + m 2
1

c 4 και

E 2 =
√

c 2p 2 + m 2
2

c 4E 2 =
√

c 2p 2 + m 2
2

c 4E 2 =
√

c 2p 2 + m 2
2

c 4 αντίστοιχα είναι | ν 1 〉| ν 1 〉| ν 1 〉 και | ν 2 〉| ν 2 〉| ν 2 〉 . Οι µάζες m 1,m 2m 1,m 2m 1,m 2 των καταστάσεων

| ν 1, 2 〉| ν 1, 2 〉| ν 1, 2 〉 είναι πολύ µικρές σε σύγκριση µε την ορµή p . Οι καταστάσεις | νe, νµ 〉| νe, νµ 〉| νe, νµ 〉 είναι

υπερθέσεις των | ν 1,2 〉| ν 1,2 〉| ν 1,2 〉

| νe 〉| νe 〉| νe 〉 = c | ν 1 〉+ s | ν 2 〉c | ν 1 〉+ s | ν 2 〉c | ν 1 〉+ s | ν 2 〉
| νµ 〉| νµ 〉| νµ 〉 = −s | ν 1 〉+ c | ν 2 〉−s | ν 1 〉+ c | ν 2 〉−s | ν 1 〉+ c | ν 2 〉

µε c ≡ cos θc ≡ cos θc ≡ cos θ και s ≡ sin θs ≡ sin θs ≡ sin θ και θθθ δεδοµένη γωνία. Αν την χρονική στιγµή t = 0t = 0t = 0 παραχθεί µιά

κατάσταση | νe 〉| νe 〉| νe 〉 ποιά η πιθανότητα την στιγµή t > 0t > 0t > 0 η κατάσταση αυτή να µεταβεί στην | νµ 〉| νµ 〉| νµ 〉 ;
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Το πλάτος µετάβασης στην µιονική κατάσταση είναι

〈 νµ |Ψ(t) 〉 = − s c e
−i E 1 t/~ + s c e

−i E 2 t/~〈 νµ |Ψ(t) 〉 = − s c e
−i E 1 t/~ + s c e

−i E 2 t/~〈 νµ |Ψ(t) 〉 = − s c e
−i E 1 t/~ + s c e

−i E 2 t/~

και η πιθανότητα P(νe → νµ)P(νe → νµ)P(νe → νµ) για την µετάβαση ( ¨ταλάντωση¨ )

P(νe → νµ) = | 〈 νµ |Ψ(t) 〉 | 2 = sin
2 ( 2θ ) sin

2 (E 1 − E 2) t

2 ~
P(νe → νµ) = | 〈 νµ |Ψ(t) 〉 | 2 = sin

2 ( 2θ ) sin
2 (E 1 − E 2) t

2 ~
P(νe → νµ) = | 〈 νµ |Ψ(t) 〉 | 2 = sin

2 ( 2θ ) sin
2 (E 1 − E 2) t

2 ~

Για πολύ µικρές µάζες E 1,2 = E + m 2
1,2 c 4/2EE 1,2 = E + m 2
1,2 c 4/2EE 1,2 = E + m 2
1,2 c 4/2E όπου E ' p cE ' p cE ' p c και

P(νe → νµ) = sin
2 ( 2θ ) sin

2 π r

L
P(νe → νµ) = sin

2 ( 2θ ) sin
2 π r

L
P(νe → νµ) = sin

2 ( 2θ ) sin
2 π r

L

XXX r = c tr = c tr = c t Απόσταση που διανύθηκε σε χρόνο ttt από τα νετρίνα

XXX L = 4 E π ~/c 3∆m 2L = 4 E π ~/c 3∆m 2
L = 4 E π ~/c 3∆m 2 ορίζει το Μήκος ταλάντωσης όπου ∆m 2∆m 2∆m 2 η διαφορά

|m 2
1
− m 2

2
||m 2

1
− m 2

2
||m 2

1
− m 2

2
|
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Γενική διατύπωση της QM

Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο καταστάσεων
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〈 νµ |Ψ(t) 〉 = − s c e
−i E 1 t/~ + s c e

−i E 2 t/~〈 νµ |Ψ(t) 〉 = − s c e
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−i E 2 t/~
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P(νe → νµ) = | 〈 νµ |Ψ(t) 〉 | 2 = sin

2 ( 2θ ) sin
2 (E 1 − E 2) t
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Για πολύ µικρές µάζες E 1,2 = E + m 2
1,2 c 4/2EE 1,2 = E + m 2
1,2 c 4/2EE 1,2 = E + m 2
1,2 c 4/2E όπου E ' p cE ' p cE ' p c και

P(νe → νµ) = sin
2 ( 2θ ) sin

2 π r

L
P(νe → νµ) = sin

2 ( 2θ ) sin
2 π r

L
P(νe → νµ) = sin

2 ( 2θ ) sin
2 π r

L

XXX r = c tr = c tr = c t Απόσταση που διανύθηκε σε χρόνο ttt από τα νετρίνα

XXX L = 4 E π ~/c 3∆m 2L = 4 E π ~/c 3∆m 2
L = 4 E π ~/c 3∆m 2 ορίζει το Μήκος ταλάντωσης όπου ∆m 2∆m 2∆m 2 η διαφορά

|m 2
1
− m 2

2
||m 2

1
− m 2

2
||m 2

1
− m 2

2
|
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Γενική διατύπωση της QM

Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο καταστάσεων

Το µήκος ταλάντωσης συνήθως γράφεται ως

L =
2.48 E

∆m 2 c 4
metersL =

2.48 E

∆m 2 c 4
metersL =

2.48 E

∆m 2 c 4
meters

όπου η ενέργεια EEE δίνεται σε MeVMeVMeV και η διαφορά ∆ m∆ m∆ m σε eV/c 2eV/c 2
eV/c 2 . Για E = 1 MeVE = 1 MeVE = 1 MeV και

∆ m = 1 eV/c 2∆ m = 1 eV/c 2∆ m = 1 eV/c 2 το µήκος ταλάντωσης είναι περίπου L ' 2, 5L ' 2, 5L ' 2, 5 µέτρα. Για την ίδια ενέργεια και για

∆ m = 10−2 eV/c 2∆ m = 10−2 eV/c 2∆ m = 10−2 eV/c 2 είναι περίπου L ' 25L ' 25L ' 25 χιλιόµετρα !

Οι µάζες των νετρίνων είναι πολύ µικρές, της τάξης των eVeVeV , η και ακόµα µικρότερες, µε τα

αυστηρότερα άνω όρια να προέρχονται από αστροφυσικές παρατηρήσεις και κυρίως από το

γεγονός ότι δεν µπορούν να ερµηνεύσουν την περίσσεια της Σκοτεινής Υλης του Σύµπαντος !



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 27/ 39

Γενική διατύπωση της QM

Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο καταστάσεων
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Γενική διατύπωση της QM

Παραδείγµατα χρονικής εξέλιξης καταστάσεων - Συστήµατα δύο καταστάσεων

Ηλιακά νετρίνα - Μόνο το 1/3 φθάνει στη Γή !
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Γενική διατύπωση της QM

Η έννοια των ¨bra¨ και ¨ket¨ στην Κβαντική Μηχανική

BRA c KET

� Ο χώροςHHH των ϕυσικών καταστάσεων είναι ο χώρος των ket που τα συµβολίζουµε µε | a 〉| a 〉| a 〉
� Μπορούµε να ορίσουµε έναν δυικό χώροH∗H∗H∗, τον λεγόµενο χώρο των bra, που ϑα τα

συµβολίζουµε µε 〈 a |〈 a |〈 a | αντιστοιχώντας σε κάθε ket ένα bra !

| a 〉 ∈ H ⇐⇒ 〈 a | ∈ H∗| a 〉 ∈ H ⇐⇒ 〈 a | ∈ H∗| a 〉 ∈ H ⇐⇒ 〈 a | ∈ H∗

Η αντιστοιχία ορίζεται έτσι ώστε για κάθε bra, 〈 b |〈 b |〈 b | και κάθε ket, | a 〉| a 〉| a 〉 να αντιστοιχούµε έναν

µιγαδικό αριθµό που είναι το εσωτερικό γινόµενο του | b 〉| b 〉| b 〉 µε το | a 〉| a 〉| a 〉 δηλαδή

〈 b | ∈ H∗ και | a 〉 ∈ H =⇒ 〈 b | a 〉〈 b | ∈ H∗ και | a 〉 ∈ H =⇒ 〈 b | a 〉〈 b | ∈ H∗ και | a 〉 ∈ H =⇒ 〈 b | a 〉

� Παρατηρήστε ότι το εσωτερικό γινόµενο 〈 b | a 〉〈 b | a 〉〈 b | a 〉 µπορεί να το πάρει κανείς ϐάζοντας το 〈 b |〈 b |〈 b |
δίπλα στο | a 〉| a 〉| a 〉 πλάτη µε πλάτη που αποδεικνύεται ένα εξαιρετικά εύχρηστο εργαλείο !
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Η έννοια των ¨bra¨ και ¨ket¨ στην Κβαντική Μηχανική

BRA c KET

� Ο χώροςHHH των ϕυσικών καταστάσεων είναι ο χώρος των ket που τα συµβολίζουµε µε | a 〉| a 〉| a 〉
� Μπορούµε να ορίσουµε έναν δυικό χώροH∗H∗H∗, τον λεγόµενο χώρο των bra, που ϑα τα

συµβολίζουµε µε 〈 a |〈 a |〈 a | αντιστοιχώντας σε κάθε ket ένα bra !

| a 〉 ∈ H ⇐⇒ 〈 a | ∈ H∗| a 〉 ∈ H ⇐⇒ 〈 a | ∈ H∗| a 〉 ∈ H ⇐⇒ 〈 a | ∈ H∗

Η αντιστοιχία ορίζεται έτσι ώστε για κάθε bra, 〈 b |〈 b |〈 b | και κάθε ket, | a 〉| a 〉| a 〉 να αντιστοιχούµε έναν

µιγαδικό αριθµό που είναι το εσωτερικό γινόµενο του | b 〉| b 〉| b 〉 µε το | a 〉| a 〉| a 〉 δηλαδή

〈 b | ∈ H∗ και | a 〉 ∈ H =⇒ 〈 b | a 〉〈 b | ∈ H∗ και | a 〉 ∈ H =⇒ 〈 b | a 〉〈 b | ∈ H∗ και | a 〉 ∈ H =⇒ 〈 b | a 〉

� Παρατηρήστε ότι το εσωτερικό γινόµενο 〈 b | a 〉〈 b | a 〉〈 b | a 〉 µπορεί να το πάρει κανείς ϐάζοντας το 〈 b |〈 b |〈 b |
δίπλα στο | a 〉| a 〉| a 〉 πλάτη µε πλάτη που αποδεικνύεται ένα εξαιρετικά εύχρηστο εργαλείο !
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Γενική διατύπωση της QM

Η έννοια των ¨bra¨ και ¨ket¨ στην Κβαντική Μηχανική

Με ϐάση τα προηγούµενα πολύ εύκολα µπορούν να δειχθούν οι ακόλουθες ιδιότητες

|Φ 〉 = λ1 |Φ 1 〉 + λ2 |Φ 2 〉 ⇐⇒ 〈Φ | = λ∗1 〈Φ 1 | + λ∗2 〈Φ 2 ||Φ 〉 = λ1 |Φ 1 〉 + λ2 |Φ 2 〉 ⇐⇒ 〈Φ | = λ∗1 〈Φ 1 | + λ∗2 〈Φ 2 ||Φ 〉 = λ1 |Φ 1 〉 + λ2 |Φ 2 〉 ⇐⇒ 〈Φ | = λ∗1 〈Φ 1 | + λ∗2 〈Φ 2 |

|Φ 〉 = Â |χ 〉 ⇐⇒ 〈Φ | = 〈χ | Â
†|Φ 〉 = Â |χ 〉 ⇐⇒ 〈Φ | = 〈χ | Â
†|Φ 〉 = Â |χ 〉 ⇐⇒ 〈Φ | = 〈χ | Â
†

� Είναι σύνηθες στην Κβαντική Μηχανική να συναντάµε τελεστές µε την ακόλουθη µορφή

Q̂ ≡ | a 〉 〈 b |Q̂ ≡ | a 〉 〈 b |Q̂ ≡ | a 〉 〈 b |

Η δράση αυτού του τελεστή σε κάποιο ket |ψ 〉|ψ 〉|ψ 〉 είναι εξ ορισµού

Q̂ |ψ 〉 ≡ | a 〉 〈 b |ψ 〉Q̂ |ψ 〉 ≡ | a 〉 〈 b |ψ 〉Q̂ |ψ 〉 ≡ | a 〉 〈 b |ψ 〉

Το αποτέλεσµα αυτό προκύπτει ϐάζοντας το ket |ψ 〉|ψ 〉|ψ 〉 στα δεξιά του Q̂ ≡ | a 〉 〈 b |Q̂ ≡ | a 〉 〈 b |Q̂ ≡ | a 〉 〈 b | !

Βάζοντας ένα bra 〈φ |〈φ |〈φ | στα αριστερά του Q̂̂Q̂Q προκύπτει το bra 〈φ | Q̂ ≡ 〈φ | a 〉 〈 b |〈φ | Q̂ ≡ 〈φ | a 〉 〈 b |〈φ | Q̂ ≡ 〈φ | a 〉 〈 b |.
Ετσι ορίζεται η δράση του Q̂̂Q̂Q στον χώρο των bra !
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Γενική διατύπωση της QM

Η έννοια των ¨bra¨ και ¨ket¨ στην Κβαντική Μηχανική

� Ο συζυγής του Q̂̂Q̂Q που ορίσθηκε προηγουµένως εύκολα αποδεικνύεται ότι είναι

Q̂
† = | b 〉 〈 a |Q̂
† = | b 〉 〈 a |Q̂
† = | b 〉 〈 a |

� Είναι προφανές ότι µπορούµε να ορίσουµε και αθροίσµατα τέτοιων τελεστών όπως για

παράδειγµα

R̂ ≡ c 1 | a 1 〉 〈 b 1 | + c 2 | a 2 〉 〈 b 2 | + · · ·R̂ ≡ c 1 | a 1 〉 〈 b 1 | + c 2 | a 2 〉 〈 b 2 | + · · ·R̂ ≡ c 1 | a 1 〉 〈 b 1 | + c 2 | a 2 〉 〈 b 2 | + · · ·

του οποίου ϐέβαια ο συζυγής είναι

R̂
† = c

∗
1 | b 1 〉 〈 a 1 | + c

∗
2 | b 2 〉 〈 a 2 | + · · ·R̂

† = c
∗
1 | b 1 〉 〈 a 1 | + c

∗
2 | b 2 〉 〈 a 2 | + · · ·R̂

† = c
∗
1 | b 1 〉 〈 a 1 | + c

∗
2 | b 2 〉 〈 a 2 | + · · ·

Αν ϑέλουµε να ϐρούµε γινόµενα τέτοιων τελεστών δεν έχουµε παρά να τους ϐάλουµε στην

σειρά και µετά να ϐάλουµε πλάτη µε πλάτη τα bra µε τα ket . Για παράδειγµα αν έχουµε τους

τελεστές Q̂ = | a 〉 〈 b |Q̂ = | a 〉 〈 b |Q̂ = | a 〉 〈 b | και Ŝ = |A 〉 〈 B |Ŝ = |A 〉 〈 B |Ŝ = |A 〉 〈 B | τότε

Ŝ Q̂ = |A 〉 〈 B | a 〉 〈 b | = c |A 〉 〈 b |Ŝ Q̂ = |A 〉 〈 B | a 〉 〈 b | = c |A 〉 〈 b |Ŝ Q̂ = |A 〉 〈 B | a 〉 〈 b | = c |A 〉 〈 b |

όπου στην τελευταία ισότητα απλά συµβολίσαµε µε c = 〈 B | a 〉c = 〈 B | a 〉c = 〈 B | a 〉 .
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Γενική διατύπωση της QM

Η έννοια των ¨bra¨ και ¨ket¨ στην Κβαντική Μηχανική

� Μιά ειδική κατηγορία τέτοιων τελεστών είναι

P̂ = | a 〉 〈 a | µε 〈 a | a 〉 = 1P̂ = | a 〉 〈 a | µε 〈 a | a 〉 = 1P̂ = | a 〉 〈 a | µε 〈 a | a 〉 = 1

Αυτοί οι τελεστές έχουν την ιδιότητα

P̂
2 = P̂ και P̂

† = P̂P̂
2 = P̂ και P̂

† = P̂P̂
2 = P̂ και P̂

† = P̂

Τελεστές µε αυτές τις ιδιότητες ονοµάζονται γενικά προβολικοί.

� Μπορούµε να έχουµε και αθροίσµατα τέτοιων τελεστών

P̂ =
∑

j

| a j 〉 〈 a j | µε 〈 a k | a m 〉 = δ k mP̂ =
∑

j

| a j 〉 〈 a j | µε 〈 a k | a m 〉 = δ k mP̂ =
∑

j

| a j 〉 〈 a j | µε 〈 a k | a m 〉 = δ k m

που είναι επίσης προβολικοί !
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Η έννοια των ¨bra¨ και ¨ket¨ στην Κβαντική Μηχανική

� Στην περίπτωση που το σύνολο των | a j 〉| a j 〉| a j 〉 είναι επιπρόσθετα και πλήρες ο τελεστές P̂̂P̂P είναι ο

ταυτοτικός τελεστής 1̂̂1̂1, οπότε

1̂ =
∑

j

| a j 〉 〈 a j | ιδιoτητα πληρoτηταs1̂ =
∑

j

| a j 〉 〈 a j | ιδιoτητα πληρoτηταs1̂ =
∑

j

| a j 〉 〈 a j | ιδιoτητα πληρoτηταs

Για να δειχθεί αυτό : Η δράση του δεξιού µέλους σε ένα τυχαίο |Ψ 〉|Ψ 〉|Ψ 〉 δίνει

∑
j

| a j 〉 〈 a j |Ψ 〉
∑

j

| a j 〉 〈 a j |Ψ 〉
∑

j

| a j 〉 〈 a j |Ψ 〉

που είναι ακριβώς το ίδιο το |Ψ 〉|Ψ 〉|Ψ 〉 όταν αυτό αναπτυχθεί ως προς την ϐάση | a j 〉| a j 〉| a j 〉 ( δες τις

σχετικές εκφράσεις στην σελίδα 13 ). Επειδή αυτό ισχύει για το οποιοδήποτε |Ψ 〉|Ψ 〉|Ψ 〉 ο τελεστής

αυτός είναι ο ταυτοτικός που η δράση του σε κάθε άνυσµα του χώρου δίνει το ίδιο το άνυσµα !

� Είναι προφανές ότι η ιδιότητα της πληρότητας , όπως εκφράζεται πιο
πάνω, ισχύει για τα ιδιοανύσµατα ενός αυτοσυζυγούς και γραµµικού
τελεστή όταν αυτά κανονικοποιηθούν κατάλληλα στην µονάδα.
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Γενική διατύπωση της QM

Κβαντική Μηχανική ως ¨ Μηχανική Πινάκων ¨ - ( Heisenberg , Jordan )

Αναπαράσταση µε πίνακες - Matrix Mechanics

I Σε οποιαδήποτε πλήρη ορθοκανονική ϐάση ανυσµάτων | e n 〉| e n 〉| e n 〉 κάθε ket µπορεί να

αναπτυχθεί ως

|Ψ 〉 =
∑

n

c n | e n 〉|Ψ 〉 =
∑

n

c n | e n 〉|Ψ 〉 =
∑

n

c n | e n 〉

όπου οι συντελεστές | e n 〉| e n 〉| e n 〉 δίνονται από την c n = 〈 e n |Ψ 〉c n = 〈 e n |Ψ 〉c n = 〈 e n |Ψ 〉 .

Αν |Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 είναι ϕυσική κατάσταση τότε έχει χρονική εξάρτηση και οι συντελεστές

c n(t)c n(t)c n(t) εξαρτώνται από τον χρόνο

|Ψ(t) 〉 =
∑

n

c n(t) | e n 〉|Ψ(t) 〉 =
∑

n

c n(t) | e n 〉|Ψ(t) 〉 =
∑

n

c n(t) | e n 〉

I Τα | e n 〉| e n 〉| e n 〉 µπορούν να είναι π.χ. τα κανονικοποιηµένα στην µονάδα ιδιοανύσµατα κάποιου

Ερµιτιανού τελεστή !
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Κβαντική Μηχανική ως ¨ Μηχανική Πινάκων ¨ - ( Heisenberg , Jordan )

� Το εσωτερικό γινόµενο δύο ket |Ψ 〉 , |Φ 〉|Ψ 〉 , |Φ 〉|Ψ 〉 , |Φ 〉 µε συντελεστές c n , d nc n , d nc n , d n :

〈Ψ |Φ 〉 =
∑

n

c
∗
n d n〈Ψ |Φ 〉 =

∑
n

c
∗
n d n〈Ψ |Φ 〉 =

∑
n

c
∗
n d n

� Η µέση τιµή φυσικού µεγέθους AAA µε τελεστή Â̂ÂA είναι :

〈A 〉 =
∑
n,m

c
∗
n A n m c m〈A 〉 =

∑
n,m

c
∗
n A n m c m〈A 〉 =

∑
n,m

c
∗
n A n m c m

όπου τα στοιχεία A n mA n mA n m ορίζονται ως A n m = 〈 e n | Â | e m 〉A n m = 〈 e n | Â | e m 〉A n m = 〈 e n | Â | e m 〉

� Από την εξίσωση Schrödinger έχουµε :

i ~
d c k

d t
=

∑
j

H k j c ji ~
d c k

d t
=

∑
j

H k j c ji ~
d c k

d t
=

∑
j

H k j c j

όπου H k j ≡ 〈 e k | Ĥ | e j 〉H k j ≡ 〈 e k | Ĥ | e j 〉H k j ≡ 〈 e k | Ĥ | e j 〉
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Κβαντική Μηχανική ως ¨ Μηχανική Πινάκων ¨ - ( Heisenberg , Jordan )

� Το εσωτερικό γινόµενο δύο ket |Ψ 〉 , |Φ 〉|Ψ 〉 , |Φ 〉|Ψ 〉 , |Φ 〉 µε συντελεστές c n , d nc n , d nc n , d n :

〈Ψ |Φ 〉 =
∑

n

c
∗
n d n〈Ψ |Φ 〉 =

∑
n

c
∗
n d n〈Ψ |Φ 〉 =

∑
n

c
∗
n d n

� Η µέση τιµή φυσικού µεγέθους AAA µε τελεστή Â̂ÂA είναι :

〈A 〉 =
∑
n,m

c
∗
n A n m c m〈A 〉 =

∑
n,m

c
∗
n A n m c m〈A 〉 =

∑
n,m

c
∗
n A n m c m

όπου τα στοιχεία A n mA n mA n m ορίζονται ως A n m = 〈 e n | Â | e m 〉A n m = 〈 e n | Â | e m 〉A n m = 〈 e n | Â | e m 〉

� Από την εξίσωση Schrödinger έχουµε :

i ~
d c k

d t
=

∑
j

H k j c ji ~
d c k

d t
=

∑
j

H k j c ji ~
d c k

d t
=

∑
j

H k j c j
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Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 36/ 39

Γενική διατύπωση της QM

Κβαντική Μηχανική ως ¨ Μηχανική Πινάκων ¨ - ( Heisenberg , Jordan )

� Το εσωτερικό γινόµενο δύο ket |Ψ 〉 , |Φ 〉|Ψ 〉 , |Φ 〉|Ψ 〉 , |Φ 〉 µε συντελεστές c n , d nc n , d nc n , d n :

〈Ψ |Φ 〉 =
∑

n

c
∗
n d n〈Ψ |Φ 〉 =

∑
n

c
∗
n d n〈Ψ |Φ 〉 =

∑
n

c
∗
n d n

� Η µέση τιµή φυσικού µεγέθους AAA µε τελεστή Â̂ÂA είναι :
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Κβαντική Μηχανική ως ¨ Μηχανική Πινάκων ¨ - ( Heisenberg , Jordan )

Με ϐαση αυτά µπορούµε να αναπαραστήσουµε :

� Τα ket και τα bra

Κάθε ket µε µονόστηλο πίνακα:

|Ψ 〉 =⇒ c ≡


c 1

c 2

c 3

...
c N

|Ψ 〉 =⇒ c ≡


c 1

c 2

c 3

...
c N

|Ψ 〉 =⇒ c ≡


c 1

c 2

c 3

...
c N


|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|

Το αντίστοιχο bra µε τον πίνακα:

〈Ψ | =⇒ c
† ≡ ( c∗

1
, c∗

2
, · · · c∗

N
)〈Ψ | =⇒ c

† ≡ ( c∗
1
, c∗

2
, · · · c∗

N
)〈Ψ | =⇒ c

† ≡ ( c∗
1
, c∗

2
, · · · c∗

N
)

� Οποιονδήποτε τελεστή µε N × NN × NN × N πίνακα:

Â =⇒ A ≡


A 11 A 12 ... A 1N

A 21 A 22 ... A 2N

... ... ... ...
A N1 ... ... A NN

Â =⇒ A ≡


A 11 A 12 ... A 1N

A 21 A 22 ... A 2N

... ... ... ...
A N1 ... ... A NN

Â =⇒ A ≡


A 11 A 12 ... A 1N

A 21 A 22 ... A 2N

... ... ... ...
A N1 ... ... A NN





Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 37/ 39

Γενική διατύπωση της QM

Κβαντική Μηχανική ως ¨ Μηχανική Πινάκων ¨ - ( Heisenberg , Jordan )

Με ϐαση αυτά µπορούµε να αναπαραστήσουµε :

� Τα ket και τα bra

Κάθε ket µε µονόστηλο πίνακα:

|Ψ 〉 =⇒ c ≡


c 1

c 2

c 3

...
c N

|Ψ 〉 =⇒ c ≡


c 1

c 2

c 3

...
c N

|Ψ 〉 =⇒ c ≡


c 1

c 2

c 3

...
c N


|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|

|
|
|
|
|
|

Το αντίστοιχο bra µε τον πίνακα:

〈Ψ | =⇒ c
† ≡ ( c∗

1
, c∗

2
, · · · c∗

N
)〈Ψ | =⇒ c

† ≡ ( c∗
1
, c∗

2
, · · · c∗

N
)〈Ψ | =⇒ c

† ≡ ( c∗
1
, c∗

2
, · · · c∗

N
)

� Οποιονδήποτε τελεστή µε N × NN × NN × N πίνακα:
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Κβαντική Μηχανική ως ¨ Μηχανική Πινάκων ¨ - ( Heisenberg , Jordan )

� Εσωτερικό γινόµενο :

〈Ψ |Φ 〉 === c
†
d〈Ψ |Φ 〉 === c
†
d〈Ψ |Φ 〉 === c
†
d

� Μέση τιµή :

〈A 〉 === c
†
Ac〈A 〉 === c
†
Ac〈A 〉 === c
†
Ac

� Εξίσωση Schrödinger :

ι ~
d c

d t
= Hcι ~

d c

d t
= Hcι ~

d c

d t
= Hc
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Γενική διατύπωση της QM

Κβαντική Μηχανική ως ¨ Μηχανική Πινάκων ¨ - ( Heisenberg , Jordan )

I Οι αυτοσυζυγείς τελεστές στην αναπαράσταση πινάκων είναι αυτοσυζυγείς πίνακες. Αυτό

σηµαίνει ότι τα στοιχεία πίνακα είναι τέτοια ώστε

A k j = A
∗
j kA k j = A
∗
j kA k j = A
∗
j k

Τα ϕυσικά µεγέθη αντιπροσωπεύονται από αυτοσυζυγείς τελεστές και εποµένως τα

στοιχεία πίνακα έχουν πράγµατι αυτήν την ιδιότητα.

I Στην αναπαράσταση πινάκων οι ιδιοτιµές λ κάποιου τελεστή Â προκύπτουν ως οι ϱίζες του

χαρακτηριστικού πολυωνύµου

det (A − λ 1 ) = 0det (A − λ 1 ) = 0det (A − λ 1 ) = 0

Μετά την εύρεση των ιδιοτιµών µπορούµε στην αναπαράσταση αυτή να ϐρούµε και τα

αντίστοιχα ιδιανύσµατα

Η αναπαράσταση των καταστάσεων και των τελεστών από πίνακες είναι από τα σηµαντικά ϑέµατα

της Κβαντικής Μηχανικής. Η γλώσσα της Κυµατικής Μηχανικής µέσω της εξίσωσης Schrödinger

δεν είναι παρά η λεγοµένη αναπαράσταση θέσης όπου η ϐάση των | e n 〉| e n 〉| e n 〉 έχει επιλεγεί να είναι

τα ( συνεχή ) ιδιοανύσµατα του τελεστή της ϑέσης | x 〉| x 〉| x 〉 . Σε αυτήν τη περίπτωση η κατάσταση

|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉|Ψ(t) 〉 αναλύεται σε αυτά τα ιδιοανύσµατα και οι συντελεστές c n = 〈 e n |Ψ(t) 〉c n = 〈 e n |Ψ(t) 〉c n = 〈 e n |Ψ(t) 〉 γίνονται

〈 x |Ψ(t) 〉〈 x |Ψ(t) 〉〈 x |Ψ(t) 〉 που είναι το πλάτος πιθανότητας το σύστηµα να ϐρεθεί στην ϑέση xxx άρα είναι η

κυµατική συνάρτηση ! ( ∆ες και σελίδες 17 - 18 )
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Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 



Σημειώματα 
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Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου 

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.1   

H έκδοση 1.0 είναι διαθέσιμη εδώ.  

 

http://users.uoa.gr/~alahanas/index7.html
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Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήμιον Αθηνών. Αθανάσιος 
Λαχανάς. «Κβαντική Μηχανική ΙΙ. Ενότητα 1: Γενική διατύπωση της Κβαντικής 
Μηχανικής». Έκδοση: 1.1. Αθήνα 2016. Διαθέσιμο από τη δικτυακή 
διεύθυνση: http://opencourses.uoa.gr/courses/PHYS9/. 
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Σημείωμα Αδειοδότησης 
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά Δημιουργού-Μη Εμπορική Χρήση- Όχι παράγωγα έργα  4.0 [1] ή 
μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. 
φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία 
αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων 
Τρίτων».                      

 
[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/ 
 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο 
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 
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Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 

 


	enothta1
	en1
	part1
	en1

	en1
	enothta1

