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Στροφορµή

Η Στροφορµή στην Κβαντική Μηχανική
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Στροφορµή

Η Στροφορµή ως κβαντικό µέγεθος

Η Τροχιακή Στροφορµή

L̂ = r̂ × p̂L̂ = r̂ × p̂L̂ = r̂ × p̂ Tρoχιακη Στρoϕoρµη

I r̂̂r̂r οι συνιστώσες του τελεστή της ϑέσης

r̂ = (x̂ , ŷ , ẑ)r̂ = (x̂ , ŷ , ẑ)r̂ = (x̂ , ŷ , ẑ)

I p̂̂p̂p οι συνιστώσες του τελεστή της ορµής

p̂ = (p̂ x , p̂ y , p̂ z)p̂ = (p̂ x , p̂ y , p̂ z)p̂ = (p̂ x , p̂ y , p̂ z)

Οι συνιστώσες της τροχιακής στροφορµής είναι

L̂ x = ŷ p̂ z − ẑ p̂ y , L̂ y = ẑ p̂ x − x̂ p̂ z , L̂ z = x̂ p̂ y − ŷ p̂ xL̂ x = ŷ p̂ z − ẑ p̂ y , L̂ y = ẑ p̂ x − x̂ p̂ z , L̂ z = x̂ p̂ y − ŷ p̂ xL̂ x = ŷ p̂ z − ẑ p̂ y , L̂ y = ẑ p̂ x − x̂ p̂ z , L̂ z = x̂ p̂ y − ŷ p̂ x
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Στροφορµή

Η Στροφορµή ως κβαντικό µέγεθος

Το τετράγωνο του µέτρου της τροχιακής στροφορµής :

L̂ 2 = L̂
2
x + L̂

2
y + L̂

2
zL̂ 2 = L̂

2
x + L̂

2
y + L̂

2
zL̂ 2 = L̂

2
x + L̂

2
y + L̂

2
z

Η ¨Αλγεβρα¨ της στροφορµής :

[
L̂ x , L̂ y

]
= ι̇ ~ L̂ z ,

[
L̂ y , L̂ z

]
= ι̇ ~ L̂ x ,

[
L̂ z , L̂ x

]
= ι̇ ~ L̂ y

[
L̂ x , L̂ y

]
= ι̇ ~ L̂ z ,

[
L̂ y , L̂ z

]
= ι̇ ~ L̂ x ,

[
L̂ z , L̂ x

]
= ι̇ ~ L̂ y

[
L̂ x , L̂ y

]
= ι̇ ~ L̂ z ,

[
L̂ y , L̂ z

]
= ι̇ ~ L̂ x ,

[
L̂ z , L̂ x

]
= ι̇ ~ L̂ y[

L̂ 2 , L̂ k

]
= 0 , k = x, y, z

[
L̂ 2 , L̂ k

]
= 0 , k = x, y, z

[
L̂ 2 , L̂ k

]
= 0 , k = x, y, z

� Η Αλγεβρα της στροφορµής είναι η ίδια ανεξαρτήτως του είδους αυτής

( τροχιακής η ιδιοστροφορµής = σπιν )
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Στροφορµή

Η Στροφορµή ως κβαντικό µέγεθος

Η ¨ Ιδιοστροφορµή ¨ ( spin )

Εκτός της τροχιακής στροφορµής ορισµένα κβαντικά συστήµατα έχουν και εσωτερική
στροφορµή ( ιδιοστροφορµή η σπιν ) που δεν συνδέεται µε την θέση και την ορµή τους !

I Κλασικό σωµατίδιο µε ϕορτίο e µάζα m και στροφορµή~J έχει µαγνητική ϱοπή

~µ =
e

2 m c

~J~µ =
e

2 m c

~J~µ =
e

2 m c

~J

I Η δυναµική ενέργεια και η δύναµη που ασκείται σε αυτό όταν ϐρεθεί σε µαγνητικό πεδίο

είναι

UB = − ~µ ·~B =⇒ ~F = − ~∇ UBUB = − ~µ ·~B =⇒ ~F = − ~∇ UBUB = − ~µ ·~B =⇒ ~F = − ~∇ UB

I Σε ανοµοιογενές µαγνητικό πεδίο η δύναµη είναι ανάλογη της στροφορµής του

συστήµατος.
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Στροφορµή

Η Στροφορµή ως κβαντικό µέγεθος

Οι O. Stern - W. Gerlach, 1922 έδειξαν ότι η στροφορµή είναι κβαντισµένη και επίσης ότι το

ηλεκτρόνιο διαθέτει εσωτερική στροφορµή ( σπιν ) !

   ∆έσµη ατόµων αργύρου ( Ag ) διέρχεται από ανοµοιογενές µαγνητικό πεδίο κατά την

κατεύθυνση - z

~B = ẑ B z (z)~B = ẑ B z (z)~B = ẑ B z (z)

   Τα άτοµα Ag είναι ουδέτερα και δεν υφίστανται δύναµη ( Lorentz ) ~F = q ~u ×~B~F = q ~u ×~B~F = q ~u ×~B . Η

µοναδική δύναµη είναι λόγω της µαγνητικής ϱοπής και για το συγκεκριµένο πεδίο µόνο

κατά την διεύθυνση - z

Fz = µz

∂ B z

∂ z
Fz = µz

∂ B z

∂ z
Fz = µz

∂ B z

∂ z

   Τα 46 από τα 47 ηλεκτρόνια του Ag ϐρίσκονται σε κατάσταση µηδενικής ολικής

στροφορµής και το µοναδικό εξωτερικό ηλεκτρόνιο ϐρίσκεται σε κατάσταση µε µηδενική

τροχιακή στροφορµή.

Η µαγνητική ροπή του συστήµατος οφείλεται στο σπιν αυτού του ηλεκτρονίου !
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Στροφορµή

Η Στροφορµή ως κβαντικό µέγεθος

Η δύναµη που ασκείται στα άτοµα Ag είναι ανάλογη του σπιν του ηλεκτρονίου στην κατεύθυνση - z :

F z =
e

2 me c

∂ B z

∂ z
S zF z =

e

2 me c

∂ B z

∂ z
S zF z =

e

2 me c

∂ B z

∂ z
S z

��� ∆εν αναµένεται διαχωρισµός της δέσµης αν το ηλεκτρόνιο δεν διαθέτει σπιν, S z = 0S z = 0S z = 0.

��� Αν S z 6= 0S z 6= 0S z 6= 0 και παίρνει συνεχείς τιµές− S ≤ S z ≤ S− S ≤ S z ≤ S− S ≤ S z ≤ S αναµένεται διαχωρισµός της

δέσµης µε συνεχή τρόπο !

��� Αν S z 6= 0S z 6= 0S z 6= 0 και παίρνει διακριτές τιµές αναµένεται διαχωρισµός της δέσµης σε υποδέσµες

τόσες όσες οι τιµές που παίρνει η S zS zS z !
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Στροφορµή

Η Στροφορµή ως κβαντικό µέγεθος
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Στροφορµή

Η Στροφορµή ως κβαντικό µέγεθος
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Στροφορµή

Η Στροφορµή ως κβαντικό µέγεθος
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Στροφορµή

Η Στροφορµή ως κβαντικό µέγεθος

Ο τελεστής του σπιν

XXX Το σπιν κβαντικού συστήµατος είναι ( ψευδο -) ανυσµατικό µέγεθος όπως η τροχιακή
στροφορµή

Ŝ = (Ŝ x , Ŝ y , Ŝ z)Ŝ = (Ŝ x , Ŝ y , Ŝ z)Ŝ = (Ŝ x , Ŝ y , Ŝ z)

XXX οι συνιστώσες του ικανοποιούν τις ίδιες σχέσεις µετάθεσης µε την τροχιακή στροφορµή

[
Ŝ x , Ŝ y

]
= ι̇ ~ Ŝ z ,

[
Ŝ y , Ŝ z

]
= ι̇ ~ Ŝ x ,

[
Ŝ z , Ŝ x

]
= ι̇ ~ Ŝ y

[
Ŝ x , Ŝ y

]
= ι̇ ~ Ŝ z ,

[
Ŝ y , Ŝ z

]
= ι̇ ~ Ŝ x ,

[
Ŝ z , Ŝ x

]
= ι̇ ~ Ŝ y

[
Ŝ x , Ŝ y

]
= ι̇ ~ Ŝ z ,

[
Ŝ y , Ŝ z

]
= ι̇ ~ Ŝ x ,

[
Ŝ z , Ŝ x

]
= ι̇ ~ Ŝ y[

Ŝ 2 , Ŝ k

]
= 0 , k = x, y, z

[
Ŝ 2 , Ŝ k

]
= 0 , k = x, y, z

[
Ŝ 2 , Ŝ k

]
= 0 , k = x, y, z
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[
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Ŝ 2 , Ŝ k
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Στροφορµή

Η Κβάντωση της Στροφορµής

Η Αλγεβρα και η Κβάντωση της Στροφορµής

��� Ĵ 1 , Ĵ 2 , Ĵ 3Ĵ 1 , Ĵ 2 , Ĵ 3Ĵ 1 , Ĵ 2 , Ĵ 3 αυτοσυζυγείς τελεστές που ικανοποιούν τις σχέσεις µετάθεσης

[ Ĵ 1 , Ĵ 2 ] = ι̇ ~ Ĵ 3 , [ Ĵ 2 , Ĵ 3 ] = ι̇ ~ Ĵ 1 , [ Ĵ 3 , Ĵ 1 ] = ι̇ ~ Ĵ 2[ Ĵ 1 , Ĵ 2 ] = ι̇ ~ Ĵ 3 , [ Ĵ 2 , Ĵ 3 ] = ι̇ ~ Ĵ 1 , [ Ĵ 3 , Ĵ 1 ] = ι̇ ~ Ĵ 2[ Ĵ 1 , Ĵ 2 ] = ι̇ ~ Ĵ 3 , [ Ĵ 2 , Ĵ 3 ] = ι̇ ~ Ĵ 1 , [ Ĵ 3 , Ĵ 1 ] = ι̇ ~ Ĵ 2

[ Ĵ 2 , Ĵ k ] = 0 , k = 1, 2, 3[ Ĵ 2 , Ĵ k ] = 0 , k = 1, 2, 3[ Ĵ 2 , Ĵ k ] = 0 , k = 1, 2, 3

όπου Ĵ 2 = Ĵ 2
1

+ Ĵ 2
2

+ Ĵ 2
3

Ĵ 2 = Ĵ 2
1

+ Ĵ 2
2

+ Ĵ 2
3Ĵ 2 = Ĵ 2

1
+ Ĵ 2

2
+ Ĵ 2

3

��� Από την ¨ Αλγεβρα ¨ καθορίζονται οι ιδιοτιµές των Ĵ 2Ĵ 2Ĵ 2 και Ĵ kĴ kĴ k !

Ĵ 2Ĵ 2
Ĵ 2 =⇒=⇒=⇒ ~2

j ( j + 1 ) j = 0 ,
1

2
, 1,

3

2
, · · ·~2

j ( j + 1 ) j = 0 ,
1

2
, 1,

3

2
, · · ·~2

j ( j + 1 ) j = 0 ,
1

2
, 1,

3

2
, · · ·

Ĵ kĴ kĴ k =⇒=⇒=⇒ ~ m m = −j , −j + 1 , · · · j~ m m = −j , −j + 1 , · · · j~ m m = −j , −j + 1 , · · · j
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Στροφορµή

Η Κβάντωση της Στροφορµής

| j, m >| j, m >| j, m > κοινά ιδιοανύσµατα του Ĵ 2Ĵ 2Ĵ 2 και ενός µόνο απο τους Ĵ kĴ kĴ k , π.χ. του Ĵ 3Ĵ 3Ĵ 3

Ĵ 2 | j, m > = ~2
j (j + 1) | j, m > , Ĵ 3 | j, m > = ~m | j, m >Ĵ 2 | j, m > = ~2
j (j + 1) | j, m > , Ĵ 3 | j, m > = ~m | j, m >Ĵ 2 | j, m > = ~2
j (j + 1) | j, m > , Ĵ 3 | j, m > = ~m | j, m >
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jjj mmm αρ. κατ. 2 j + 12 j + 12 j + 1 Καταστάσεις
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| 1/2 , +1/2 >| 1/2 , +1/2 >| 1/2 , +1/2 >
1/2 - 1/2 , 1/2 2

| 1/2 , −1/2 >| 1/2 , −1/2 >| 1/2 , −1/2 >

| 1 , +1 >| 1 , +1 >| 1 , +1 >
1 -1 , 0 , 1 3 | 1 , 0 >| 1 , 0 >| 1 , 0 >

| 1 , −1 >| 1 , −1 >| 1 , −1 >

· · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · · · · ·· · ·· · ·
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Η Κβάντωση της Στροφορµής

��� Ĵ + , Ĵ−Ĵ + , Ĵ−Ĵ + , Ĵ− ορίζονται ως γραµµικοί συνδυασµοί των Ĵ 1 , Ĵ 2Ĵ 1 , Ĵ 2Ĵ 1 , Ĵ 2

Ĵ + = Ĵ 1 + ι̇ Ĵ 2 , Ĵ− = Ĵ 1 − ι̇ Ĵ 2Ĵ + = Ĵ 1 + ι̇ Ĵ 2 , Ĵ− = Ĵ 1 − ι̇ Ĵ 2Ĵ + = Ĵ 1 + ι̇ Ĵ 2 , Ĵ− = Ĵ 1 − ι̇ Ĵ 2

Ενεργούν ως τελεστές που ανεβάζουν και κατεβάζουν την τιµή του κβαντικού αριθµού ”m””m””m”

Ĵ + | j, m >Ĵ + | j, m >Ĵ + | j, m > === C + | j, m + 1 >C + | j, m + 1 >C + | j, m + 1 >

Ĵ− | j, m >Ĵ− | j, m >Ĵ− | j, m > === C− | j, m− 1 >C− | j, m− 1 >C− | j, m− 1 >

Αν οι καταστάσεις | j,m >| j,m >| j,m > είναι κανονικοποιηµένες στην µονάδα τότε οι συντελεστές C±C±C±
προσδιορίζονται εκτός από έναν πολλαπλασιαστικό παράγοντα µέτρου = 1 ( ϕάση ). Η συνήθης

σύµβαση είναι ο παράγοντας αυτός να λαµβάνεται µονάδα οπότε

C + = ~
√

j (j + 1)− m (m + 1) , C− = ~
√

j (j + 1)− m (m− 1)C + = ~
√

j (j + 1)− m (m + 1) , C− = ~
√

j (j + 1)− m (m− 1)C + = ~
√

j (j + 1)− m (m + 1) , C− = ~
√

j (j + 1)− m (m− 1)
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Απόδειξη

.....................................

...................
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Στροφορµή

Η Κβάντωση της Στροφορµής

Τα συµπεράσµατα είναι εφαρµόσιµα στην στροφορµή

ΣΠΙΝ
Ĵ 1 , Ĵ 2 , Ĵ 3 =⇒ Ŝ x , Ŝ y , Ŝ zĴ 1 , Ĵ 2 , Ĵ 3 =⇒ Ŝ x , Ŝ y , Ŝ zĴ 1 , Ĵ 2 , Ĵ 3 =⇒ Ŝ x , Ŝ y , Ŝ z

Τιµές του κβαντικού αριθµού του σπιν :

s = 0 ,
1

2
, 1 ,

3

2
, 2 , · · ·s = 0 ,

1

2
, 1 ,

3

2
, 2 , · · ·s = 0 ,

1

2
, 1 ,

3

2
, 2 , · · ·

ΤΡΟΧΙΑΚΗ ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ
Ĵ 1 , Ĵ 2 , Ĵ 3 =⇒ L̂ x , L̂ y , L̂ zĴ 1 , Ĵ 2 , Ĵ 3 =⇒ L̂ x , L̂ y , L̂ zĴ 1 , Ĵ 2 , Ĵ 3 =⇒ L̂ x , L̂ y , L̂ z

Τιµές του κβαντικού αριθµού της τροχιακής στροφορµής :

` = 0 ,
1

2
� , 1 ,

3

2
� , 2 , · · ·` = 0 ,

1

2
� , 1 ,

3

2
� , 2 , · · ·` = 0 ,

1

2
� , 1 ,

3

2
� , 2 , · · ·

Μόνο ακέραιες τιµές είναι επιτρεπτές όπως θα αναλυθεί !
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Τιµές του κβαντικού αριθµού της τροχιακής στροφορµής :

` = 0 ,
1

2
� , 1 ,

3

2
� , 2 , · · ·` = 0 ,

1

2
� , 1 ,

3

2
� , 2 , · · ·` = 0 ,

1

2
� , 1 ,

3

2
� , 2 , · · ·

Μόνο ακέραιες τιµές είναι επιτρεπτές όπως θα αναλυθεί !



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 17/ 51

Στροφορµή

Η Κβάντωση της Στροφορµής

Τα συµπεράσµατα είναι εφαρµόσιµα στην στροφορµή

ΣΠΙΝ
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Τιµές του κβαντικού αριθµού του σπιν :

s = 0 ,
1

2
, 1 ,

3

2
, 2 , · · ·s = 0 ,

1

2
, 1 ,

3

2
, 2 , · · ·s = 0 ,

1

2
, 1 ,

3

2
, 2 , · · ·

ΤΡΟΧΙΑΚΗ ΣΤΡΟΦΟΡΜΗ
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Στροφορµή

Η Κβάντωση της Στροφορµής

s = 1/2 , ms = −1/2 , +1/2s = 1/2 , ms = −1/2 , +1/2s = 1/2 , ms = −1/2 , +1/2

I Ιδιοτιµή του Ŝ 2Ŝ 2
Ŝ 2 :

~2
s (s + 1) =

3

4
~2~2

s (s + 1) =
3

4
~2~2

s (s + 1) =
3

4
~2

I Ιδιοτιµές του Ŝ zŜ zŜ z :

~ ms = −
~
2
, +

~
2

~ ms = −
~
2
, +

~
2

~ ms = −
~
2
, +

~
2

I Καταστάσεις :

| 1/2 , +1/2 〉| 1/2 , +1/2 〉| 1/2 , +1/2 〉
| 1/2 , −1/2 〉| 1/2 , −1/2 〉| 1/2 , −1/2 〉
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Στροφορµή

Η Κβάντωση της Στροφορµής

Αναπαράσταση του σπιν s = 1 / 2s = 1 / 2s = 1 / 2 µε τους πίνακες Pauli

� Η περίπτωση s = 1

2
s = 1

2
s = 1

2
µπορεί να αναπαρασταθεί µε πίνακες 2× 22× 22× 2 :

S k =
~
2
σ k , k = x , y , zS k =

~
2
σ k , k = x , y , zS k =

~
2
σ k , k = x , y , z

όπου σ kσ kσ k είναι οι πίνακες Pauli

σ x =

(
0 1

1 0

)
, σ y =

(
0 −ι̇
ι̇ 0

)
, σ z =

(
1 0

0 −1

)
σ x =

(
0 1

1 0

)
, σ y =

(
0 −ι̇
ι̇ 0

)
, σ z =

(
1 0

0 −1

)
σ x =

(
0 1

1 0

)
, σ y =

(
0 −ι̇
ι̇ 0

)
, σ z =

(
1 0

0 −1

)
� Οι ιδιοκαταστάσεις του s zs zs z µε ιδιοτιµές + ~/2+ ~/2+ ~/2 και− ~/2− ~/2− ~/2 :

| 1/2 , +1/2 〉 =⇒
(

1

0

)
, | 1/2 , −1/2 〉 =⇒

(
0

1

)
| 1/2 , +1/2 〉 =⇒

(
1

0

)
, | 1/2 , −1/2 〉 =⇒

(
0

1

)
| 1/2 , +1/2 〉 =⇒

(
1

0

)
, | 1/2 , −1/2 〉 =⇒

(
0

1

)
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Στροφορµή

Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

Η Τροχιακή στροφορµή στην αναπαράσταση θέσης

Στην αναπαράσταση ϑέσης

L̂ = ~r × (− ι̇ ~ ~∇ )L̂ = ~r × (− ι̇ ~ ~∇ )L̂ = ~r × (− ι̇ ~ ~∇ )

και σε σφαιρικές συντεταγµένες

L̂±L̂±L̂± = ~ e
± ι̇φ

(
±
∂

∂θ
+ ι̇ cot θ

∂

∂φ

)
~ e
± ι̇φ

(
±
∂

∂θ
+ ι̇ cot θ

∂

∂φ

)
~ e
± ι̇φ

(
±
∂

∂θ
+ ι̇ cot θ

∂

∂φ

)
L̂ zL̂ zL̂ z = −ι̇ ~

∂

∂φ
−ι̇ ~

∂

∂φ
−ι̇ ~

∂

∂φ

L̂ 2L̂ 2
L̂ 2 = − ~ 2 1

sin 2θ

[
sin θ

∂

∂θ
( sin θ

∂

∂θ
) +

∂ 2

∂φ 2

]
− ~ 2 1

sin 2θ

[
sin θ

∂

∂θ
( sin θ

∂

∂θ
) +

∂ 2

∂φ 2

]
− ~ 2 1

sin 2θ

[
sin θ

∂

∂θ
( sin θ

∂

∂θ
) +

∂ 2

∂φ 2

]
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±
∂
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∂
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)
~ e
± ι̇φ

(
±
∂

∂θ
+ ι̇ cot θ

∂

∂φ

)
~ e
± ι̇φ

(
±
∂

∂θ
+ ι̇ cot θ

∂

∂φ

)
L̂ zL̂ zL̂ z = −ι̇ ~

∂

∂φ
−ι̇ ~

∂

∂φ
−ι̇ ~

∂

∂φ

L̂ 2L̂ 2
L̂ 2 = − ~ 2 1

sin 2θ

[
sin θ

∂

∂θ
( sin θ

∂

∂θ
) +

∂ 2

∂φ 2

]
− ~ 2 1

sin 2θ

[
sin θ

∂

∂θ
( sin θ

∂

∂θ
) +

∂ 2

∂φ 2

]
− ~ 2 1

sin 2θ

[
sin θ

∂

∂θ
( sin θ

∂

∂θ
) +

∂ 2

∂φ 2

]
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Στροφορµή

Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

��� Οι ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ) είναι συναρτήσεις των

µεταβλητών θ , φθ , φθ , φ

L̂ 2
Y `m (θ, φ)L̂ 2
Y `m (θ, φ)L̂ 2
Y `m (θ, φ) = ~ 2 ` ( ` + 1 ) Y `m (θ, φ)~ 2 ` ( ` + 1 ) Y `m (θ, φ)~ 2 ` ( ` + 1 ) Y `m (θ, φ)

L̂ z Y `m (θ, φ)L̂ z Y `m (θ, φ)L̂ z Y `m (θ, φ) = ~ m Y `m (θ, φ)~ m Y `m (θ, φ)~ m Y `m (θ, φ)

m = −` , −`+ 1 , −`+ 2 , · · · `− 1 , `m = −` , −`+ 1 , −`+ 2 , · · · `− 1 , `m = −` , −`+ 1 , −`+ 2 , · · · `− 1 , `

��� Από την δεύτερη =⇒=⇒=⇒

− ι̇ ~
∂

∂φ
Y `m (θ, φ) = ~ m Y `m (θ, φ)− ι̇ ~

∂

∂φ
Y `m (θ, φ) = ~ m Y `m (θ, φ)− ι̇ ~

∂

∂φ
Y `m (θ, φ) = ~ m Y `m (θ, φ)

της οποίας η γενική λύση είναι

Y `m (θ, φ) = e
ι̇ mφ

P(θ)Y `m (θ, φ) = e
ι̇ mφ

P(θ)Y `m (θ, φ) = e
ι̇ mφ

P(θ)
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Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

Οι Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ) είναι περιοδικές ως προς την µεταβλητή φφφ

Y `m (θ, φ+ 2π) = Y `m (θ, φ) =⇒ e
ι̇ m (φ+2π) = e

ι̇ mφ
Y `m (θ, φ+ 2π) = Y `m (θ, φ) =⇒ e

ι̇ m (φ+2π) = e
ι̇ mφ

Y `m (θ, φ+ 2π) = Y `m (θ, φ) =⇒ e
ι̇ m (φ+2π) = e

ι̇ mφ

m = ακε%αιoςm = ακε%αιoςm = ακε%αιoς

και επειδή m = −` · · · `m = −` · · · `m = −` · · · ` ϑα πρέπει =⇒=⇒=⇒

` = ακε%αιoς` = ακε%αιoς` = ακε%αιoς

��� Η συνάρτηση P(θ)P(θ)P(θ) προσδιορίζεται από την εξίσωση ιδιοτιµών του L̂ 2L̂ 2L̂ 2

−
1

sin 2θ

[
sin θ

d

d θ
( sin θ

d P

d θ
) − m

2
P

]
= ` (`+ 1) P−

1

sin 2θ

[
sin θ

d

d θ
( sin θ

d P

d θ
) − m

2
P

]
= ` (`+ 1) P−

1

sin 2θ

[
sin θ

d

d θ
( sin θ

d P

d θ
) − m

2
P

]
= ` (`+ 1) P
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Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

Οι Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ) είναι περιοδικές ως προς την µεταβλητή φφφ

Y `m (θ, φ+ 2π) = Y `m (θ, φ) =⇒ e
ι̇ m (φ+2π) = e

ι̇ mφ
Y `m (θ, φ+ 2π) = Y `m (θ, φ) =⇒ e

ι̇ m (φ+2π) = e
ι̇ mφ

Y `m (θ, φ+ 2π) = Y `m (θ, φ) =⇒ e
ι̇ m (φ+2π) = e

ι̇ mφ

m = ακε%αιoςm = ακε%αιoςm = ακε%αιoς
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−
1

sin 2θ

[
sin θ

d

d θ
( sin θ

d P

d θ
) − m

2
P

]
= ` (`+ 1) P−

1

sin 2θ

[
sin θ

d

d θ
( sin θ

d P

d θ
) − m

2
P

]
= ` (`+ 1) P−

1

sin 2θ

[
sin θ

d

d θ
( sin θ

d P

d θ
) − m

2
P

]
= ` (`+ 1) P
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Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

   Οι δύο ανεξάρτητες λύσεις µπορούν να εκφρασθούν ως συναρτήσεις της µεταβλητής

cos θcos θcos θ και είναι γνωστές από την µαθηµατική ϐιβλιογραφία ως συναρτήσεις Legendre.

   Για ακέραιες τιµές του κβαντικού αριθµού της τροχιακής στροφορµής `̀̀ µόνο η µία λύση

είναι αναλυτική ( = χωρίς ανωµαλία ) σε όλο διάστηµα−1 ≤ cos θ ≤ 1−1 ≤ cos θ ≤ 1−1 ≤ cos θ ≤ 1 .

P
m
` (cos θ) LegendreP
m
` (cos θ) LegendreP
m
` (cos θ) Legendre

   Οι ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής γράφονται εποµένως ως :

Y `m (θ, φ) = N `m P
m
` ( cos θ ) e

ι̇ m φ
Y `m (θ, φ) = N `m P

m
` ( cos θ ) e

ι̇ m φ
Y `m (θ, φ) = N `m P

m
` ( cos θ ) e

ι̇ m φ

και ονοµάζονται Σφαιρικές Αρµονικές ( Spherical Harmonics ) . Η N `mN `mN `m είναι σταθερά

κανονικοποίησης και η τιµή της είναι τέτοια ώστε το τετράγωνο του µέτρου της

Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ) να δίνει µονάδα όταν αυτό ολοκληρωθεί σε όλη την στερεά γωνία !



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 23/ 51

Στροφορµή

Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

   Οι δύο ανεξάρτητες λύσεις µπορούν να εκφρασθούν ως συναρτήσεις της µεταβλητής

cos θcos θcos θ και είναι γνωστές από την µαθηµατική ϐιβλιογραφία ως συναρτήσεις Legendre.

   Για ακέραιες τιµές του κβαντικού αριθµού της τροχιακής στροφορµής `̀̀ µόνο η µία λύση

είναι αναλυτική ( = χωρίς ανωµαλία ) σε όλο διάστηµα−1 ≤ cos θ ≤ 1−1 ≤ cos θ ≤ 1−1 ≤ cos θ ≤ 1 .

P
m
` (cos θ) LegendreP
m
` (cos θ) LegendreP
m
` (cos θ) Legendre

   Οι ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής γράφονται εποµένως ως :

Y `m (θ, φ) = N `m P
m
` ( cos θ ) e

ι̇ m φ
Y `m (θ, φ) = N `m P

m
` ( cos θ ) e

ι̇ m φ
Y `m (θ, φ) = N `m P

m
` ( cos θ ) e

ι̇ m φ

και ονοµάζονται Σφαιρικές Αρµονικές ( Spherical Harmonics ) . Η N `mN `mN `m είναι σταθερά

κανονικοποίησης και η τιµή της είναι τέτοια ώστε το τετράγωνο του µέτρου της

Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ) να δίνει µονάδα όταν αυτό ολοκληρωθεί σε όλη την στερεά γωνία !



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 23/ 51

Στροφορµή

Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

   Οι δύο ανεξάρτητες λύσεις µπορούν να εκφρασθούν ως συναρτήσεις της µεταβλητής

cos θcos θcos θ και είναι γνωστές από την µαθηµατική ϐιβλιογραφία ως συναρτήσεις Legendre.

   Για ακέραιες τιµές του κβαντικού αριθµού της τροχιακής στροφορµής `̀̀ µόνο η µία λύση

είναι αναλυτική ( = χωρίς ανωµαλία ) σε όλο διάστηµα−1 ≤ cos θ ≤ 1−1 ≤ cos θ ≤ 1−1 ≤ cos θ ≤ 1 .

P
m
` (cos θ) LegendreP
m
` (cos θ) LegendreP
m
` (cos θ) Legendre

   Οι ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής γράφονται εποµένως ως :

Y `m (θ, φ) = N `m P
m
` ( cos θ ) e

ι̇ m φ
Y `m (θ, φ) = N `m P

m
` ( cos θ ) e

ι̇ m φ
Y `m (θ, φ) = N `m P

m
` ( cos θ ) e

ι̇ m φ

και ονοµάζονται Σφαιρικές Αρµονικές ( Spherical Harmonics ) . Η N `mN `mN `m είναι σταθερά

κανονικοποίησης και η τιµή της είναι τέτοια ώστε το τετράγωνο του µέτρου της

Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ)Y `m (θ, φ) να δίνει µονάδα όταν αυτό ολοκληρωθεί σε όλη την στερεά γωνία !



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 24/ 51

Στροφορµή

Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

Ορθοκανονικότητα των Σφαιρικών Αρµονικών :

∫
Y
∗
`m

(θ, φ) Y ` ′ m ′ (θ, φ) d Ω = δ ` ` ′ δm m ′

∫
Y
∗
`m

(θ, φ) Y ` ′ m ′ (θ, φ) d Ω = δ ` ` ′ δm m ′

∫
Y
∗
`m

(θ, φ) Y ` ′ m ′ (θ, φ) d Ω = δ ` ` ′ δm m ′

d Ωd Ωd Ω είναι η στερεά γωνία :

d Ω = sin θ dθ dφd Ω = sin θ dθ dφd Ω = sin θ dθ dφ

` = 0 , m = 0 :` = 0 , m = 0 :` = 0 , m = 0 :

Y 0 0 =
1
√

4π
Y 0 0 =

1
√

4π
Y 0 0 =

1
√

4π

` = 1 , m = ± 1 , 0 :` = 1 , m = ± 1 , 0 :` = 1 , m = ± 1 , 0 :

Y 1 1 = −
√

3

8π
sin θ e

ι̇ φ , Y 1 0 = +

√
3

4π
cos θ , Y 1−1 = − Y

∗
1 1Y 1 1 = −

√
3

8π
sin θ e

ι̇ φ , Y 1 0 = +

√
3

4π
cos θ , Y 1−1 = − Y

∗
1 1Y 1 1 = −

√
3

8π
sin θ e

ι̇ φ , Y 1 0 = +

√
3

4π
cos θ , Y 1−1 = − Y

∗
1 1
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Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

Σφαιρική απεικόνιση των | Y `m(θ, φ) | 2| Y `m(θ, φ) | 2| Y `m(θ, φ) | 2
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Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής
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Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

Η σφαιρική απεικόνιση της
∣∣∣ 1√

2
Y1 1 + 1√

2
Y1−1

∣∣∣ 2
∣∣∣ 1√

2
Y1 1 + 1√

2
Y1−1

∣∣∣ 2∣∣∣ 1√
2

Y1 1 + 1√
2
Y1−1

∣∣∣ 2
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Ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής

Η σφαιρική απεικόνιση της
∣∣∣√1

3
Y1 0 +

√
2

3
Y1−1

∣∣∣ 2∣∣∣√1

3
Y1 0 +

√
2

3
Y1−1

∣∣∣ 2∣∣∣√1

3
Y1 0 +

√
2

3
Y1−1

∣∣∣ 2
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Κυµατικές συναρτήσεις και σφαιρικές αρµονικές

Ανάπτυγµα σε σφαιρικές αρµονικές
Οποιαδήποτε συνάρτηση των θ,φθ,φθ,φ και εποµένως και οποιαδήποτε κυµατική συνάρτηση, µπορεί να

αναπτυχθεί ως άθροισµα σφαιρικών αρµονικών

Ψ(r, θ, φ) =
∑
`,m

g `m(r) Y`m(θ, φ) ⇐⇒ g `m(r) =

∫
Y
∗
`m

(θ, φ) Ψ(r, θ, φ) dΩΨ(r, θ, φ) =
∑
`,m

g `m(r) Y`m(θ, φ) ⇐⇒ g `m(r) =

∫
Y
∗
`m

(θ, φ) Ψ(r, θ, φ) dΩΨ(r, θ, φ) =
∑
`,m

g `m(r) Y`m(θ, φ) ⇐⇒ g `m(r) =

∫
Y
∗
`m

(θ, φ) Ψ(r, θ, φ) dΩ

III Για να είναι αυτή κανονικοποιηµένη στην µονάδα ϑα πρέπει ( να επιβεβαιωθεί ! )

∑
`,m

P `m = 1 µε P `m ≡
∫ ∞

0

|g `m(r)| 2 r
2

dr

∑
`,m

P `m = 1 µε P `m ≡
∫ ∞

0

|g `m(r)| 2 r
2

dr
∑
`,m

P `m = 1 µε P `m ≡
∫ ∞

0

|g `m(r)| 2 r
2

dr

III Τότε η µέση τιµή του L̂ 2L̂ 2L̂ 2 και της τρίτης συνιστώσας αυτής L̂ zL̂ zL̂ z είναι ( να επιβεβαιωθεί ! )〈
L̂ 2
〉

=
∑
`,m

~ 2 ` (`+ 1) P `m ,
〈

L̂ z

〉
=
∑
`,m

( ~m ) P `m

〈
L̂ 2
〉

=
∑
`,m

~ 2 ` (`+ 1) P `m ,
〈

L̂ z

〉
=
∑
`,m

( ~m ) P `m

〈
L̂ 2
〉

=
∑
`,m

~ 2 ` (`+ 1) P `m ,
〈

L̂ z

〉
=
∑
`,m

( ~m ) P `m

III P `mP `mP `m είναι η πιθανότητα σε µέτρηση της στροφορµής να ϐρούµε τιµές, για το µέτρο της

στροφορµής και της τρίτης συνιστώσας αυτής, ίσες µε
√
~ 2 ` (`+ 1)

√
~ 2 ` (`+ 1)

√
~ 2 ` (`+ 1) και ~m~m~m αντίστοιχα.
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Κυµατικές συναρτήσεις και σφαιρικές αρµονικές

   Οι κυµατικές συναρτήσεις µε καθορισµένη τροχιακή στροφορµή `̀̀ , mmm είναι της µορφής

Ψ(r, θ, φ) = R(r) Y`m(θ, φ)Ψ(r, θ, φ) = R(r) Y`m(θ, φ)Ψ(r, θ, φ) = R(r) Y`m(θ, φ)

διότι τότε µόνον η Ψ(r, θ, φ)Ψ(r, θ, φ)Ψ(r, θ, φ) είναι ιδιοσυνάρτήση της τροχιακής στροφορµής ! Η R(r)R(r)R(r)
ονοµάζεται ακτινικό µέρος της κυµατικής συνάρτησης για προφανείς λόγους.

   Τέτοιες κυµατικές συναρτήσεις µπορούν να είναι ιδιοκαταστάσεις της Χαµιλτωνιανής του

συστήµατος αν η Χαµιλτωνιανή είναι συµµετρική σε περιστροφές ! Για κίνηση σωµατιδίου

σε δυναµικό V(~r)V(~r)V(~r) πλήρης στροφική συµµετρία συνεπάγεται ότι το δυναµικό δεν έχει

εξάρτηση από τις γωνίες θθθ , φφφ, είναι δηλαδή της µορφής V(r)V(r)V(r) ( κεντρικό δυναµικό ).

   Αν το σύστηµα ϐρεθεί σε µια τέτοια κατάσταση η πυκνότητα πιθανότητας να ϐρεθεί στο

σηµείο rrr , θθθ , φφφ είναι ανάλογη του τετραγώνου |R(r)| 2 |Y`m(θ, φ)| 2|R(r)| 2 |Y`m(θ, φ)| 2|R(r)| 2 |Y`m(θ, φ)| 2
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Κυµατικές συναρτήσεις και σφαιρικές αρµονικές

Παράδειγµα αναπτύγµατος σε Y`mY`mY`m

I Η κυµατική συνάρτηση

ψ(~r) = f(r) ( x
2 + y

2 + λ z
2 )ψ(~r) = f(r) ( x

2 + y
2 + λ z

2 )ψ(~r) = f(r) ( x
2 + y

2 + λ z
2 )

µπορεί να γραφεί ως ανάπτυγµα ( επιβεβαιώστε το ! )

ψ(~r) = F(r)

[(
1 +

ε

3

)
Y 0 0 +

(
2 ε

3
√

5

)
Y 2 0

]
ψ(~r) = F(r)

[(
1 +

ε

3

)
Y 0 0 +

(
2 ε

3
√

5

)
Y 2 0

]
ψ(~r) = F(r)

[(
1 +

ε

3

)
Y 0 0 +

(
2 ε

3
√

5

)
Y 2 0

]

όπου F(r) =
√

4π r 2 f(r)F(r) =
√

4π r 2 f(r)F(r) =
√

4π r 2 f(r) και λ = 1 + ελ = 1 + ελ = 1 + ε

I Οι πιθανότητες P l,m να µετρηθεί στροφορµή µε κβαντικούς αριθµούς `, m`, m`, m είναι

P 2, 0 =
4 ε2

45 + 30 ε + 9 ε2
, P 0, 0 = 1 − P 2, 0P 2, 0 =

4 ε2

45 + 30 ε + 9 ε2
, P 0, 0 = 1 − P 2, 0P 2, 0 =

4 ε2

45 + 30 ε + 9 ε2
, P 0, 0 = 1 − P 2, 0

I Οι πιθανότητες να ϐρεθεί το σωµατίδιο στις κατευθύνσεις µε γωνίες θ, φθ, φθ, φ για

διαφορετικές τιµές της εεε απεικονίζονται στις επόµενες διαφάνειες
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Σφαιρική απεικόνιση της |ψ(~r)| 2|ψ(~r)| 2|ψ(~r)| 2 , για σταθερή ακτίνα, για τιµές του εεε από 0 ( πλήρης σφαιρική

συµµετρία ) έως 2 .
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Κίνηση σωµατιδίου σε κεντρικό δυναµικό

Ο τελεστής του τετραγώνου της ορµής στην αναπαράσταση ϑέσης είναι p̂ 2 ≡ −~2∇2p̂ 2 ≡ −~2∇2p̂ 2 ≡ −~2∇2 και σε

σφαιρικές συντεταγµένες παίρνει την µορφή

p̂ 2 ≡ −~ 2∇ 2 = − ~2

(
1

r

∂ 2

∂ r 2
r

)
+
L̂ 2

r 2
p̂ 2 ≡ −~ 2∇ 2 = − ~2

(
1

r

∂ 2

∂ r 2
r

)
+
L̂ 2

r 2
p̂ 2 ≡ −~ 2∇ 2 = − ~2

(
1

r

∂ 2

∂ r 2
r

)
+
L̂ 2

r 2

I Ο τελεστής της κινητικής ενέργειας T̂ = p̂ 2/2µT̂ = p̂ 2/2µT̂ = p̂ 2/2µ είναι εποµένως

T̂ = −
~2

2µ

(
1

r

∂ 2

∂ r 2
r

)
+

L̂ 2

2µ r 2
T̂ = −

~2

2µ

(
1

r

∂ 2

∂ r 2
r

)
+

L̂ 2

2µ r 2
T̂ = −

~2

2µ

(
1

r

∂ 2

∂ r 2
r

)
+

L̂ 2

2µ r 2

και µετατίθεται προφανώς µε όλες τις συνιστώσες της τροχιακής στροφορής !

I Αν το δυναµικό είναι σφαιρικά συµµετρικό ( κεντρικό δυναµικό ) V(~r) = V(r)V(~r) = V(r)V(~r) = V(r) τότε

µετατίθεται µε όλες τις συνιστώσες της τροχιακής στροφορµής !

I Για κίνηση σε κεντρικά δυναµικά η Χαµιλτωνιανή µετατίθεται µε την στροφορµή και
εποµένως υπάρχουν κοινές ιδιοκαταστάσεις της ενέργειας και της στροφορµής !
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Κυµατικές συναρτήσεις και σφαιρικές αρµονικές

I Για κίνηση σε κεντρικό δυναµικό η Χαµιλτωνιανή µπορεί να γραφεί ως
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και µετατίθεται µε όλες τις συνιστώσες της τροχιακής στροφορµής !

I Εποµένως µπορούν να ϐρεθούν κοινές ιδιοσυναρτήσεις της τροχιακής στροφορµής και της

ενέργειας που έχουν την µορφή Ψ(r, θ, φ) = R(r) Y`m(θ, φ)Ψ(r, θ, φ) = R(r) Y`m(θ, φ)Ψ(r, θ, φ) = R(r) Y`m(θ, φ) , όπως έχει ήδη

αναφερθεί, οπότε το πρόβληµα ιδιοτιµών της ενέργειας

Ĥ Ψ = E ΨĤ Ψ = E ΨĤ Ψ = E Ψ

ανάγεται σε µιά διαφορική εξίσωση για την ακτινική συνάρτηση R(r)R(r)R(r).

I Ορίζοντας την u(r) ≡ r R(r)u(r) ≡ r R(r)u(r) ≡ r R(r) η εξίσωση αυτή είναι
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u(r) = E u(r)−

~2

2µ

d 2 u(r)

d r 2
+

(
~2`(`+ 1)

2µ r 2
+ V(r)

)
u(r) = E u(r)−

~2

2µ

d 2 u(r)

d r 2
+

(
~2`(`+ 1)

2µ r 2
+ V(r)

)
u(r) = E u(r)

Για να είναι η R(r)R(r)R(r) οµαλή στο σηµείο r = 0r = 0r = 0 ϑα πρέπει η u(r)u(r)u(r) να µηδενίζεται στο σηµείο

αυτό u(0) = 0u(0) = 0u(0) = 0 . ( Πιο διεξοδική ανάλυση ϑα γίνει στο επόµενο κεφάλαιο )
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Στροφορµή

Πρόσθεση Στροφορµών

I Αλληλεπίδραση σπιν - σπιν των δύο ηλεκτρονίων

Ĥ = g ~S 1 ·~S 2Ĥ = g ~S 1 ·~S 2Ĥ = g ~S 1 ·~S 2

I Κάθε ηλεκτρόνιο σε δύο καταστάσεις - ∆ύο προσανατολισµοί του σπιν !
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Στροφορµή

Πρόσθεση Στροφορµών

I Αλληλεπίδραση σπιν - σπιν των δύο ηλεκτρονίων

Ĥ = g ~S 1 ·~S 2Ĥ = g ~S 1 ·~S 2Ĥ = g ~S 1 ·~S 2

I Κάθε ηλεκτρόνιο σε δύο καταστάσεις - ∆ύο προσανατολισµοί του σπιν !

I Πως από τις 4 καταστάσεις προκύπτουν οι ιδιοκαταστάσεις της Ĥ̂ĤH ;

Ποιές είναι οι δυνατές τιµές της ενέργειας ;
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Στροφορµή

Πρόσθεση Στροφορµών

��� Το ολικό σπιν του συστήµατος είναι

~S = ~S 1 + ~S 2
~S = ~S 1 + ~S 2
~S = ~S 1 + ~S 2

��� Οι τελεστές~S 1
~S 1
~S 1 και~S 2

~S 2
~S 2 µετατίθενται και οι συνιστώσες του ολικού σπιν ικανοποιούν την

άλγεβρα της στροφορµής [
Ŝ i , Ŝ j

]
= ι̇ ~ ε i j k Ŝ k

[
Ŝ i , Ŝ j

]
= ι̇ ~ ε i j k Ŝ k

[
Ŝ i , Ŝ j

]
= ι̇ ~ ε i j k Ŝ k

��� Οι τελεστές ~S 2~S 2~S 2 , Ŝ zŜ zŜ z και ~S 2
1
~S 2

1
~S 2

1
, ~S 2

2
~S 2

2
~S 2

2
µετατίθενται και έχουν κοινά ιδιο - ανύσµατα που είναι

γραµµικοί συνδιασµοί των 4 καταστάσεων των επι µέρους σπιν !

��� Η εύρεση των ιδιοκαταστάσεων και των ιδιοτιµών αυτών είναι αντικείµενο της ΅αθροισης¨ η

¨σύνθεσης¨ των στροφορµών
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Πρόσθεση Στροφορµών

� Η Χαµιλτωνιανή γράφεται

Ĥ =
g

2

(
~S 2 − ~S 2

1 − ~S 2
2

)
Ĥ =

g

2

(
~S 2 − ~S 2

1 − ~S 2
2

)
Ĥ =

g

2

(
~S 2 − ~S 2

1 − ~S 2
2

)

� Τα κοινά ιδιανύσµατα των ~S 2~S 2~S 2 , ~S 2
1
~S 2

1
~S 2

1
και ~S 2

2
~S 2

2
~S 2

2
είναι και ιδιοανύσµατα της Χαµιλτωνιανής µε

ιδιοτιµές ενέργειας

E s =
g ~2

2
[ S (S + 1)− s 1 ( s 1 + 1) − s 2 ( s 2 + 1) ]E s =

g ~2

2
[ S (S + 1)− s 1 ( s 1 + 1) − s 2 ( s 2 + 1) ]E s =

g ~2

2
[ S (S + 1)− s 1 ( s 1 + 1) − s 2 ( s 2 + 1) ]

� Ποιές οι τιµές του SSS και πόσες καταστάσεις υπάρχουν ;
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Ĥ =

g

2

(
~S 2 − ~S 2

1 − ~S 2
2

)
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Αθροιση των σπιν των ηλεκτρονίων

   Οι 4 καταστάσεις των 2 ηλεκτρονίων περιγράφονται από τα ¨γινόµενα¨

| s 1 m 1 〉 ⊗ | s 2 m 2 〉 m 1 = ±
1

2
m 2 = ±

1

2
| s 1 m 1 〉 ⊗ | s 2 m 2 〉 m 1 = ±

1

2
m 2 = ±

1

2
| s 1 m 1 〉 ⊗ | s 2 m 2 〉 m 1 = ±

1

2
m 2 = ±

1

2

   Οι τρίτες συνιστώσες Ŝ 1 , zŜ 1 , zŜ 1 , z και Ŝ 2 , zŜ 2 , zŜ 2 , z µετατίθενται εποµένως το άθροισµά τους έχει

ιδιοτιµές το άθροισµα των ιδιοτιµών ! =⇒=⇒=⇒

   Ο τελεστής της τρίτης συνιστώσας του ολικού σπιν Ŝ z = Ŝ 1 , z + Ŝ 2 , zŜ z = Ŝ 1 , z + Ŝ 2 , zŜ z = Ŝ 1 , z + Ŝ 2 , z έχει ιδιοτιµές

~ M~ M~ M όπου

M = m 1 + m 2M = m 1 + m 2M = m 1 + m 2
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m2\m1m2\m1m2\m1 + 1
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I Η µεγαλύτερη τιµή της συνιστώσας Ŝ zŜ zŜ z είναι +1+1+1 και εποµένως η αντίστοιχη κατάσταση

στην οποίαν ανήκει έχει ολικό σπιν µε τιµή S ≥ 1S ≥ 1S ≥ 1 . Οµως ο συνολικός αριθµός των

ανεξαρτήτων καταστάσεων πρέπει να είναι 4 άρα υποχρεωτικά S = 1S = 1S = 1 αλλοιώς ϑα είχαµε

περισσότερες από 4 καταστάσεις !

I Οι καταστάσεις µε ολικό σπιν S = 1S = 1S = 1 έχουν τρίτες συνιστώσες M = −1, 0 , +1M = −1, 0 , +1M = −1, 0 , +1, άρα

έχουµε 3 καταστάσεις µε S = 1S = 1S = 1

I Από τις συνολικά 4 ανεξάρτητες καταστάσεις οι 3 είναι αυτές µε S = 1S = 1S = 1 που ϑεωρήθηκαν

προηγουµένως και εποµένως αποµένει µία ανεξάρτητη κατάσταση που πρέπει να ϐρεθεί.

Αυτή πρέπει να έχει υποχρεωτικά S = 0S = 0S = 0 γιατί τότε µόνο ο αριθµός των καταστάσεων

2 S + 12 S + 12 S + 1 ισούται µε ένα ! Αυτό συνεπάγεται µε την σειρά του ότι αυτή η κατάσταση

χαρακτηρίζεται από M = 0M = 0M = 0 .

Να σηµειωθεί ότι υπάρχουν δύο καταστάσεις µε M = 0M = 0M = 0 , η µία έχει S = 1S = 1S = 1 και η άλλη

S = 0S = 0S = 0 .

S = 0 , 1S = 0 , 1S = 0 , 1
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Καταστάσεις S = 1S = 1S = 1 :
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Αθροιση στροφορµών j 1 , j 2j 1 , j 2j 1 , j 2

XXX (2 j 1 + 1) (2 j 2 + 1)(2 j 1 + 1) (2 j 2 + 1)(2 j 1 + 1) (2 j 2 + 1) καταστάσεις µε q.n. j 1 , m 1j 1 , m 1j 1 , m 1 και j 2 , m 2j 2 , m 2j 2 , m 2

| j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉 ≡ | j 1 m 1 〉 ⊗ | j 2 m 2 〉| j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉 ≡ | j 1 m 1 〉 ⊗ | j 2 m 2 〉| j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉 ≡ | j 1 m 1 〉 ⊗ | j 2 m 2 〉

XXX Οι καταστάσεις του αθροίσµατος µε κβαντικούς αριθµους J , MJ , MJ , M είναι

| J M ; j 1 j 2 〉 =
∑

m 1 ,m 2

C ( J M ; j 1 j 2 m 1 m 2 ) | j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉| J M ; j 1 j 2 〉 =
∑

m 1 ,m 2

C ( J M ; j 1 j 2 m 1 m 2 ) | j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉| J M ; j 1 j 2 〉 =
∑

m 1 ,m 2

C ( J M ; j 1 j 2 m 1 m 2 ) | j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉

C ( ... ) = 0C ( ... ) = 0C ( ... ) = 0 όταν M 6= m 1 + m 2M 6= m 1 + m 2M 6= m 1 + m 2 - Συντελεστές Clebsch - Gordan

XXX Οι κβαντικοί αριθµοί J , MJ , MJ , M δίνονται από

J = | j 1 − j 2 | , · · · ( j 1 + j 2 ) , M = −J,−J + 1, · · · JJ = | j 1 − j 2 | , · · · ( j 1 + j 2 ) , M = −J,−J + 1, · · · JJ = | j 1 − j 2 | , · · · ( j 1 + j 2 ) , M = −J,−J + 1, · · · J



Κβαντική Μηχανική ΙΙ Ακ. Ετος 2013-14 , Α. Λαχανάς 51/ 51

Στροφορµή

Πρόσθεση Στροφορµών

Αθροιση στροφορµών j 1 , j 2j 1 , j 2j 1 , j 2

XXX (2 j 1 + 1) (2 j 2 + 1)(2 j 1 + 1) (2 j 2 + 1)(2 j 1 + 1) (2 j 2 + 1) καταστάσεις µε q.n. j 1 , m 1j 1 , m 1j 1 , m 1 και j 2 , m 2j 2 , m 2j 2 , m 2

| j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉 ≡ | j 1 m 1 〉 ⊗ | j 2 m 2 〉| j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉 ≡ | j 1 m 1 〉 ⊗ | j 2 m 2 〉| j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉 ≡ | j 1 m 1 〉 ⊗ | j 2 m 2 〉

XXX Οι καταστάσεις του αθροίσµατος µε κβαντικούς αριθµους J , MJ , MJ , M είναι

| J M ; j 1 j 2 〉 =
∑

m 1 ,m 2

C ( J M ; j 1 j 2 m 1 m 2 ) | j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉| J M ; j 1 j 2 〉 =
∑

m 1 ,m 2

C ( J M ; j 1 j 2 m 1 m 2 ) | j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉| J M ; j 1 j 2 〉 =
∑

m 1 ,m 2

C ( J M ; j 1 j 2 m 1 m 2 ) | j 1 j 2 ; m 1 m 2 〉

C ( ... ) = 0C ( ... ) = 0C ( ... ) = 0 όταν M 6= m 1 + m 2M 6= m 1 + m 2M 6= m 1 + m 2 - Συντελεστές Clebsch - Gordan

XXX Οι κβαντικοί αριθµοί J , MJ , MJ , M δίνονται από

J = | j 1 − j 2 | , · · · ( j 1 + j 2 ) , M = −J,−J + 1, · · · JJ = | j 1 − j 2 | , · · · ( j 1 + j 2 ) , M = −J,−J + 1, · · · JJ = | j 1 − j 2 | , · · · ( j 1 + j 2 ) , M = −J,−J + 1, · · · J



Στροφορμή 

Χρηματοδότηση 
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους. 



Σημειώματα 
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Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου 

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.1   

H έκδοση 1.0 είναι διαθέσιμη εδώ.  

http://users.uoa.gr/~alahanas/index7.html
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Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright Εθνικόν και Καποδιστριακόν Πανεπιστήμιον Αθηνών. Αθανάσιος 
Λαχανάς. «Κβαντική Μηχανική ΙΙ. Ενότητα 4: Στροφορμή». Έκδοση: 0.1. 
Αθήνα 2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
http://opencourses.uoa.gr/courses/PHYS9/. 
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Σημείωμα Αδειοδότησης 
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους 
όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».                      

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/ 
 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο 
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 
 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 
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Διατήρηση Σημειωμάτων 

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει 
να συμπεριλαμβάνει: 

 το Σημείωμα Αναφοράς 

 το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 

μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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