
ÌáñêïâéáíÝò ïõñÝò êáé ÐéèáíïãåííÞôñéåò - ¢óêçóç 1

Èåùñïýìå ôçí ôñïðïðïßçóç ôçò Ì=Ì c=1 ïõñÜò (ìïíôÝëïõ ôçò ðáñáãñÜöïõ 4.2 ôïõ âéâëßïõ)

ìå ôéò ßäéåò ðáñáìÝôñïõò, üðïõ ï õðçñÝôçò äåí ðåñéìÝíåé ãéá ôç óõìðëÞñùóç r ðåëáôþí áëëÜ

åîõðçñåôåß üôáí õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíáò ðåëÜôçò óôï óýóôçìá. Áí Ýíáò ÷ñüíïò åîõðçñÝôçóçò

ôåëåéþóåé êáé õðÜñ÷ïõí ëéãüôåñïé áðü r ðåëÜôåò óôï óýóôçìá ôüôå áíá÷ùñïýí üëïé, åíþ áí

õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñïé áðü r ôüôå áíá÷ùñïýí áêñéâþò r.

á. Íá ãñáöïýí ïé åîéóþóåéò ãéá ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ (pn) ôïõ áñéèìïý ôùí ðåëáôþí óôï

óýóôçìá (óå ìéá ôõ÷áßá ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ).

â. ×ñçóéìïðïéþíôáò Ýíá âáóéêü áðïôÝëåóìá áéôéïëïãÞóôå üôé ç óõíèÞêç åõóôÜèåéáò åßíáé

ë < rì.

ã. Áðïäåßîôå üôé óôçí åõóôáèÞ ðåñßðôùóç (ë < rì) ç åîßóùóç ìxr+1 − (ë+ ì)x+ ë = 0 Ý÷åé

ìéá ñßæá r0 ∈ (0; 1).

(Õðüäåéîç: Äåßîôå üôé ç f(x) = ìxr+1 − (ë + ì)x + ë åßíáé êõñôÞ ìå f(0) > 0; f(1) =

0; f ′(1) > 0 êáé óõìðåñÜíåôå ôï áðïôÝëåóìá)

ä. Óôçí åõóôáèÞ ðåñßðôùóç, ç óôÜóéìç êáôáíïìÞ (pn) åßíáé ãåùìåôñéêÞ ìå ðáñÜìåôñï r0 (äç-

ëáäÞ pn = (1− r0)rn0 ; n = 0; 1; 2; :::)

Ëýóç:

Ôï äéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò äßíåôáé óôï ó÷Þìá 1.
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Figure 1: ÄéÜãñáììá ñõèìþí ìåôÜâáóçò
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Ïé åîéóþóåéò éóïññïðßáò ãéá ôçí óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôïõ áñéèìïý ôùí ðåëáôþí óôï óýóôçìá,

ôçò ðáñáðÜíù Ì=Ì c=1 ïõñÜò, åßíáé

ëp0 = ìp1 + ìp2 + ìp3 + · · · ìpr (1)

(ë+ ì)pn = ëpn−1 + ìpn+r; n ≥ 1: (2)

Óôï óýóôçìá åîõðçñåôïýíôáé ôáõôü÷ñïíá ôï ðïëý r ðåëÜôåò. Ãéá íá åßíáé åõóôáèÝò èá ðñÝðåé ï

ñõèìüò áößîåùí íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü ôïí ìÝãéóôï ñõèìü åîõðçñåôÞóåùí ðïõ ðáñÝ÷åé ôï óý-

óôçìá, äçëáäÞ ë < rì. Éóïäýíáìá èá ìðïñïýóáìå íá éó÷õñéóôïýìå ðùò ï ñõèìüò óõíùóôéóìïý

èá ðñÝðåé íá åßíáé ìéêñüôåñïò áðü ôçí ìÝãéóôÞ äõíáôüôçôá ãéá åîõðçñÝôçóç þóôå íá åîáóöáëß-

æåôáé ç åõóôÜèåéá ôïõ óõóôÞìáôïò.
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Figure 2: ÃñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò óõíÜñôçóçò f(x)

Èá ìåëåôÞóïõìå ôçí óõíÜñôçóç f(x) = ìxr+1 − (ë+ ì)x+ ë. Ðáñáôçñïýìå ðùò

f(0) = ë êáé f(1) = 0 (3)

åðßóçò

f ′(x) = (r + 1)ìxr − (ë+ ì) êáé f ′′(x) = (r + 1)rìxr−1 ≥ 0; ∀x ≥ 0: (4)

Áðü ôéò ó÷Ýóåéò (3) êáé (4) êáé áðü ôçí õðüèåóç ãéá ôçí åõóôÜèåéá ôïõ óõóôÞìáôïò Ýðåôáé üôé

f ′(1) = (r + 1)ì − (ë + ì) > 0. ÅðéðëÝïí ç óõíÜñôçóç f(x) åßíáé êõñôÞ óôï äéÜóôçìá [0; 1],

åöüóïí f ′′(x) ≥ 0; x ≥ 0. ÓõíäõÜæïíôáò ôá ðáñáðÜíù Ý÷ïõìå üôé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò

óõíÜñôçóçò åßíáé üðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 2. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôá èåùñÞìáôá Bolzano êáé Rolle

Ý÷ïõìå åýêïëá üôé ç óõíÜñôçóç f(x) Ý÷åé ìïíáäéêÞ ñßæá, Ýóôù r0, óôï (0; 1), äçëáäÞ ∃r0 ∈ (0; 1)

ôÝôïéï þóôå ìrr+1
0 − (ë+ ì)r0 + ë = 0. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ëýóç pn = (1− r0)rn0 éêáíïðïéåß ôéò

åîéóþóåéò éóïññïðßáò (1)-(2), êáé Üñá äßíåé ôç óôÜóéìç êáôáíïìÞ ôïõ óõóôÞìáôïò.
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