
ÔÏ ÅÑÃÏ ÓÕÃ×ÑÇÌÁÔÏÄÏÔÅÉÔÁÉ ÁÐÏ ÔÏ ÅÕÑÙÐÁÉÊÏ ÊÏÉÍÙÍÉÊÏ ÔÁÌÅÉÏ ÊÁÉ ÁÐÏ

ÅÈÍÉÊÏÕÓ ÐÏÑÏÕÓ

Áíáìüñöùóç ôïõ ÐñïãñÜììáôïò Ðñïðôõ÷éáêþí Óðïõäþí ôïõ ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí ôïõ

Ðáíåðéóôçìßïõ Áèçíþí ìå Ýìöáóç óôçí ÐëçñïöïñéêÞ, ôç ÄéäáêôéêÞ êáé ôéò ÅöáñìïãÝò ôùí

Ìáèçìáôéêþí.

Óçìåéþóåéò ãéá ôï ìÜèçìá ôçò

Åðé÷åéñçóéáêÞò ¸ñåõíáò

ÄéäÜóêïíôåò : Á. ÌðïõñíÝôáò

Ä. Öáêßíïò

Ôéò óçìåéþóåéò åðéìåëÞèçêáí ïé : Óð. ÊÜíôá

Óô. Êáðïäßóôñéá



ÊåöÜëáéï 2

Ôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ðñüâëçìá ôçò ïéêïíïìéêÞò äéáêßíçóçò åíüò ðñïúüíôïò

áðü ïñéóìÝíïõò óôáèìïýò ðáñáãùãÞò óå ïñéóìÝíïõò óôáèìïýò ðñïïñéóìïý.

2.1 ÅéóáãùãÞ óôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò

Ç ìáèçìáôéêÞ äéáôýðùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò åßíáé ç áêüëïõèç.

Óå m óôáèìïýò ðáñáãùãÞò A1, A2, : : :, Am Ýíá ðñïúüí õðÜñ÷åé óå ðïóüôçôåò �1, �2, : : :, �m,

áíôßóôïé÷á. Ôï ðñïúüí ðñÝðåé íá äéáíåìçèåß óå n óôáèìïýò ðñïñéóìïý B1, B2, : : :, Bn ðïõ

áðáéôïýí ðïóüôçôåò �1, �2, : : :, �n, áíôßóôïé÷á. Áñ÷éêÜ õðïèÝôïõìå ðùò ç óõíïëéêÞ ðáñáãùãÞ

éóïýôáé ìå ôçí óõíïëéêÞ æÞôçóç, äçëáäÞ ðùò
∑m

i=1 �i =
∑n

j=1 �j. Èåùñïýìå ðùò õðÜñ÷åé êüóôïò

ìåôáöïñÜò áðü êÜèå óôáèìü ðáñáãùãÞò ðñüò êÜèå óôáèìü æÞôçóçò, óõãêåêñéìÝíá ôï êüóôïò

ìåôáöïñÜò áðü ôïí óôáèìü ðáñáãùãÞò Ai óôïí óôáèìü ðñïïñéóìïý Bj èá óõìâïëßæåôáé ìå cij.

Æçôåßôáé íá âñåèåß Üñéóôï ó÷Ýäéï ìåôáöïñÜò, äçëáäÞ íá âñåèïýí ïé êáôÜëëçëåò ðïóüôçôåò xij ðïõ

ðñÝðåé íá ìåôáöåñèïýí áðü ôïí êÜèå óôáèìü ðáñáãùãÞò óå êÜèå óôáèìü ðñïïñéóìïý Ýôóé þóôå

íá åëá÷éóôïðïéåßôáé ôï êüóôïò ìåôáöïñÜò êáé óõã÷ñüíùò íá éêáíïðïéïýíôáé üëåò ïé áíÜãêåò ôùí

óôáèìþí ðñïïñéóìïý.

ÐáñáôÞñçóç 4 Áí ç ðñïóöïñÜ åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí æÞôçóç, äçëáäÞ
∑m

i=1 �i >
∑n

j=1 �j,

ôüôå åéóÜãïõìå Ýíáí õðïèåôéêü óôáèìü ðñïïñéóìïý, Ýóôù Bn+1 ï ïðïßïò áðáéôåß ðïóüôçôá

�n+1 =
∑m

i=1 �i −
∑n

j=1 �j > 0, ìå êáôÜëëçëá êüóôç ìåôáöïñÜò ci n+1.
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Áí ç ðñïóöïñÜ åßíáé ìéêñüôåñç áðü ôçí æÞôçóç, äçëáäÞ
∑m

i=1 �i <
∑n

j=1 �j, ôüôå åéóÜãïõìå

Ýíáí õðïèåôéêü óôáèìü ðáñáãùãÞò, Ýóôù Am+1 ï ïðïßïò áðáéôåß ðïóüôçôá �m+1 =
∑n

j=1 �j −∑m
i=1 �i > 0, ìå êáôÜëëçëá êüóôç ìåôáöïñÜò cm+1 j.

ÔÝëïò áí äåí õðÜñ÷åé ìÝóï ìåôáöïñÜò áðü Ýíáí óôáèìü ðáñáãùãÞò óå Ýíáí óôáèìü ðñïïñéóìïý

ôüôå õðïèÝôïõìå ðùò ôï áíôßóôïé÷ï êüóôïò åßíáé Ýíáò áõèáßñåôá ìåãÜëïò èåôéêüò áñéèìüò M .

Ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìåôáöïñÜò ìðïñïýí íá ãñáöïýí óõíïðôéêÜ ìå ôç âïÞèåéá ôïõ

ðáñáêÜôù ðßíáêá.

Á1

A2

...

Am

B1 B2 · · · Bn

�1

�2

...

�m

�1 �2 · · · �n

x11

c11

x12

c12

· · · x1n

c1n

x21

c21

x22

c22

· · · x2n

c2n

xm1

cm1

xm2

cm2

· · · xmn
cmn

...
... . . . ...

ÐáñáôÞñçóç 5 ÊÜèå âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ìåôáöïñÜò Ý÷åé áêñéâþò m +

n−1 âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò êáé åðïìÝíùò ôï ðïëý m+n−1 èåôéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. Áí ç âáóéêÞ

åöéêôÞ ëýóç Ý÷åé ëéãüôåñåò áðü m+ n− 1 èåôéêÝò óõíôåôáãìÝíåò ôüôå êáëåßôáé åêöõëéóìÝíç.

Èåþñçìá 1 Ôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò Ý÷åé ðÜíôá Üñéóôç ëýóç.

2.2 Áëãüñéèìïò

Èá ðåñéãñÜøïõìå óõíïðôéêÜ ôçí âáóéêÞ äïìÞ ôïõ áëãüñéèìïõ åîåýñåóçò Üñéóôïõ ó÷åäßïõ ìåôáöïñÜò:

1. Áñ÷éêÜ áíáæçôïýìå ìéá ðñþôç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç. Ôç ëýóç áõôÞ èá ôçí âñïýìå ìå

ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ. ÎåêéíÜìå áðü ôï ôåôñÜãùíï ôïõ ðßíáêá ìå ôï åëÜ÷éóôï

äõíáôü êüóôïò, Ýóôù ci0j0 êáé ìÝóá óôï ôåôñÜãùíï áõôü ôïðïèåôïýìå ôç ìåãáëýôåñç äõíáôÞ

ðïóüôçôá, xi0j0 = min{�i0 ; �j0}
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(a) áí xi0j0 = �i0 ôüôå ìçäåíßæïõìå üëá ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá ôçò áíôßóôïé÷çò ãñáììÞò,

åöüóïí áõôüò ï óôáèìüò ðáñáãùãÞò äåí äéáèÝôåé Üëëï áðüèåìá.

(b) áí xi0j0 = �j0 ôüôå ìçäåíßæïõìå üëá ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá ôçò áíôßóôïé÷çò óôÞëçò,

åöüóïí áõôüò ï óôáèìüò ðñïïñéóìïý Ý÷åé êáëýøåé üëç ôçí æÞôçóç.

(c) áí xi0j0 = �i0 = �j0 ôüôå ìçäåíßæïõìå êáé ôçí ãñáììÞ êáé ôçí óôÞëç, êáé Üñá ç

ëýóç ðïõ èá ðñïêýøåé èá åßíáé åêöõëéóìÝíç. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ èá áíáöåñèïýìå

äéåîïäéêÜ óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï.

Óõíå÷ßæïõìå íá åöáñìüæïõìå ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ óôï õðüëïéðï tableau ìÝ÷ñé

íá óõìðëçñþóïõìå üëá ôá ôåôñÜãùíá ôïõ ðßíáêá.

ÐáñÜäåéãìá 1 ¸óôù üôé ìáò äßíåôáé ôï áêüëïõèï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò êáé ìáò æçôåßôáé

íá âñåèåß Üñéóôç ëýóç.

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

30

20

10 60 20

8 7 4

5 4 2

6 9 5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

30

20

10 60 20

8 7 4

5 4

20
2

6 9 5

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ìéêñüôåñï áðü ôá êüóôç ìåôáöïñÜò åßíáé ôï c23 = 2, ïðüôå óýìöùíá

ìå ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ èá óõìðëçñþóïõìå ôï áíôßóôïé÷ï ôåôñÜãùíï èÝôïíôáò

x23 = min{�2; �3} = {30; 20} = 20. Åöüóïí x23 = �3 = 20 èá ìçäåíßóïõìå ôá óôïé÷åßá

ôçò áíôßóôïé÷çò óôÞëçò ìéáò êáé ï óôáèìüò ðñïïñéóìïý B3 Ý÷åé ðëÝïí êáëýøåé ôéò áíÜãêåò

ôïõ. ÅðéðëÝïí ï óôáèìüò ðáñáãùãÞò Á2 äéÝèåóå ðïóüôçôá 20 óôïí Â3 êáé Üñá ôþñá

äéáèÝôåé ðïóüôçôá ßóç ìå 10 = 30− 20.
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Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>
10

30

20

10 60 ½½20

8 7

0
4

5 4

20
2

6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>
10

30

20

10 60 ½½20

8 7

0
4

5 4

20
2

6 9

0
5

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ìéêñüôåñï áðü ôá êüóôç ìåôáöïñÜò åßíáé ôï c22 = 4, ïðüôå óýìöùíá

ìå ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ èá óõìðëçñþóïõìå ôï áíôßóôïé÷ï ôåôñÜãùíï èÝôïíôáò

x22 = min{�2; �2} = {10; 60} = 10. Åöüóïí x22 = �2 = 10 èá ìçäåíßóïõìå ôá óôïé÷åßá

ôçò áíôßóôïé÷çò ãñáììÞò ìéáò êáé ï óôáèìüò ðáñáãùãÞò Á2 äåí Ý÷åé ðëÝïí Üëëï áðüèåìá.

ÅðéðëÝïí ï óôáèìüò ðáñáãùãÞò Â2 ðÞñå ðïóüôçôá 10 áðü ôïí óôáèìü ðáñáãùãÞò Á2 êáé

Üñá ôþñá æçôÜåé ðïóüôçôá ßóç ìå 50 = 60− 10.

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>½½10
30

20

10 ½½>
50

60 ½½20

8 7

0
4

0
5

10
4

20
2

6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>½½10
30

20

10 ½½>
50

60 ½½20

8 7

0
4

0
5

10
4

20
2

6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>½½10
30

½½>
10

20

½½10 ½½>
50

60 ½½20

0
8 7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

40

½½>½½10
30

½½>
10

20

½½10 ½½>
50

60 ½½20

0
8 7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

½½40

½½>½½10
30

½½>
10

20

½½10
½½>½½>

10
50

60 ½½20

0
8

40
7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6 9

0
5

Á1

Á2

Á3

Â1 Â2 Â3

½½40

½½>½½10
30

½½>½½10
20

½½10
½½>½½>

½10
50

60 ½½20

0
8

40
7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6

10
9

0
5

Óõíåðþò Ý÷ïõìå âñåß ìéá âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ëýóç áõôÞ Ý÷åé 3+3−
1 = 5 èåôéêÜ óôïé÷åßá êáé Üñá åßíáé ìç åêöõëéóìÝíç.
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2. Óôç óõíÝ÷åéá èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå áí ç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç, ðïõ Ý÷ïõìå âñåß x̃ij, åßíáé

Üñéóôç. Èåùñïýìå ôá óôïé÷åßá ui êáé vj ôá ïðïßá êáëïýíôáé äõíáìéêÜ.

ui
vj

u1

u2

...

um

v1 v2 · · · vn

�1

�2

...

�m

�1 �2 · · · �n

x̃11

c11

x̃12

c12

· · · x̃1n

c1n

x̃21

c21

x̃22

c22

· · · x̃2n

c2n

x̃m1

cm1

x̃m2

cm2

· · · x̃mn

cmn

...
... . . . ...

ÈÝôïõìå u1 = 0. Åíþ ôá õðüëïéðá ui êáé vj õðïëïãßæïíôáé ùò åîÞò: êïéôÜæïõìå ìüíï

ôá âáóéêÜ ôåôñÜãùíá, äçëáäÞ åêåßíá óôá ïðïßá x̃ij > 0 êáé ëýíïõìå ôï óýóôçìá ôùí

åîéóþóåùí ui + vj = cij.

ÐáñÜäåéãìá 2 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò. Èá õðïëïãßóïõìå ôá äõíáìéêÜ

ui êáé vj ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò.

u
v

u1

u2

u3

v1 v2 v3

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8

40
7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6

10
9

0
5

u1 + v2 = 7; åöüóïí ôï x12 > 0

u2 + v2 = 4; åöüóïí ôï x22 > 0

u2 + v3 = 2; åöüóïí ôï x23 > 0

u3 + v1 = 6; åöüóïí ôï x31 > 0

u3 + v2 = 9; åöüóïí ôï x32 > 0

Èåùñïýìå u1 = 0 êáé Üñá åðéëýïíôáò ôï ðáñáðÜíù óýóôçìá Ýðåôáé
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u
v

0

−3

2

4 7 5

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8

40
7

0
4

0
5

10
4

20
2

10
6

10
9

0
5

Ìüëéò õðïëïãßóïõìå ôá äõíáìéêÜ êáôáãñÜöïõìå óôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá óôçí ðÜíù

áñéóôåñÜ ãùíßá ôçí ðïóüôçôá �ij = ui + vj − cij ïé ïðïßåò êáëïýíôáé äéáöïñÝò.

ÐáñÜäåéãìá 3 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò. Èá õðïëïãßóïõìå ôéò äéáöïñÝò

�ij ãéá ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò.

u
v

0

−3

2

4 7 5

½½40

½½30

½½20

½½10 ½½60 ½½20

0
8-4

40
7

0
41

0
5-4

10
4

20
2

10
6

10
9

0
52

åöüóïí

�11 = u1 + v1 − c11 = −4

�13 = u1 + v3 − c13 = 1

�21 = u2 + v1 − c21 = −4

�33 = u3 + v3 − c33 = 2

3. ÅëÝã÷ïõìå áí ç ëýóç x̃ij åßíáé Üñéóôç, åîåôÜæïíôáò ôéò äéáöïñÝò �ij óôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá.

(a) áí �ij ≤ 0 ãéá üëá ôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá ôüôå ç ëýóç ðïõ Ý÷åé âñåèåß åßíáé Üñéóôç.

Áí åðéðëÝïí �ij < 0 ãéá üëá ôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá ôüôå ç Üñéóôç ëýóç ðïõ Ý÷åé

âñåèåß åßíáé ìïíáäéêÞ.

(b) áí õðÜñ÷åé �ij > 0 ãéá êÜðïéï áðü ôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá ôüôå ç ëýóç ðïõ Ý÷åé

âñåèåß äåí åßíáé Üñéóôç, ïðüôå êáé óõíå÷ßæïõìå ìå ôï âÞìá 4.

ÐáñÜäåéãìá 4 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò. Ðáñáôçñïýìå ðùò ïé äéáöïñÝò

�13 êáé �33 åßíáé ãíçóßùò èåôéêÝò êáé Üñá äåí Ý÷ïõìå ïäçãçèåß óå Üñéóôç ëýóç. Óõíåðþò

óõíå÷ßæïõìå ìå ôï âÞìá 4.
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4. Áíáæçôïýìå ìéá êáëýôåñç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç. ÅðéëÝãïõìå ôï ôåôñÜãùíï åêåßíï ìå ôçí

ìåãáëýôåñç èåôéêÞ äéáöïñÜ, äçëáäÞ ôï ôåôñÜãùíï (i0; j0) ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ó÷Ýóç

(i0; j0) : �i0;j0 = max{�ij : �ij > 0} êáé ôï óõíäÝïõìå ìå ïñéæüíôéåò êáé êÜèåôåò ãñáììÝò,

ó÷çìáôßæïíôáò Ýíá ïñèïãþíéï ôï ïðïßï óôéò êïñõöÝò ôïõ íá Ý÷åé âáóéêÜ ôåôñÜãùíá, ßóáìå

íá êáôáëÞîïõìå óôï ßäéï ôåôñÜãùíï (i0; j0) áðü ôï ïðïßï êáé îåêéíÞóáìå. Áðïäåéêíýåôáé,

ôüôå, üôé õðÜñ÷åé áêñéâþò ìéá åðéëïãÞ ôåôñáãþíùí ôÝôïéá þóôå íá éêáíïðïåß ôÝôïéá åðéëïãÞ

âáóéêþí ôåôñáãþíùí. ÈÝôïõìå äéáäï÷éêÜ + êáé − óå êáèÝíá áðü áõôÜ ôá ôåôñÜãùíá

îåêéíþíôáò ìå + áðü ôï ôåôñÜãùíï (i0; j0), áðü ôï ïðïßï êáé îåêéíÞóáìå. Ïé ôéìÝò ôç íÝáò

âáóéêÞò åöéêôÞò ëýóçò åßíáé

x′ij = x̃ij + �0 óôá ôåôñÜãùíá ðïõ Ý÷ïõí +

x′ij = x̃ij − �0 óôá ôåôñÜãùíá ðïõ Ý÷ïõí −
x′ij = x̃ij óôá õðüëïéðá ôåôñÜãùíá

üðïõ

�0 = x̃i1j1 = min{x̃ij : (i; j) ôåôñÜãùíá ðïõ Ý÷ïõí −} :

Ôï áíôßóôïé÷ï óõíïëéêü êüóôïò ìåôáöïñÜò åßíáé R1 = R0 − �0�i0j0 , üðïõ R0 åßíáé ôï

óõíïëéêü êüóôïò ìåôáöïñÜò ðïõ áíôéóôïé÷åß óôçí ëýóç x̃ij, áíáëõôéêÜ R0 =
∑

i;j x̃ijcij.

ÐáñÜäåéãìá 5 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò.
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Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ìïíáäéêü ïñèïãþíéï ðïõ ó÷çìáôßæåôáé ìå êïñõöÝò óå âáóéêÜ ôåôñÜãùíá

åßíáé áõôü ìå êïñõöÝò (3; 3) → (3; 2) → (2; 2) → (2; 3). Ôüôå óýìöùíá ìå ôçí èåùñßá

õðïëïãßæïõìå ôï �0 = min{x̃ij : (i; j) ôåôñÜãùíá ðïõ Ý÷ïõí −} = min{x̃23; x̃32} = min{20; 10}.
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Óôç óõíÝ÷åéá óôá ôåôñÜãùíá ìå + ðñïóèÝôïõìå ôçí ðïóüôçôá �0 = 10 ðïõ õðïëïãßóáìå,

åíþ óôá ôåôñÜãùíá ìå − áöáéñïýìå ôï �0 = 10, ôá õðüëïéðá ôåôñÜãùíá ðáñáìÝíïõí ùò

Ý÷ïõí. Óõíåðþò
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5. ÅðéóôñÝöïõìå óôï âÞìá 2.

ÐáñÜäåéãìá 6 ÓõíÝ÷åéá ðñïçãïýìåíïõ ðáñáäåßãìáôïò. Èá åëÝãîïõìå áí ç ëýóç ðïõ

Ý÷ïõìå âñåß åßíáé Üñéóôç õðïëïãßæïíôáò åê íåïõ ôá äõíáìéêÜ ui êáé vj êáé ôéò äéáöïñÝò

�ij. ¸÷ïõìå
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Ðáñáôçñïýìå üôé õðÜñ÷åé äéáöïñÜ �ij èåôéêÞ êáé Üñá ç ëýóç ðïõ Ý÷ïõìå âñåß äåí åßíáé

Üñéóôç. Óõíå÷ßæïõìå üðùò ïñßæåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï óôï âÞìá 4.
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Óôï ôåëåõôáßï tableau ðáñáôçñïýìå ðùò üëåò ïé äéáöïñÝò åßíáé ãíçóéþò áñíçôéêÝò êáé Üñá

ç ëýóç ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé åßíáé Üñéóôç êáé ìÜëéóôá ìïíáäéêÞ.

ÐáñáôÞñçóç 6 Áí óôï tableau ðïõ äßíåé ôçí Üñéóôç ëýóç, õðÜñ÷åé ìç âáóéêü ôåôñÜãùíï

ìå äéáöïñÜ �ij = 0 áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ÷åé åíáëëáêôéêÞ Üñéóôç ëýóç ðïõ õðïëïãßæåôáé

êÜíïíôáò âáóéêü ôï ôåôñÜãùíï áõôü, äçëáäÞ ó÷çìáôßæïõìå ôåôñÜãùíï ìå êïñõöÝò âáóéêÜ

ôåôñÜãùíá îåêéíþíôáò áðü ôï ôåôñÜãùíï ìå ôçí ìçäåíéêÞ äéáöïñÜ.

2.3 ÅêöõëéóìÝíåò ëýóåéò

Áí óôï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò õðÜñ÷åé ãíÞóéï õðïóýíïëï áðü p < m, óôáèìïýò ðáñáãùãÞò ìå

óõíïëéêÞ ðáñáãùãÞ üóç êáé ç óõíïëéêÞ æÞôçóç óå q < n, óôáèìïýò ðñïïñéóìïý, ôüôå õðÜñ÷ïõí

åêöõëéóìÝíåò ëýóåéò. Ìðïñåß óå ïðïéïäÞðïôå óçìåßï ôùí ðñÜîåùí ìáò íá ðñïêýøåé åêöõëéóìÝíç

âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç, åßôå åîáñ÷Þò ìå ôçí ìÝèïäï åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ ãéáôß ìçäåíßóôçêå ôáõôü÷ñïíá

êáé ãñáììÞ êáé óôÞëç, åßôå êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôïõ áëãüñéèìïõ åðßëõóçò ôïõ ðñïâëÞìáôïò

ìåôáöïñÜò. Óå êÜèå ðåñßðôùóç áíôéìåôùðßæïíôáé ôïðïèåôþíôáò áóôåñßóêïõò óå ôåôñÜãùíá ìå 0

ãéá íá ôá áíôéìåôùðßæïõìå ùò âáóéêÜ ôåôñÜãùíá. Ç åðßëïãç ôïõ ìçäåíéêïý ôåôñáãþíïõ ðïõ èá
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ãßíåé âáóéêü åßíáé áõèáßñåôç áí êáé ðñïôåßíåôáé íá åðéëÝãåôáé áõôü ìå ôï ìéêñüôåñï êüóôïò. Áí

èÝëïõìå íá áðïöýãïõìå ôçí åìöÜíéóç ôùí ìçäåíéêþí âáóéêþí ôåôñáãþíùí êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ

ôïõ áëãüñéèìïõ ìðïñïýìå íá áêïëïõèÞóïõìå ôçí ìÝèïäï ôçò äéáôáñá÷Þò.

Äçìéïõñãïýìå Ýíá íåï ðñüâëçìá ìåôáöïñÜò èÝôïíôáò

�′i = �i + �; i = 1; 2; : : : ;m êáé �j =




�j; j = 1; 2; : : : ; n− 1

�n +m�; j = n

üðïõ � > 0 áõèáßñåôá ìéêñü. Ëýíïíôáò ôï íåï ðñüâëçìá, ãéá ôï ïðïßï äåí õðÜñ÷ïõí åêöõëéóìÝíåò

ëýóåéò, êáé èÝôïíôáò óôï ôåëéêü tableau � = 0, ðÜéñíïõìå ôçí Üñéóôç ëýóç ôïõ áñ÷éêïý ðñïâëÞìáôïò.
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2.4 ÁóêÞóåéò{Ëýóåéò

2.4.1 ¢óêçóç 1ç

Ìéá åôáéñßá ðáñÜãåé êáé äéáíÝìåé Ýíá ðñïúüí óôïõò ðåëÜôåò ôçò ìÝóù ðñáããåëéþí. Ãéá ôçí

ôñÝ÷ïõóá åâäïìÜäá Ý÷åé ðÜñåé ðáñáããåëßåò áðü ôïõò ðåëÜôåò 1, 2 êáé 3 ãéá ðïóüôçôåò 180,

170 êáé 150 ìïíÜäåò ðñïúüíôïò, áíôßóôïé÷á. Ôï ðñïúüí ìðïñåß íá óôáëåß óôïõò ðåëÜôåò áðü

äõï áðïèÞêåò Á êáé Â ðïõ Ý÷ïõí äéáèÝóéìåò ðïóüôçôåò 200 ìïíÜäåò ðñïúüíôïò ç êÜèå ìéá. Ôï

êüóôïò ìåôáöïñÜò áðü êÜèå áðïèÞêç ðñüò êÜèå ðåëÜôç äßíåôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá

ÐåëÜôçò

ÁðïèÞêç 1 2 3

A 8 9 4

B 5 12 2

Áí ìåßíåé áäéÜèåôï ðñïúüí óôéò áðïèÞêåò Ý÷åé ìçäåíéêü êüóôïò, åíþ ôï êüóôïò áíÜ ìïíÜäá

åëëåßøåùí ãéá ôïõò ðåëÜôåò 1, 2 êáé 3 åßíáé ßóï ìå 6, 6 êáé 5, áíôßóôïé÷á.

Íá âñåèåß ï ôñüðïò ìåôáöïñÜò ôùí ðñïúüíôùí áðü ôéò áðïèÞêåò óôïõò ðåëÜôåò ðïõ åëá÷éóôïðïéåß

ôï óõíïëéêü êüóôïò.

Ëýóç

Ðáñáôçñïýìå üôé
∑3

j=1 bj = 180 + 170 + 150 = 500 > 400 = 200 + 200 =
∑2

i=1 ai, ÄçëáäÞ ç

æÞôçóç åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ôçí ðáñáãùãÞ. Óõíåðþò åéóÜãïõìå õðïèåôéêü óôáèìü ðáñáãùãÞò,

Ýóôù áðïèÞêç Ã ìå äõíáôüôçôá ðáñáãùãÞò a3 = 500− 400 = 100.

Á

Â

Ã

1 2 3

200

200

100

180 170 150

8 9 4

5 12 2

6 6 5

Óõìðëçñþíïõìå ôïí ðßíáêá ìå ôçí ìÝèïäï ôïõ åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ
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Ðáñáôçñïýìå üôé ç âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç ðïõ Ý÷åé âñåèåß ìå ôçí ìÝèïäï åëá÷ßóôïõ óôïé÷åßïõ åßíáé

ìç åêöõëéóìÝíç êáèþò Ý÷åé m + n − 1 = 5 èåôéêÜ óôïé÷åßá. Ôï áíôßóôïé÷ï óõíïëéêü êüóôïò

åßíáé R0 = 30 · 8 + 170 · 9 + 50 · 5 + 150 · 2 + 100 · 6 = 2920. Åöáñìüæïíôáò ôïí áëãüñéèìï ôùí

äõíáìéêþí èá åëÝãîïõìå áí ç ëýóç ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé åßíáé Üñéóôç.
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Åöüóïí õðÜñ÷ïõí èåôéêÝò äéáöïñÝò �ij, óõãêåêñéìÝíá

�13 = 1, ç ðáñáðÜíù ëýóç äåí åßíáé Üñéóôç. Âñßóêïõìå

ìéá êáëýôåñç ëýóç êÜíïíôáò âáóéêÞ ôç ìåôáâëçôÞ ðïõ

áíôéóôïé÷åß óôçí èåôéêÞ äéáöïñÜ, Üñá êÜíïõìå âáóéêÜ ôçí

ìåôáâëçôÞ x13. Åßíáé �0 = min{30; 150} = 30 êáé Üñá ç

íÝá âáóéêÞ åöéêôÞ ëýóç äßíåôáé áðü ôï åðüìåíï tableau.
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Åöüóïí �ij < 0 ãéá üëá ôá ìç âáóéêÜ ôåôñÜãùíá

ôï ôåëåõôáßï tableau åßíáé ôï ìïíáäéêü Üñéóôï tableau

ó÷åäßïõ ìåôáöïñÜò. Ôï óõíïëéêü êüóôïò ìåôáöïñÜò

åßíáé R1 = R0 − �0�13 = 2920− 30 · 1 = 2890:

Óõíåðþò ï âÝëôéóôïò ôñüðïò ìåôáöïñÜò ôùí ðñïúüíôùí áðü ôéò áðïèÞêåò åßíáé:

áðü ôçí áðïèÞêç Á èá ìåôáöåñèïýí ðïóüôçôåò 170 êáé 30 ðñüò ôïõò ðåëÜôåò 2 êáé 3 áíôßóôïé÷á.

áðü ôçí áðïèÞêç Â èá ìåôáöåñèïýí ðïóüôçôåò 80 êáé 120 ðñüò ôïõò ðåëÜôåò 1 êáé 3 áíôßóôïé÷á.
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áðü ôçí áðïèÞêç Ã èá ìåôáöåñèåß ðïóüôçôá 100 ðñüò ôïí ðåëÜôç 1, äçëáäÞ ï ðåëÜôçò 1 èá

ðáñïõóéÜóåé Ýëëåéøç 100 ìïíÜäùí ðñïúüíôïò.
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2.4.2 ¢óêçóç 2ç

Ìßá ôñÜðåæá Ý÷åé 3 ãñáöåßá óôá ïðïßá ãßíåôáé ç åðåîåñãáóßá ôùí åðéôáãþí. Ôï ãñáöåßï 1

ìðïñåß íá äéåêðåñáéþóåé 10.000 åðéôáãÝò ôçí åâäïìÜäá, ôï ãñáöåßï 2 9000 êáé ôï ãñáöåßï 3

6.000. Ç ôñÜðåæá Ý÷åé 4 ôýðïõò åðéôáãþí: ÐñïóùðéêÝò(Ð), ÅìðïñéêÝò(Å), Äçìïóßïõ(Äì) êáé

Äéåèíåßò(Äè). ÊáôÜ ìÝóï üñï ï åâäïìáäéáßïò áñéèìüò åðéôáãþí ðñïò äéåêðåñáßùóç åßíáé 1000

äéåèíåßò êáé 8000 ãéá êáèÝíá áðü ôïõò Üëëïõò ôñåéò ôýðïõò. Ôï êüóôïò äéåêðåñáßùóçò áíÜ

åðéôáãÞ åîáñôÜôáé ôüóï áðü ôï ãñáöåßï üóï êáé áðü ôïí ôýðï ôçò åðéôáãÞò êáé äßíåôáé áðü ôïí

ðáñáêÜôù ðßíáêá (óå ëåðôÜ ôïõ åõñþ)

Ôýðïò åðéôáãÞò

Ãñáöåßï ÐñïóùðéêÞ ÅìðïñéêÞ Äçìïóßïõ ÄéåèíÞò

1 25 12 14 38

2 29 15 9 37

3 26 18 12 40

Íá âñåèåß ìå ðïéï ôñüðï ðñÝðåé íá ãßíåé ç êáôáíïìÞ ôùí åðéôáãþí óôá ãñáöåßá þóôå íá åëá÷éóôïðïéçèåß

ôï óõíïëéêü åâäïìáäéáßï êüóôïò äéåêðåñáßùóçò.

Ëýóç

Ðáñáôçñïýìå üôé 10000 + 9000 + 6000 = 1000 + 8000 + 8000 + 8000 = 25000.

1

2

3

Ð Å Äì Äè

10000

9000

6000

8000 8000 8000 1000

25 12 14 38

29 15 9 37

26 18 12 40

Óõìðëçñþíïõìå ôïí ðßíáêá ìå ôçí ìÝèïäï ôïõ åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ.
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Ðáñáôçñïýìå üôé êáôÜ ôç óõìðëÞñùóç ôïõ ðßíáêá ìçäåíßæåôáé ôáõôü÷ñïíá ç áíôßóôïé÷ç ãñáììÞ

êáé óôÞëç. Ãéá ôï ëüãï áõôü ç ëýóç ðïõ ðñïêýðôåé åßíáé åêöõëéóìÝíç, äçëáäÞ Ý÷åé ëéãüôåñåò áðü

m+n− 1 = 3+4− 1 = 6 âáóéêÝò ìåôáâëçôÝò. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ âÜæïõìå Ýíá áóôåñßóêï óå

êÜðïéï áðü ôá ìçäåíéêÜ ðïõ äçìéïõñãïýíôáé üôáí ìçäåíßóïõìå ôç ãñáììÞ êáé ôç óôÞëç (óõíÞèùò

ðñïôéìïýìå áõôü ìå ôï åëÜ÷éóôï êüóôïò).

Ãéá ôç ëýóç áõôÞ ôï óõíïëéêü êüóôïò åßíáé R0 = 25 · 2000 + 12 · 8000 + 29 · 0 + 9 · 8000 +

37 · 1000 + 26 · 6000 = 411:000ëåðôÜ ôïõ åõñþ Þ 4110 åõñþ. Èá åëÝãîïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôùí

äõíáìéêþí áí ç ëýóç áõôÞ åßíáé Üñéóôç.
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10000

9000

6000

8000 8000 8000 1000

2000
25

8000
12

0
14-9

0
38-5

0∗
29

0
151

8000
9

1000
37

6000
26

0
18-5

0
12-6

0
40-6

Ç ëýóç áõôÞ äåí åßíáé Üñéóôç áöïý õðÜñ÷åé

�ij > 0 (�22 = 1). ¸ôóé ç ìåôáâëçôÞ x22 ðïõ

áíôéóôïé÷åß óôç èåôéêÞ äéáöïñÜ èá ãßíåé ôþñá

âáóéêÞ.

u

0

4

1

v 25 12 5 33

10000

9000

6000

8000 8000 8000 1000

2000
25

8000
12

0
14-9

0
38-5

0∗
29

0
151

8000
9

1000
37

6000
26

0
18-5

0
12-6

0
40-6

+-

+ -
Åßíáé �0 = min{0; 8000} = 0. Åöüóïí ç x22

Ýãéíå ôþñá âáóéêÞ êáé åßíáé 0 ç ôéìÞ ôçò, âÜæïõìå

åêåß áóôåñßóêï êáé õðïëïãßæïõìå êáé ðÜëé ôá

äõíáìéêÜ ãéá íá åëÝãîïõìå áí ç ëýóç áõôÞ åßíáé

Üñéóôç.
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u

0

3

1

v 25 12 6 34

10000

9000

6000

8000 8000 8000 1000

2000
25

8000
12

0
14-8

0
38-4

0
29-1

0∗
15

8000
9

1000
37

6000
26

0
18-5

0
12-5

0
40-5

Áõôü ôï tableau åßíáé Üñéóôï åöüóïí üëá ôá

�ij < 0. Óýìöùíá ìå áõôÞ, ôï ðñþôï

ãñáöåßï èá äéåêðåñáéþóåé 2000 ÐñïóùðéêÝò êáé

8000 ÅìðïñéêÝò åðéôáãÝò, ôï äåýôåñï ãñáöåßï

8000 Äçìïóßïõ êáé 1000 Äéåèíåßò åíþ ôï

ôñßôï ãñáöåßï 6000 ÐñïóùðéêÝò. Ôï óõíïëéêü

êüóôïò, åöüóïí �0 = 0 äåí ìåôáâÜëëåôáé êáé

åßíáé ßóï ìå ôï R0.
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2.4.3 ¢óêçóç 3ç

¸íáò åêðáéäåõôéêüò ïñãáíéóìüò Ý÷åé ó÷ïëåßá óå ôñåéò ôïðïèåóßåò ìå äõíáìéêüôçôá ìáèçôþí 200,

400 êáé 400 áíôßóôïé÷á. Ïé ìáèçôÝò ðñïÝñ÷ïíôáé áðü 4 äéáöïñåôéêÝò ðåñéï÷Ýò. ÓõãêåêñéìÝíá,

120 ìáèçôÝò ðñïÝñ÷ïíôáé áðü ôçí ðåñéï÷Þ 1, 240 áðü ôçí ðåñéï÷Þ 2, 450 áðü ôçí ðåñéï÷Þ 3 êáé

190 áðü ôçí ðåñéï÷Þ 4. Ïé ìáèçôÝò ìåôáêéíïýíôáé ìå ëåùöïñåßá ôïõ ïñãáíéóìïý. Ôï êüóôïò

ìåôáöïñÜò áíÜ ìáèçôÞ áðü êÜèå ðåñéï÷Þ óå êÜèå ó÷ïëåßï öáßíåôáé óôïí ðáñáêÜôù ðßíáêá:

Ó÷ïëåßï

Ðåñéï÷Þ 1 2 3

1 5 2 1

2 4 3 4

3 2 4 7

4 3 3 6

Íá âñåèåß ç êáôáíïìÞ ôùí ìáèçôþí áðü êÜèå ðåñéï÷Þ óå êÜèå ó÷ïëåßï Ýôóé þóôå íá åëá÷éóôïðïéåßôáé

ôï óõíïëéêü êüóôïò ìåôáöïñÜò.

Ëýóç

Ðáñáôçñïýìå üôé 200 + 400 + 400 = 120 + 240 + 450 + 190 = 1000.

1

2

3

4

1 2 3

120

240

450

190

200 400 400

5 2 1

4 3 4

2 4 7

3 3 6

Óõìðëçñþíïõìå ôïí ðßíáêá ìå ôçí ìÝèïäï ôïõ åëÜ÷éóôïõ óôïé÷åßïõ.
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1

2

3

4

1 2 3

©©120

©©240 ½½30

©©450 ©©250

©©190

©©200 ©©400

©©210

©©400

©©280

0
5

0
2

120
1

0
4

210
3

30
4

200
2

0
4

250
7

0
3

190
3

0
6

Ãéá ôç ëýóç áõôÞ ôï óõíïëéêü êüóôïò åßíáé R0 =

1·120+3·210+4·30+2·200+7·250+3·190 = 3590.

ÅëÝã÷ïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôùí äõíáìéêþí áí ç ëýóç

áõôÞ åßíáé Üñéóôç.

u

0

3

6

3

v −4 0 1

120

240

450

190

200 400 400

0
5-9

0
2-2

120
1

0
4-5

210
3

30
4

200
2

0
42

250
7

0
3-4

190
3

0
6-2

+

- +

-

Ç ëýóç áõôÞ äåí åßíáé Üñéóôç áöïý õðÜñ÷åé �ij > 0 (�32 =

2). Åßíáé �0 = min{210; 250} = 210. ¸ôóé, óõíå÷ßæïõìå

óôï åðüìåíï tableau óôï ïðïßï ç ìåôáâëçôÞ x32 ãßíåôáé

ôþñá âáóéêÞ.

u

0

3

6

5

v −4 −2 1

120

240

450

190

200 400 400

0
5-9

0
2-4

120
1

0
4-5

0
3-2

240
4

200
2

210
4

40
7

0
3-4

190
3

0
60

Ç ëýóç åßíáé Üñéóôç áöïý üëá ôá �ij ≤ 0. Ôï êüóôïò ãéá

áõôÞ ôç ëýóç åßíáé R1 = R0 − �32 · �0 = 3590− 2 · 210 =

3170. Óýìöùíá ìå ôç ëýóç 120 ðáéäéÜ ôçò ðåñéï÷Þò 1 èá

ðÜíå óôï ó÷ïëåßï 3, 210 ðáéäéÜ ôçò ðåñéï÷Þò 2 èá ðÜíå

óôï ó÷ïëåßï 2 êáé ôá õðüëïéðá 30 óôï ó÷ïëåßï 3, 200

ðáéäéÜ áðü ôçí ðåñéï÷Þ 3 èá ðÜíå óôï ó÷ïëåßï 1 êáé 250

óôï ó÷ïëåßï 3 åíþ êáé ôá 190 ðáéäéÜ ôçò ðåñéï÷Þò 4 èá

ðÜíå óôï ó÷ïëåßï 2.
ÅðåéäÞ õðÜñ÷åé Ýíá �ij = 0 (�43 = 0) áõôü óõíåðÜãåôáé üôé õðÜñ÷åé åíáëëáêôéêÞ Üñéóôç ëýóç

ç ïðïßá õðïëïãßæåôáé êÜíïíôáò âáóéêÞ ìåôáâëçôÞ áõôÞ ãéá ôçí ïðïßá �ij = 0. Óôçí ðåñßðôùóÞ

ìáò ç ìåôáâëçôÞ x43 èá ãßíåé ôþñá âáóéêÞ, áêïëïõèþíôáò äéáäéêáóßá áíÜëïãç ôçò ðåñßðôùóçò

ðïõ �ij > 0, üðùò öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù tableau. Ðñïöáíþò áëëÜæåé ï ôñüðïò êáôáíïìÞò ôùí

ðáéäéþí óôá ó÷ïëåßá áëëÜ ôï êüóôïò ìåôáöïñÜò ôïõò ðáñáìÝíåé ôï ßäéï ìå ôï R1.
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u

0

3

6

5

v −4 −2 1

120

240

450

190

200 400 400

0
5-9

0
2-4

120
1

0
4-5

0
3-2

240
4

200
2

210
4

40
7

0
3-4

190
3

0
60

+-

+ -

120

240

450

190

200 400 400

0
5

0
2

120
1

0
4

0
3

240
4

200
2

250
4

0
7

0
3

150
3

40
6
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