
Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωµα Lebesgue – 1/7/2015

1. (1.5 µον.) ΄Εστω A ⊆ R µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(A) < +∞. Αποδείξτε ότι :

(α) Η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = λ(A ∩ (−∞, x]) είναι συνεχής.

(ϐ) Υπάρχει µετρήσιµο σύνολο F µε F ⊆ A και λ(F ) = λ(A)/2.

(γ) Υπάρχει συµπαγές σύνολο K µε K ⊆ A και λ(K) = λ(A)/2.

2. (1 µον.) Θέτουµε A = Q ∩ [0, 1]. ∆είξτε ότι :
(α) Για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία {Rj}∞j=1 ανοικτών διαστηµάτων ώστε : A ⊆

⋃∞
j=1Rj και∑∞

j=1 λ(Rj) < ε.

(ϐ) Αν {Rj}mj=1 είναι µια πεπερασµένη οικογένεια ανοικτών διαστηµάτων ώστε A ⊆
⋃m
j=1Rj , τότε∑m

j=1 λ(Rj) > 1.

3. (1.5 µον.) ΄Εστω f : R→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αποδείξτε ότι

(α) Αν En = {x ∈ R : |f(x)| > n} τότε∫
En

|f | dλ→ 0 και nλ(En)→ 0.

(ϐ) Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε) > 0 µε την εξής ιδιότητα : αν λ(E) < δ τότε
∫
E
|f | dλ < ε.

4. (1 µον.) ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε 0 < λ(E) <∞ και έστω f : E → R ϕραγµένη
µετρήσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞.

5. (1 µον.) ΄Εστω f ∈ L1(R) και έστω α > 0. Αποδείξτε ότι

∞∑
n=1

∫ ∞
−∞

n−α|f(nx)| dλ(x) < +∞

και συµπεράνατε ότι
f(nx)

nα
→ 0

σχεδόν παντού.

6. (1.5 µον.) (α) ΄Εστω f : T→ C συνεχής συνάρτηση µε

∞∑
k=−∞

|f̂(k)| < +∞.

Αποδείξτε ότι η σειρά Fourier της f συγκλίνει οµοιόµορφα στην f .
(ϐ) Αποδείξτε ότι η υπόθεση

∑∞
k=−∞ |f̂(k)| < ∞ εξασφαλίζεται αν η f έχει συνεχή δεύτερη παρά-

γωγο.
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7. (1.5 µον.) ΄Εστω (xn) ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Αποδείξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναµα:

(α) Για κάθε συνεχή 2π-περιοδική συνάρτηση f : R→ C ισχύει

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn) =
1

2π

∫
T
f(t) dλ(t).

(ϐ) Για κάθε k ∈ Z \ {0} ισχύει

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

eikxn = 0.

8. (1 µον.) ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι : για κάθε µετρήσιµο A ⊆ T, η σειρά∑
k

f̂(k)

∫
A

eiktdλ(t)

είναι Cesàro αθροίσιµη στο
∫
A
f(t) dλ(t).

9. (1 µον.) ΄Εστω f : R→ R συνεχώς παραγωγίσιµη 2π-περιοδική συνάρτηση.
(α) Αποδείξτε ότι

‖f − sn(f)‖∞ 6
∑
|k|>n

|f̂ ′(k)|
|k|

.

(ϐ) Αποδείξτε ότι
lim
n→∞

√
n‖f − sn(f)‖∞ = 0.

10. (1 µον.) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = (π − x)2 στο [0, 2π] και την επεκτείνουµε σε µια
2π-περιοδική συνάρτηση ορισµένη στο R. ∆είξτε ότι

S(f, x) =
π2

3
+ 4

∞∑
k=1

cos kx

k2
.

Χρησιµοποιώντας το παραπάνω, δείξτε ότι

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

Καλή Επιτυχία !
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