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Περίληψη

Το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz είναι ένα από τα δύο κλασσικά ϑεωρήµατα πα-
ϱεµβολής, µαζί µε το ϑεώρηµα Riesz-Thorin. Περιγράφουµε την απόδειξή του και µία από τις
πιο σηµαντικές εφαρµογές του: το γεγονός ότι ο µεγιστικός τελεστής των Hardy-Littlewood είναι
ϕραγµένος τελεστής στον Lp(Rn), 1 < p < ∞. Στη συνέχεια εισάγουµε τους χώρους Lorentz και
δίνουµε την απόδειξη της πιο γενικής µορφής του ϑεωρήµατος παρεµβολής του Marcinkiewicz:
εξασθενίζουµε τις υποθέσεις και ταυτόχρονα παίρνουµε ισχυρότερο συµπέρασµα.

1 Ιστορικά στοιχεία για τον J. Marcinkiewicz

Ο Jósef Marcinkiewicz (1910-1940) γεννήθηκε στην Πολωνία και σπούδασε Μαθηµατικά στο
Πανεπιστήµιο Stefan Batory, στο Wilno – επιλέγοντας µεταξύ των ϑετικών επιστηµών και της
Πολωνικής Λογοτεχνίας.

Κατά το δεύτερο έτος των σπουδών του, γνωρίζει τον καθηγητή και µέντορά του Antoni
Zygmund. Ο Zygmund ενδιαφερόταν για την µελέτη των τριγωνοµετρικών σειρών και σε
διάλεξη που παρέθεσε σε σπουδαστές του δευτέρου έτους, παρουσίασε µία άκρως ϕιλόδοξη
άσκηση µε προαπαιτούµενες γνώσεις ολοκληρώµατος Lebesgue. Ο Marcinkiewicz – αν και
µέχρι εκείνη τη στιγµή δεν είχε εκδηλώσει ενδιαφέρον για τον εν λόγω τοµέα, προσέγγισε τον
Zygmund και σύντοµα ανέπτυξαν σχέσεις συνεργασίας. Η ταχύτατη εξέλιξη του Marcinkiew-
icz και οι ϱηξικέλευθες ιδέες του εντυπωσίασαν τον Zygmund, ο οποίος αφιέρωνε πολύ χρόνο
στις συζητήσεις µαζί του.

Η ταχεία πρόοδος του Marcinkiewicz είχε ως αποτέλεσµα την ολοκλήρωση των προπτυ-
χιακών σπουδών του το 1933 και την παρουσίαση της πτυχιακής του εργασίας περί της
σύγκλισης των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων. Ο Marcinkiewicz επεκτείνει αυτά τα µαθηµα-
τικά αποτελέσµατα το 1935 µε την διδακτορική διατριβή του ‘‘Trigonometric Interpolation
of Absolutely Continuous Functions", την οποία περατώνει ενώ εκπληρώνει τις στρατιωτικές
του υποχρεώσεις.

Την ίδια χρονική περίοδο, ο Marcinkiewicz αρχίζει τη σταδιοδροµία του στη διδασκαλία
και την έρευνα ως λέκτορας στο πανεπιστήµιο του Wilno και ταξιδεύει στην – ουκρανική
σήµερα – πόλη Λβιβ, όπου συνεργάζεται µε τον Schauder και επηρεάζεται από το ενδιαφέρον
του για τις µερικές διαφορικές εξισώσεις. Το ϕθινόπωρο του 1936 επιστρέφει στην Πολωνία
και το 1937 ανήκει πλέον στη ϐαθµίδα των Dozent, µία ϑέση υπό τον καθηγητή, αλλά
εξαιρετικά υψηλή.

1



Ωστόσο, την άνοιξη του 1939 ο Ϲήλος του τον οδηγεί στο Παρίσι και κατόπιν στην Αγγλία.
Αυτό το διάστηµα της Ϲωής του αποδεικνύεται ιδιαιτέρως παραγωγικό για τον Marcinkiewicz,
ο οποίος συνεργάζεται µε σπουδαίες µαθηµατικές προσωπικότητες και καταγράφει τα µαθη-
µατικά αποτελέσµατα και τις ιδέες του. Τον Αύγουστο του ίδιου έτους η πολιτική κατάσταση
στην Ευρώπη επιδεινώνεται και ο Marcinkiewicz παρακινηµένος από το αίσθηµα του καθή-
κοντος αποφασίζει να επιστρέψει στην Πολωνία, παρά την επιµονή των συνεργατών και των
ϕίλων του να παραµείνει στη Μ. Βρετανία.

Με την επιστροφή του στην Πολωνία παραδίδει τα χειρόγραφά του στους γονείς του και
λίγες ηµέρες µετά κηρύσσεται ο πόλεµος. Στις 2 Σεπτεµβρίου 1939 ο Marcinkiewicz, ο οποίος
έχει ήδη καταταγεί, δεν εµφανίζεται στη συνάντηση µε τον καθηγητή του Zygmund και λίγο
καιρό αργότερα ϐρίσκεται αιχµάλωτος πολέµου σε ϱωσικό έδαφος, όπου Ϲητά µαθηµατικά
ϐιβλία. Η ηµεροµηνία και ο τόπος ϑανάτου του δεν είναι γνωστά, αλλά εικάζεται ότι πέθανε
στο Katyn. Τα χειρόγραφά του δεν ϐρέθηκαν ποτέ.

΄Οσον αφορά στην απόδειξη του ϑεωρήµατος παρεµβολής το οποίο ϑα µελετήσουµε εν
συνεχεία, ο Marcinkiewicz δεν δηµοσίευσε κάποια απόδειξη. Ο ίδιος ανακοίνωσε το περιε-
χόµενό του και ένα τµήµα της απόδειξης στον Zygmund το 1939. Το ϑεώρηµα παρεµβολής
του Marcinkiewicz εδηµοσίευσε ο καθηγητής του Antoni Zygmund το 1956.

2 Το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz

Το ϑεώρηµα του Marcinkiewicz είναι ένα εκ των δύο σηµαντικών αποτελεσµάτων παρεµβολής
για τελεστές. Εξασφαλίζει ότι αν ένας υπογραµµικός τελεστής ικανοποιεί δύο ανισότητες
ασθενούς τύπου για χώρους Lp τότε είναι ϕραγµένος για τους ενδιάµεσους χώρους Lp, δηλαδή
ικανοποιεί ανισότητα ισχυρού τύπου γι¨ αυτούς. Το δεύτερο κλασσικό ϑεώρηµα αυτού του
τύπου είναι το ϑεώρηµα των Riesz-Thorin.

Προκειµένου να κατανοήσουµε τους παραπάνω όρους, παραθέτουµε στη συνέχεια τους
απαραίτητους ορισµούς.

Ορισµός 2.1. ΄Εστω f µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε ως συνάρτηση κατανοµής της f την
λf : (0,∞)→ [0,∞), που ορίζεται ως εξήσ:

λf (α) = µ({x : |f(x)| > α}).

Παρατηρήσεις 2.2. (α) Αν f ,g µετρήσιµες µε |f | < |g| τότε λf 6 λg. (Η απόδειξη είναι
απλή: χρησιµοποιούµε τον ορισµό της συνάρτησης κατανοµής και την ιδιότητα του
µέτρου A ⊆ B =⇒ µ(A) 6 µ(B)).

(ϐ) Αν fn ακολουθία συναρτήσεων τέτοια ώστε |fn| 6 f τότε

λfn ↗ λf .

(γ) Αν η συνάρτηση f γράφεται ως άθροισµα των g, h τότε

λf (α) 6 λg(α/2) + λh(α/2).
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Η πρόταση που ακολουθεί αποδεικνύεται εξαιρετικά χρήσιµη για το συµπέρασµα απλών,
αλλά ϐασικών ϐηµάτων κατά την απόδειξη του ϑεωρήµατος παρεµβολής.

Πρόταση 2.3. ΄Εστω 0 < p <∞. Αν f ∈ Lp(µ) τότε

(2.1)
∫
|f |p dµ = p

∫ ∞
0

αp−1λf (α) dα

Απόδειξη. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις.
Πρώτη περίπτωση: Αν η συνάρτηση f είναι απλή τότε το συµπέρασµα έπεται µε χρήση του
ϑεωρήµατος Fubini.
∆εύτερη περίπτωση: Αν η f δεν είναι απλή, τότε µπορούµε να την προσεγγίσουµε µε µια
ακολουθία απλών µετρησίµων συναρτήσεων fn, τέτοια ώστε |fn| 6 |f | και |fn| → |f |.

Τότε, από την Παρατήρηση 2.2 (ϐ) έχουµε ότι λfn ↗ λf . Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης
σύγκλισης του Lebesgue έπεται το συµπέρασµα.

Πρόταση 2.4. ΄Εστω f µετρήσιµη συνάρτηση και b τυχών ϑετικός αριθµός. Ορίζουµε Ab =
{x : |f(x)| > b}. Θέτουµε

hb = fχAcb + b(sgnf)χAb

και
gb = f − hb.

Τότε λgb(α) = λf (α+ b) και

(2.2) λhb(α) =

{
λf (α) αν α < b

0 αν α > b
.

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι gb = (sgnf)(|f | − b)χAb . Επίσης,

(2.3) hb =

{
f αν |f(x)| 6 b

b (sgnf) αν |f(x)| > b

και

(2.4) |hb| =

{
|f | αν |f(x)| 6 b

b αν |f(x)| > b

Συνεπώς |hb| 6 b. ΄Αρα,

(2.5) λhb(α) =

{
λf (α) αν α < b

0 αν α > b

Τώρα,

(2.6) µ({x : |f(x)| − b > α}) = µ({x : |f(x)| > α+ b}) = λf (α+ b).
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Ορισµός 2.5. ΄Εστω f µετρήσιµη. Για 0 < p <∞ ϑέτουµε

[f ]p =

(
sup
α>0

αpλf (α)

) 1
p

.

Ορίζουµε ως ασθενή χώρο Lp, και τον συµβολίζουµε µε Lp,w, την κλάση των µετρησίµων f για
τις οποίες [f ]p <∞.

Σηµείωση: (α) Η [·] δεν είναι νόρµα, καθώς δεν ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα. Ισχύει,
ωστόσο, η έτερη ιδιότητα της νόρµασ: [cf ]p = |c|[f ]p.
(ϐ) Ισχύουν οι Lp ⊂ Lp,w και [f ]p 6 ‖f‖p.

Ορισµός 2.6. Υπογραµµικοί καλούνται οι τελεστές που ικανοποιούν τις ακόλουθες ιδιότητεσ:
T (λx) = λT (x) και T (x+ y) 6 T (x) + T (y)

Ορισµός 2.7. ΄Εστω υπογραµµικός τελεστής T : V → Y , όπου V υποσύνολο του (X,µ) και
(X,µ), (Y, ν) χώροι µετρησίµων συναρτήσεων. Ο T καλείται ισχυρού τύπου (π,χ) αν Lp(µ) ⊂
V , ο T απεικονίζει τον Lp(µ) στον Lq(ν), και

‖Tf‖q 6 C‖f‖p

για κάθε f ∈ Lp και κάποια σταθερά C > 0.

Ορισµός 2.8. ΄Εστω T υπογραµµικός µετασχηµατισµός T : V → Y , όπου V υποσύνολο του
(X,µ) και (X,µ), (Y, ν) χώροι µετρησίµων συναρτήσεων. Ο T καλείται ασθενούς τύπου (π,χ),
για κάποιους p ∈ [1,∞) και q ∈ [1,∞], αν ο T απεικονίζει τον Lp(µ) στον Lq,w και

[Tf ]q 6 C‖f‖p

για κάθε f ∈ Lp.

Μελετάµε στη συνέχεια το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz. Σε αντίθεση µε το
ϑεώρηµα των Riesz-Thorin, εφαρµόζεται τόσο για γραµµικούς όσο και για υπογραµµικούς
τελεστές, οι οποίοι ικανοποιούν ανισότητες ασθενούς τύπου. Ωστόσο, οι σταθερές που περι-
λαµβάνει το ϕράγµα για τη νόρµα του τελεστή είναι εµφανώς πιο περίπλοκες από εκείνες του
ϑεωρήµατος Riesz-Thorin.

Θεώρηµα 2.9 (παρεµβολής του Marcinkiewicz, 1939). ΄Εστω υπογραµµικός τελεστής T :
(X,µ) → (Y, ν), όπου (X,µ), (Y, ν) είναι χώροι µέτρου, και έστω p0, q0, p1, q1 ∈ [1,∞] µε
p0 6 q0, p1 6 q1 και q0 6= q1, οι οποίοι ικανοποιούν τις

1

p
=

1− t
p0

+
t

p1
και

1

q
=

1− t
q0

+
t

q1
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για κάποιον t ∈ (0, 1). Αν ο T απεικονίζει τον Lp0(X,µ) + Lp1(X,µ) στον υπόχωρο των
ν-µετρησίµων συναρτήσεων του Y και

[Tf ]qi 6 Ci‖f‖pi

για κάποιες σταθερές Ci > 0, i = 0, 1, τότε υπάρχει σταθερά C, η οποία εξαρτάται από τα p0,
q0, p1, q1, C0, C1, τέτοια ώστε

‖Tf‖q 6 C‖f‖p.

∆ηλαδή, αν ο T είναι ασθενούς τύπου (p0, q0) και (p1, q1) τότε ο T είναι ισχυρού τύπου (p, q).

Η ιδέα της απόδειξης ϐασίζεται στη χρήση του επιχειρήµατος της Πρότασης 2.4. Γρά-
ϕουµε, δηλαδή, την f ως άθροισµα κατάλληλων gb, hb και τη νόρµα συναρτήσει της λf .
Επιλέγουµε b τέτοιο ώστε να παίρνουµε κατάλληλη σταθερά ως ϕράγµα της q-νόρµας της Tf .

Απόδειξη. Εξετάζουµε τις ακόλουθες περιπτώσεισ:
Πρώτη περίπτωση: Για p0, p1, p, q1 =∞, q0 6= q1.

Για κάθε α > 0,
αq0λTf (α) 6 [Tf ]q0q0 6 Cq00 ‖f‖

q0
p .

Η πρώτη ανισότητα προκύπτει διότι το δεξί µέλος είναι supremum και η δεύτερη από την
υπόθεση.

΄Αρα,

λTf (α) 6
(C0‖f‖p

α

)q0
και

‖Tf‖∞ 6 C1‖f‖p.

Από την Πρόταση 2.4 και παίρνοντας b = C1‖f‖p, έπεται ότι λTf (α) = 0 αν α > b. Συνεπώς,

‖Tf‖qq = q

∫ ∞
0

αq−1λTf (α) dα

= q

∫ b

0
αq−1λTf (α) dα

6 q

∫ b

0
αq−1

(C0‖f‖p
α

)q0
dα

= qCq00 ‖f‖
q0
p

∫ b

0
αq−1−q0 dα

= Cq‖f‖qp,

όπου C > 0 κατάλληλη σταθερά.

∆εύτερη περίπτωση: Για q1, q0 <∞ και p0 = p1.
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Υποθέτουµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητος ότι q0 < q1. ΄Εχουµε ότι

λTf 6
(Ci‖f‖p

α

)qi
για i = 0, 1. Τότε,

[Tf ]qq = q

∫ ∞
0

αq−1λTf (α) dα

6 q

∫ 1

0
αq−1−q0Cq00 ‖f‖

q0
p dα+ q

∫ ∞
1

αq−1−q1Cq11 ‖f‖
q1
p dα

= q

(
Cq00 ‖f‖

q0
p

q − q0

)
+ q

(
Cq11 ‖f‖

q1
p

q − q1

)
= C‖f‖qp.

Αν p0 < p1, q0, q1 < ∞, από τις Προτάσεις 2.3 και 2.4, και αλλάζοντας µεταβλητές,
έχουµε: ∫

|gb|p0 = p0

∫ ∞
0

αp0−1λgb(α) dα

= p0

∫ ∞
b

αp0−1λf (α+ b) dα

= p0

∫ ∞
b

(α− b)p0−1λf (α) dα

6 p0

∫ ∞
b

αp0−1λf (α) dα

και ∫
|hb|p1 = p1

∫ ∞
0

αp1−1λhb(α) dα

= p1

∫ b

1
αp1−1λf (α) dα.
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Από την Παρατήρηση 2.2 (γ) έπεται ότι∫
|Tf |q = q

∫ ∞
0

βq−1λTf (β) dβ

= 2qq

∫ ∞
0

βq−1λTf (2β) dβ

6 2qq

∫ ∞
0

βq−1(λTgb(β) + λThb(β)) dβ

6 2qq

∫ ∞
0

βq−1
( [Tgb]

q0
q0

βq0
+

[Thb]
q1
q1

βq1

)
dβ

6 2qq

∫ ∞
0

βq−1
(

(
C0‖gb‖p0

β
)q0 + (

C1‖hb‖p1
β

)q1
)
dβ

6 2qqCq00

∫ ∞
0

βq−q0−1(p0

∫ ∞
b

αp0−1λf (α) dα)q0/p0 dβ

+ 2qqCq11

∫ ∞
0

βq−q1−1(p1

∫ b

0
αp1−1λf (α) dα)q1/p1 dβ

= 2qqCq00 p
q0/p0
0

∫ ∞
0

βq−q0−1(p0

∫ ∞
b

αp0−1λf (α) dα)q0/p0 dβ

+ +2qqCq11 p
q1/p1
1

∫ ∞
0

βq−q1−1(p1

∫ b

0
αp1−1λf (α) dα)q1/p1 dβ.

Το b ήταν τυχόν. Επιλέγουµε b = βσ, όπου σ = p0(q0−q)
q0(p0−p) . ΄Εστω A0 = {(α, β)|α > βσ} και

A1 = {(α, β)|α < βσ}. Από την ανισότητα Minkowski για ολοκληρώµατα έχουµε:∫ ∞
0

βq−qi−1

(∫ ∞
0

χAiα
pi−1λf (α) dα

)qi/pi
dβ

6

[∫ ∞
0

(∫ ∞
0

χAiβ
q−qi−1

(
αpi−1λf (α)

)qi/pi dβ)pi/qi dα]qi/pi .
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Αν q1 > q > q0: ΄Εχουµε q − q0 > 0 άρα σ > 0, και α > βσ άρα α1/σ > β. Συνεπώς,

2qqCq00 p
q0/p0
0

∫ ∞
0

(∫ α1/σ

0
βq−q0−1(αp0−1λf (α))q0/p0 dβ

)p0/q0
dα

q0/p0

= 2qqCq00 p
q0/p0
0 (q − q0)−1

(∫ ∞
0

αp0−1+(q−q0)/q0σλf (α) dα

)q0/p0
= 2qqCq00 p

q0/p0
0 |q − q0|−1

(∫ ∞
0

αp−1λf (α) dα

)q0/p0
= 2qqCq00 p

q0/p0
0 |q − q0|−1

(
‖f‖pp
p

)q0/p0
.

Αν q1 < q < q0: ΄Εχουµε q − q0 < 0 άρα σ < 0, και α > βσ άρα β > α1/σ. Τότε, οµοίωσ:

2qqCq00 p
q0/p0
0

[∫ ∞
0

(∫ ∞
α1/σ

βq−q0−1(αp0−1λf (α))q0/p0 dβ

)p0/q0
dα

]q0/p0

= 2qqCq00 p
q0/p0
0 |q − q0|−1

(∫ ∞
0
−αp0−1+(q−q0)/q0σλf (α) dα

)q0/p0
= 2qqCq00 p

q0/p0
0 |q − q0|−1

(
‖f‖pp
p

)q0/p0
.

Παρατηρούµε ότι εξ ορισµού

(2.7) σ =
1− ( q0q )−1

1− (p0p )−1
=
p−1(q−1 − q−1

0 )

q−1(p−1 − p−1
0 )

=
1− ( q1q )−1

1− (p1p )−1
=
p1(q1 − q)
q1(p1 − p)

.

΄Αρα, οµοίως για το δεύτερο τµήµα του αθροίσµατος. Τελικά έχουµε:

‖Tf‖q 6 2q1/q

[∑
(
pi
p

)qi/piCqii |q − qi|
−1(‖f‖pp)qi/pi

]1/q

.

Γνωρίζουµε ότι ο T είναι υπογραµµικός και άρα, παίρνοντας supremum, έπεται ότι

‖Tf‖q 6 C‖f‖p.

Τρίτη περίπτωση: p1 = q1 =∞, b = β
C1

. Τότε,

‖Thb‖∞ 6 C1‖hb‖∞ 6 β.

Από την Πρόταση 2.4, λThb = 0. ΄Αρα, το δεύτερο τµήµα του αθροίσµατος στην δεύτερη
περίπτωση είναι µηδέν. Τότε,

(2.8) ‖Tf‖p1∞ 6 2
(
q(p0/p)

q0/p0Cq00 C
q−q1
1 |q − q1|−1

)1/q
‖f‖p.
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Τέταρτη περίπτωση: q0 < q1 =∞, b = (βd )τ , όπου d = C1(
p1‖f‖pp
p )1/p1 και τ = p1

p1−p . Τότε,

‖Thb‖p1∞ 6 Cp11 ‖hb‖
p1
p1

= Cp11 p1

∫ b

0
βp1−1λf (β) dβ

6 Cp11 p1b
p1−1

∫ b

0
βp−1λf (β) dβ

6 Cp11

p1

p
bp1−1‖f‖pp

= Cp11

p1

p

(
β

d

)p1
‖f‖pp

= βp1 ,

και λThb = 0. Επιλέγοντας κατάλληλη σταθερά C έπεται το συµπέρασµα.

Πέµπτη περίπτωση: Για q1 < q0 = ∞, b = (βd )τ , ώστε λThb = 0. Επιλέγουµε κατάλληλα d, τ
και κατάλληλη ϑετική σταθερά C.

3 Η µεγιστική συνάρτηση Hardy-Littlewood

Ορισµός 3.1. ΄Εστω f µετρήσιµη συνάρτηση µε µιγαδικές τιµές. Η f καλείται τοπικά ο-
λοκληρώσιµη στο X ⊆ Rn αν για κάθε µετρήσιµο ϕραγµένο E ⊂ X ισχύει

∫
E |f | 6 ∞.

Συµβολισµόσ:L1
loc.

Ορισµός 3.2. ΄Εστω f ∈ L1
loc. Η µεγιστική συνάρτηση Hardy-Littlewood ορίζεται ως εξήσ:

Mf = sup
r>0

1

m(Br(x))

∫
Br(x)

|f(y)| dy,

όπου Br(x) = B(x, r).

Σηµείωση: Η Mf δίνει το supremum των µέσων τιµών της |f(y)| πάνω από τις ανοιχτές
µπάλες κέντρου x.

Λήµµα 3.3. ΄Εστω U οικογένεια από ανοιχτές µπάλες στον Rn και V =
⋃
U∈U

U . Ανm(V ) > a,

όπου a > 0, τότε υπάρχουν ξένες ανά δύο U1, U2, . . . , Uk ∈ U τέτοιες ώστε

k∑
j=1

m(Uj) >
a

3n
.
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Απόδειξη. Επιλέγουµε K ⊆ V συµπαγές ώστε a < m(K) 6 m(V ). Τότε υπάρχουν πεπε-
ϱασµένα το πλήθος στοιχεία V1, V2, · · · , Vm της U τα οποία καλύπτουν το K. ΄Εστω τώρα U1

κάποια από τις Vi µε τη µεγαλύτερη ακτίνα. Ορίζουµε U2 να είναι κάποια από τις Vi που να
έχει τη µεγαλύτερη δυνατή ακτίνα µεταξύ των Vi που είναι ξένες προς την U1. Στη συνλεχεια
ορίζουµε U3 να είναι κάποια από τις Vi που να έχει τη µεγαλύτερη δυνατή ακτίνα µεταξύ των
Vi που είναι ξένες προς την U1 και την U2.

Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία έως ότου το πεπερασµένο σύνολο να µην περιέχει άλλες
Vi. Παρατηρούµε ότι κάθε Vi = Uj για κάποιο j ή Vi

⋂
Uj 6= ∅ κατά µη τετριµµένο τρόπο.

Θέτουµε
Wj = B3rUj

(xUj ).

΄Εχουµε Vi ⊆Wj για κάθε i, άρα K ⊆
k⋃
U

j=1
. Συνεπώς,

a < m(K) 6
k∑
j=1

m(Wj) 6
k∑
j=1

3nm(Uj).

Θεώρηµα 3.4. Ο µεγιστικός τελεστής Hardy-Littlewood που απεικονίζει την f στηνMf είναι
ϕραγµένος στον Lp(Rn) για 1 < p <∞, δηλαδή

‖Mf‖p 6 C‖f‖p.

Απόδειξη. Παρατηρούµε αρχικά ότι :

(α) |H(cf)| = |c||Hf | (προφανές).

(ϐ) |H(f + g)| 6 |Hf |+ |Hg| (τριγωνική ανισότητα για την | · |).

Από τους Ισχυρισµούς (α) και (ϐ) συµπεραίνουµε ότι ο f 7→ Mf είναι υπογραµµικός τελεστής
(πρώτη συνθήκη του ϑεωρήµατος Marcinkiewicz).

Επιπλέον, ο τελεστής f 7→ Mf είναι ασθενούς τύπου (∞,∞), αφού:

sup
r>0

1

m(Br(x))

∫
Br(x)

|f(y)| dy 6 sup
r>0

m(Br(x))

m(Br(x))
‖f‖∞.

Ισχυρισµόσ: Ο f 7→ Mf είναι ασθενούς τύπου (1, 1): δηλαδή,

sup
α>0

(αλTf (α)) 6 C1

∫
|f |

για κάθε f ∈ L1, όπου C1 > 0 είναι µια σταθερά.
Απόδειξη Ισχυρισµού : ΄Εστω Aα = {x|Hf(x) > α}.
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Αν Aα = ∅ τότε από την Πρόταση 2.4 έπεται ότι λTf (α) = 0, και η Ϲητούµενη ανισότητα
ισχύει τετριµµένα: 0 6 C1

∫
|f |.

Αν Aα 6= ∅, τότε επιλέγουµε rx > 0, x ∈ Aα τέτοιο ώστε

1

m(Brx(x))

∫
Brx (x)

|f(y)| dy > α.

Τότε η οικογένεια
{
Brx(x)

}
είναι κάλυψη του Aα.

Σταθεροποιούµε β > 0 τέτοιο ώστε m(Aα) > β. Από το Λήµµα, ϐρίσκουµε ξένες
Brx1 , · · · , Brxk = B1, · · · , Bn ώστε

k∑
i=1

m(Bi) > 3−nβ.

Τότε,

(3.1) β < 3n
k∑
i=1

m(Bi) 6
3n

α

∫
Bi

|f(y)| dy 6
3n

α

∫
Rn
|f(y)| dy.

Αφήνοντας το β → m(Aα), έχουµε

(3.2) m(Aα) 6
3n

α
‖f‖1,

άρα
sup
α>0

(αλMf (α)) 6 3n‖f‖1,

δηλαδή

(3.3) [Mf ]1 6 3n‖f‖1.

Αυτό αποδεικνύει ότι ο f 7→ Mf είναι ασθενούς τύπου (1, 1) (δεύτερη συνθήκη του ϑεωρή-
µατος Marcinkiewicz).

Από το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz για τον υπογραµµικό τελεστή M, ο
οποίος είναι ασθενούς τύπου (1, 1) και (∞,∞), έπεται ότι, για κάθε p ∈ (1,∞) υπάρχει
Cp > 0 ώστε

‖Hf‖p 6 Cp‖f‖p
για κάθε f ∈ Lp(Rn).
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4 Χώροι Lorentz

Ορισµός 4.1. ΄Εστω f µετρήσιµη. Ορίζουµε ως ϕθίνουσα αναδιάταξη της f τη συνάρτηση:

f∗(t) = inf{α : λf (α) 6 t}.

Παρατηρήσεις 4.2. (α) Η f∗ είναι ϕθίνουσα και λf = λf∗ .

(ϐ) Αν λf (α) <∞ για κάθε α, και η φ > 0 είναι Borel µετρήσιµη, τότε∫
φ ◦ |f | dµ =

∫ ∞
0

φ ◦ f∗ dt

και
‖f‖p = ‖f∗‖p.

(γ) [f ]p = sup
t>0

(t1/pf∗(t)).

(δ)
∫
E |f | dµ 6

∫ µ(E)
0 f∗ dµ.

Η f∗ παρέχει σηµαντικές πληροφορίες για την f . Ωστόσο, δεν είναι υποπροσθετική.
Ορίζουµε, λοιπόν, ένα µετασχηµατισµό εξαιρετικής σηµασίας που ικανοποιεί τη συνθήκη της
υπογραµµικότητας.

Ορισµός 4.3. ΄Εστω f µετρήσιµη καιE ⊂ Ω. Ορίζουµε ως µεγιστική συνάρτηση του Muirhead
την εξήσ:

f †(t) = sup

{
1

t

∫
E
|f | dµ : µ(E) 6 t

}
, 0 < t < µ(Ω).

Παρατηρήσεις 4.4. (α) |f | 6 |g| =⇒ f † 6 g†.

(ϐ) |fn| ↗ |f | =⇒ f †n ↗ f †.

(γ) f † = 1
t

∫ t
0 f
∗(s) ds.

(δ) Ισχύει f †(t) =∞ για κάθε 0 < t < µ(Ω) ή 0 6 f∗ 6 f † <∞.

Πρόταση 4.5. ΄Εστω 0 < p < q < r 6∞. Τότε Lq ⊆ Lp + Lr, δηλαδή κάθε f ∈ Lq γράφεται
ως άθροισµα µιας συνάρτησης από τον Lp και µιας συνάρτησης από τον Lr.

Απόδειξη. Θέτουµε {x : |f(x)| > 1} και g = fχE , h = fχEc . Τότε,∫
|g|p =

∫
|f |pχE 6

∫
|f |qχE 6

∫
|f |q <∞

αφού f ∈ Lq, άρα g ∈ Lp. Οµοίως, αφού |f(x)| 6 1 στο Ec,∫
|h|r =

∫
|f |rχEc 6

∫
|f |qχEc 6

∫
|f |q <∞

αφού f ∈ Lq, άρα h ∈ Lr.
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Ορισµός 4.6. ΄Εστω 0 < p <∞. Ορίζουµε ως ασθενή Lp χώρο Lorentz και συµβολίζουµε µε
Lpw = Lpw(Ω,Σ, µ) το σύνολο

Lp,∞ =

{
f ∈ L1 + L∞ : ‖f‖∗p,∞ = sup

α>0
[α(µ(|f | > α))]1/p <∞

}
.

Σηµείωση: Η ‖f‖∗p,∞ = sup{t1/pf∗(t) : 0 < t < µ(Ω)} δεν είναι νόρµα.

Πρόταση 4.7. ΄Εστω 1 < p <∞. Τότε f ∈ Lp,∞ αν και µόνο αν ‖f‖†p,∞ <∞, όπου

‖f‖†p,∞ = sup{t1/pf † : 0 < t < µ(Ω)}.

Η ‖·‖†p,∞ είναι νόρµα στον Lp,∞ και

‖f‖∗p,∞ 6 ‖f‖†p,∞ 6 p′‖f‖∗p,∞,

όπου p′ είναι ο συζυγής εκθέτης του p. Ο (Lp,∞, ‖·‖†p,∞) είναι χώρος συναρτήσεων αναλλοίωτος
ως προς τις αναδιατάξεις.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε πρώτα την αντίστροφη κατεύθυνση. ΄Εστω ότι ‖f‖†p,∞ < ∞. Τότε,
αφού f∗ 6 f †, έχουµε ότι

‖f‖∗p,∞ 6 ‖f‖†p,∞ <∞,

άρα f ∈ Lp,∞.
Για το ευθύ: αν f ∈ Lp,∞, τότε∫ t

0
f∗(s) ds 6 ‖f‖∗p,∞

∫ t

0
s−1/p ds = p′‖f‖∗p,∞t

1−1
p .

Ορισµός 4.8. Ορίζουµε ως Lp,q χώρο Lorentz, για 0 < p, q <∞, το σύνολο

(4.1) Lp,q =

f : ‖f‖∗p,q =

(
q

p

∫ µ(Ω)

0
tq/pf∗(t)q

dt

t

)1/q

<∞

 .

Σηµείωση: Ισχύουν οι ‖f‖∗p,q = ‖f‖∗q και Lp,p = Lp (µε ίσες νόρµες). ΄Οµως, η ‖·‖p,q δεν είναι
νόρµα και για p < 1 ή q < 1 δεν υπάρχει ισοδύναµη νόρµα.

Θεώρηµα 4.9 (ανισότητα Hardy). ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση στο [0,∞) και

Aθ,β(f)(t) = t−β
∫ t

0
sθf(s)

ds

s

Bθ,β(f)(t) = tβ
∫ t

0
sθf(s)

ds

s
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για −∞ < θ <∞, β > 0. Αν 1 6 q <∞ τότε
(i)

(4.2)
∫ ∞

0
(Aθ,β(f)(t))q

dt

t
6

1

βq

∫ ∞
0

(tθ−βf(t))q
dt

t

και
(ii)

(4.3)
∫ ∞

0
(Bθ,β(f)(t))q

dt

t
6

1

βq

∫ ∞
0

(tθ+βf(t))q
dt

t
.

Απόδειξη. Αποδεικνύουµε το (i) διακρίνοντας δύο περιπτώσεις.
Πρώτη περίπτωση: Για θ = 1, q = 1 έχουµε∫ ∞

0
(A1,β(f)(t))1 dt

t
=

∫ ∞
0

t−β
(∫ t

0
sf(s)

ds

s

)
dt

t

=

∫ ∞
0

t−β−1

(∫ t

0
f(u) du

)
dt

=

∫ ∞
0

(∫ ∞
u

t−β−1 dt

)
f(u) du

=
1

β

∫ ∞
0

u−βf(u) du.

∆εύτερη περίπτωση: Για θ = 1, 1 < q <∞ γράφουµε την f(s) ως εξήσ: f(s) = (sβ−1/q′)(s1−β/q′f(s)),
και εφαρµόζουµε την ανισότητα Holder για ολοκληρώµατα:∫ t

0
f(s) ds 6

(∫ t

0
sβ−1 ds

)1/q′ (∫ t

0
s(1−β)q/q′f(s)q ds

)1/q

=

(
tβ

β

)1/q′ (∫ t

0
s(1−β)q/q′f(s)q ds

)1/q

.

Χρησιµοποιώντας και την q
q′ = q − 1 παίρνουµε

(A1,β(f)(t))q 6 t−β

[( tβ
β

)1/q′
(∫ t

0
s(1−β)(q−1)f(s)q ds

)1/q

)

]q
=
( tβ
β

)q−1
∫ t

0
s(1−β)(q−1)f(s)q ds

=
1

βq−1
t−β

∫ t

0
s(1−β)(q−1)f(s)q ds
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(ϕράγµα για την υπό ολοκλήρωσιν ποσότητα). Τώρα,∫ ∞
0

(A1,β(f)(t))q
dt

t
6

1

βq−1

∫ ∞
0

t−1−β
(∫ t

0
s(1−β)(q−1)f(s)q ds

)
dt

=
1

βq−1

∫ ∞
0

(∫ ∞
s

t−1−β dt

)
s(1−β)(q−1)f(s)q ds

=
1

βq

∫ ∞
0

s−β+(1−β)(q−1)f(s)q ds

=
1

βq

∫ ∞
0

(
s(1−β)f(s)

)q ds
s
.

Οµοίως για τη συνάρτηση sθ−1f(s).
(ii) Θέτουµε g(u) = f(1/u) και u = 1/s. Τότε, από το (i),

Bθ,β(f)(t) = tβ
∫ ∞
t

sθf(s)
ds

s
= tβ

∫ 1/t

0
u−θg(u)

du

u

= A−θ,β(g)(1/t).

΄Αρα, έχουµε ότι ∫ ∞
0

(Bθ,β(f)(t))q
dt

t
=

∫ ∞
0

(A−θ,β(g)(1/t))q
dt

t

6
1

βq

∫ ∞
0

(tθ+βf(t))q
dt

t
.

Πόρισµα 4.10. Αν f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Σ, µ) τότε

(4.4)
∫
t(1−β)q(f †(t))q

dt

t
6

1

βq

∫
t(1−β)q(f∗(t))q

dt

t
.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε την ανισότητα του Hardy για f = f∗ και θ = 1. Τότε,

(4.5)
∫

(A1,β(f∗)(t))q
dt

t
6

1

βq

∫
t(1−β)qf∗(t)q

dt

t
.

Θεώρηµα 4.11. ΄Εστω 1 < p <∞, 1 6 q <∞. Τότε f ∈ Lp,q αν και µόνον αν

(4.6) ‖f‖†p,q =

(
q

p

∫ µ(Ω)

0
tq/pf †(t)

dt

t

)1/q

<∞.

Επιπλέον,
‖f‖∗p,q 6 ‖f‖†p,q 6 p′‖f‖∗p,q.

Ο (Lp,q, ‖·‖†p,q) είναι χώρος συναρτήσεων αναλλοίωτος ως προς τις αναδιατάξεις.
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Εξετάζουµε τώρα τη σχέση µεταξύ των Lp,q.

Θεώρηµα 4.12. Για p σταθερό και q να µεταβάλλεται. Αν 0 < p < ∞ και 1 6 q < r 6 ∞,
τότε Lp,q ⊆ Lp,r, και

‖f‖∗p,r 6 ‖f‖∗p,q, ‖f‖†p,r 6 ‖f‖†p,q.

Απόδειξη. Αν f ∈ Lp,q, για 0 < t < µ(Ω) έχουµε από το προηγούµενο ϑεώρηµα:

t1/pf † =

(
q

p

∫ t

0
(s1/pf †(t))q

ds

s

)1/q

6

(
q

p

∫ µ(Ω)

0
(s1/pf †(t))q

ds

s

)1/q

= ‖f‖†p,q.

Υποθέτουµε τώρα ότι 1 6 q < r <∞. Αφού

q

p

∫ ∞
0

(t1/ph(t))q
dt

t
= q

∫ ∞
0

(th(tp))q
dt

t

για h > 0 µετρήσιµη, αρκεί να δείξουµε ότι για g ϕθίνουσα στο [0,∞) η(
q

∫ ∞
0

tqg(t)q
dt

t

)1/q

είναι ϕθίνουσα συνάρτηση του q.
Πρώτη περίπτωση: Για q = 1 < r. Προσεγγίζουµε την g µε αύξουσα ακολουθία ϕθινουσών
κλιµακωτών συναρτήσεων, δηλαδή µπορούµε να υποθέσουµε ότι

g =

J∑
j=i

ajI[0,tj),

όπου aj > 0, tj > 0. Εφαρµόζοντας την ανισότητα του Minkowski έχουµε(
r

∫ ∞
0

(tg(t))r
dt

t

)1/r

6
J∑
j=i

(
rarj

∫ tj

0
tr−1 dt

)1/r

=
∑

ajtj =

∫ ∞
0

tg(t)
dt

t
.
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∆εύτερη περίπτωση: Για 1 < q < r. Θέτουµε λ = r/q, h(t) = (g(t1/q))q, u = tq, δηλαδή
h(u) = (g(t))q. ΄Εχουµε(

r

∫ ∞
0

(tg(t))r
dt

t

)1/r

=

(
λ

∫ ∞
0

uλ(h(u))λ
du

u

)1/qλ

6

(
λ

∫ ∞
0

uh(u)
du

u

)1/q

=

(
q

∫ ∞
0

tq(g(t))q
dt

t

)1/q

.

Στην περίπτωση που και το p µεταβάλλεται, εργαζόµαστε σε χώρους πεπερασµένου µέτρου
και µη ατοµικούς.

Πρόταση 4.13. ΄Εστω (Ω,Σ, µ) χώρος µέτρου µε µ(Ω) <∞, µη ατοµικός. Τότε, αν 0 < p1 <
p2 6∞, έχουµε Lp2,q2 ⊆ Lp1,q1 για οποιαδήποτε q1,q2.

Απόδειξη. Αρκεί να το αποδείξουµε για q1 = 1, q2 =∞. Παρατηρούµε ότι, αν f ∈ Lp2,∞ τότε

1

p1

∫ µ(Ω)

0
t1/p1f∗(t)

dt

t
6

(
1

p1

∫ µ(Ω)

0
t

1
p1
− 1
p2
dt

t

)
‖f‖∗p2,∞

=
p2

p2 − p1
(µ(Ω))

1/p1
− 1/p2‖f‖∗p2,∞.

5 Το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz ΙΙ

Θεώρηµα 5.1. ΄Εστω 1 6 p0 < p1 < ∞, 1 6 q0, q1 6 ∞, µε q0 6= q1 και έστω T : Lp0,1 +
Lp1,1(Ω′,Σ′, µ′) −→ M1(Ω,Σ, µ) υπογραµµικός τελεστής, όπου M1 ο χώρος των µετρησίµων
συναρτήσεων. Υποθέτουµε ότι ο T είναι ασθενούς τύπου (Lp0,1, q0) και (Lp1,1, q1). Για κάθε
0 < θ < 1, ορίζουµε p και q µέσω των

1

p
=

1− θ
p0

+
θ

p1
και

1

q
=

1− θ
q0

+
θ

q1
.

Τότε, αν 1 6 r 6∞, υπάρχει σταθερά B = B(p0, p1, q0, q1, C1, C2) τέτοια ώστε

‖Tf‖∗q,r 6 B‖f‖∗p,r

για κάθε f ∈ Lp,r.

Πόρισµα 5.2. Αν q > p υπάρχει σταθερά B τέτοια ώστε ‖Tf‖q 6 B‖f‖p. Το αποτέλεσνα δεν
ισχύει για q < p.
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Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.1. Θέτουµε γ = 1/q0−1/q1
1/p0−1/p1

, γ ∈ R.
΄Εστω f ∈ Lp,r. Θέτουµε

(5.1) gα(x) =

{
f(x), αν |f(x)| > f∗(αγ)

0 αλλιώς

και hα = f − gα.
Ο T είναι υπογραµµικός. ΄Επεται ότι |Tf | 6 |Tgα|+ |Thα| και άρα,

(5.2) (Tf∗)(α) 6 (Tgα)(α/2) + (Thα)(α/2).

Συνεπώς,

‖Tf‖∗q,r 6
(
r

q

∫ ∞
0

[α1/q(Tgα)∗(α/2) + (Thα)∗(α/2)]r
dα

α

)1/r

6

(
r

q

∫ ∞
0

[α1/q(Tgα)∗(α/2)]r
dα

α

)1/r

+

(
r

q

∫ ∞
0

[α1/q(Thα)∗(α/2)]r
dα

α

)1/r

=: J0 + J1.

Για το J0: ο T είναι ασθενούς τύπου (Lp0,1, q0), άρα υπάρχει C0 > 0:

T (gα)∗(α/2) 6 C0(
2

α
)q0‖gα‖∗p0,1.

΄Οµως,

(5.3) g∗α 6 f∗I[0,αγ) =⇒ ‖gα‖∗p0,1 6
1

p0

∫ αγ

0
s1/p0f∗(s)

ds

s
.

Συνεπώς,

Jr0 6 C1

∫ ∞
0

(
α

1
q
− 1
q0

∫ αγ

0
s1/p0f∗(s)

ds

s

)r
dα

α

αγ=u
= C2

∫ ∞
0

(
u

1
p
− 1
p0

∫ u

0
s1/p0f∗(s)

ds

s

)r du
u

= C2

∫ ∞
0

(
A 1
p
− 1
p0
, 1
p0

(f∗)(u)

)r du
u

6 C3

∫ ∞
0

(
u1/pf∗(u)

)r du
u

= C4(‖f‖∗p,r)r.

Με τον ίδιο τρόπο ϕράσσουµε το J1, ‖hα‖p1,1. 2
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