H Ouyypikn oxoArn: 1 oupBoAn tov Fejér kat Riesz
otnv Avaluor Fourier

Euotabia ZougpAépn kat NikoAétta ITadapiotn

HepiAnyn

IMapouoiadoupe 6V0 rKAacowkd dewpnpata: o Jewpnpa tou Fejér kat to devdpnpa Riesz-
Fischer. IlapaB¢toupe ta mpwtotuna apbpa, MePypaPoupe T0 MAAiclo PECA OTO OI0i0 avaKda-
AU®Onkav autd ta Vo anotedéopara, Kat v onpacia toug oty e§EA1gn g Avaduong Fourier.

1 To Sswpnpa tou Fejér

g 19 NoegpBpiou tou 1900 n Axkabnpia twv Emomnpov oto Iapiol éAaBe pia epyacia
aro tov Leopold Fejév aro tn Boudaréotn, pe titAo «Amddein tou Sewprjpatog Ot pia
PPAYHEVI KAl OAOKANP®OLLN OUVAPTN O €ival avaAuTiky, pe v évvola tou Euler». Zug 10
AsgrepBpiou, 10 meplodiko Comptes Rendus tng Akadnpiag dnpooicuce auty) v epyaocia
pe tov titdo «Emi 1oV @paypévev Kl OAOKANP®OI®V OUVAPTHOE®V».LE AUTY TV £pyacia
epgavidovial yla rmpot) @opd autd Iou otig PeEpeg pag anokalouvviatl abpoiopata tou Fejér,
o rtuprjvag tou Fejér xkat n dadikaocia dOpoong tou Fejér. H epyacia nepiéxetl emiong v
arodedn tou dewprpatog tou Fejér, 1o oroio urnootnpilet 6t kKAbe «kaArp ouvdaptnon eivat
op1o0 1wV abpoopatev Fejér tng. To opBoypapikd Aabog tng 19ng NogpBpiou oto ovopa tou
Fejér (Fejév avti Fejér) ev enavaAapBavetat ouig 10 AeképBplou. Qotooo,avukadiotatal aro
éva dAdo, kabwg otnv gpyaocia, rmou rnapouoctdotnke anod tov Picard, o Fejér avagpépetat wg
Leopold Tejér. 'Etot, Aoutov, praivetl 1o 6vopa tou Fejér otnv 1otopia.
[TapaBétoupe mpwta avtovola v dnpoaoisvorn tou Fejér.

ANALYSE MATHEMATIQUE - Sur les fonctions bornées et intégrables.

Note de M Léopold Tejér, présentée par M. Picard.

Ivepidoupe ot av n ogpda 220:1 aj OUYKAlivel, 10T TO Op10
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Ykorevoupe va aoxoAnboupe, Yemp®viag KAl TI§ o ATTAEG Ao TI§ AroKA{voUoeg Oe1pEg,
e erelveg T1G OE1PEG Yla TG Ortoieg TouAdaytotov 1o 6pto (1.1) untapxet. Mia anoxkAivouoa oglpd
autou tou eidoug eival n akoAoubn:
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®a 9édape Aoutov va Seifoupe ou n oepd Fourier piag @paypévng Katr 0AoOKANP@ong

OUVAPTNONG AVAKEL OV KAAOT EKEIVOV TOV OEIPOV Y1d TIG OTI01eg T0 6p1o (1.1) urtapyet.
AxpiBéotepa, £xoupe 10 £€ng Jenpnpa:

I. Eow f(zr) pa ouvdpmon @paypévn katr oAokAnpoomn ot Swdotnpa [0,27], n oroia

rapouotadel acuvexeteg, onote 1 oelpd Fourier tng f(z)

1

27 > 1 2
(1.4) o ). f(a)da—i—];[ﬂ ; f(a)cosk(a —x)da

propel va aroxkAivel. Te 0da 0peg ta onpeia x ota omoia 1 f(x) eivat cuvexng 1 napou-
owadel aouvéxeia npatou giboug (6ndadn, ta opwa f(x + 0), f(z — 0) undpxouv adda sivat

Slagpopetika), 1o 6p10
lim So+S1+ -+ 8p-1

n—oo n

urtapxet kat givat ico pe

U@ +0)+ fz - 0],

OToU Si_1 eivat to dBpotopa v rmpetev k opev tng ospag (1.4).
[Tpaypatt, xpnowornowwviag tyv (1.3) BAEnoupe ot
50+ 814 4 5p1 1 [?™1—cosn(a—2)

1.5 _g =
(1.5) n 5 2nm Jo 1 —cos(a— )

f(a) da.

Ag urobéooupe 6t iy f(x) eival ouvexrig oto x. Tote, av pag doocouv évav Jetkd apdpo d,
000081ITOTE PKPO, PITOPOUE va otabeportotrjooupe Evav addo aplBuo €, €010V Oote

[f(@+h) = f(x)] <6



av kavoroteitat 1 |h| < e. Mnopoupe va ypayoupe
1 T—€ 1 T+e 1 2
Sp = — — — :
2nm J nm Jo o 2nm Joo.

Av 6pwg oupBodicoupe pe M to péyioto g anddutng turg g f(z) oto Swdompa [0, 27,
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Kat epappodoviag 1o peTo deppnpa PEong TIPS (KATL ITOU PMOPOUPE va KAVOURE, 8101 1)
1—cosn(a—zx

T—cos(a—z) bev elvatl moté apvntikn) €xoupe

Sn = [f(x) + ]

1 /:”Jr6 1 —cosn(a —x)

do + ¢!,
2nw J,_. 1—cos(a—x) @t en

érou |n| < 6 xar lim €, = 0. MnopoUpe 6pwg va diaonidooupe wg £§no:
n—oo
1 /x+51—cosn(a—x) 17 < 1 /”_‘E 1 2“)
doo = — — | =— +— .
2nm J,_. 1—cos(a—x) 2nw Jo 2nm Jo 2nm Jo4.
Ot 8U0 opot péoa oty napévOeor teivouv oto 0 kabwg 10 n — 00. Adou, edpappiddoviag Tty

(1.3), &xoupe
1 2w 1— o
/ cosn(a — x) do =1,
2nm Jo 1 —cos(a— )

naipvoupe teAika
Sn(@) = [f () +nl(1 + &) + &,

orou lim &/ = 0, kat ouvenog, av 1o n eival aprerd peydho,
n—oo

[Sn (@) — f(2)] < 20.

MrmopouUpe va Xep1loToUpE HPe TOoV 1810 TPOTI0 TNV MEPIMI®OT) TG AOUVEXELAS TPAOTOU £1doug,
apa 1o Sewpnpa £xel arnodeiyOel.

[Mapawmpoupe T®paA OTL, Yid Hia @EAyHEVI KAl 0AOKANP®OO1Ln OUVAPTNOL £XOUNE TO avda-
uypa

F@) =814 (Sy—S1) 4+ (Spi1—Sn) + -



'Opeg, and tov oplopo mg Sy, oy (1.5), éxoupe

Sp = — do

2 nt+(n—1)cos(a—x)+---+cos(n —1)(a —x
71r/ f(a) 5 T (n— 1) cos( ) + -+ cos(n — 1)( )
0

n
=X+ Aicosz+ ppsine + -+ Ap—jcos(n — 1)z + pp—1sin(n — 1)x.
MrtopoUpe Aortdv va CUPIEPAVOULLE TO £§10:

II. KdBe ppaypiévn kat 0AokAnpwaoiiin ouvaptnon ermbEXETAl Avaruypna mg Hoppng

> @),
k=1

OTIOU 0 YEVIKOG 0pOg £ival Lia Menepaocliévn) oelpd Fourier.
H oeipd ouykAivet yla 6Aeg g Tipég tou = orou 1 f(x) etval ouvexng 1 mapouoiddet
aouvéxela rpaTou eidoug, Kat éxet oav abpotopa to 5[ f(z + 0) + f(z — 0)].

Iapatnprjoeig. Mnopoupe va §ovpe eUkoda 6Tt 1o odoxAfpena Sy, () ouykdivel opoidpoppa
ripog v f(z) oe k4Oe Sraotpa [b, ¢] oto oroio n f(x) eivar ouvexng xwpis kapia e&aipeon,
8nlabdn prnopouvpe va Bpoupe pia nenepacpévn oelpd Fourier: S, (x), tétola wote

[Sn(z) — f(z)| <0
avn > N, yia 6Aa ta onueia tou [b, ¢]. 'Etot poxurttet 1o Sempnpa tou Weierstrass:
Kd6s ouvexrig ouvdptnon embéxerat avdnrtuyua § fr(x), orou x40 fi,(z) eivai moAuvevupo.
(Aeite kat 1o apBpo tou M. Picard, Comptes Rerfd:LIIS, CXII; 1891 kat Traité d’ Analyse, t. 1.)

EeKvoviag arno v o0tnta

s 1 1—1? d_°° n
) =5 | ety — e )00 = Lo

n oroia 1oyvel yia kdbe r < 1, érou

1 27
GOZ% 0 f(w)d¢
27
cmzio F($) cos k(v — @) dw, (k=1,2,...,00)

propoupe, epappodoviag 1o Osopnpa I, va doooupe pia yevikn kat véa Sswpia yia 1o odo-
KAfpopa tou Poisson.




Av xat o Fejér ntav roAu véog, oA 20 etov, Kat dyveotog, To 9edpnpd Tou £yive Ypryo-
pa yveoto. XpnotponotriBnKe yia ty anodeign tou yeyovotog 0Tt T0 TPIY@VOHETPIKO ocUoT A
etval 0Auo (ta TPIY®VOPRETPIKA MTOAU®MVUHA £lval TTUKVA OTO XMPO TRV CUVEX®V OUVAPTHOE®V)
otV gpyaocia tou Hurwitz oxetikd pe v 1o0oneptpetpiko rmpoBAnpa, erexktabnke amno tov Le-
besgue oto mAaiolo tev Lebesgue oAorkAnpooipeov ouvaptnoseyv (Sewpnpa Fejér-Lebesgue),
yevikeUOnke oe AAAoug Tuprveg mou eivatl xprnowpotl ot Sewpia mpoogyylong (aro tov de
la Vallée Poussin), xprowpornow)0nke yia va 600l pia véa kat o ardrn anodeidn tou e-
wpnpatog Dirichlet-Jordan aro tov Hardy, mifjpe pia o akpibr) popdn pEce ng Evvolag
g anodug abpotopotntag (Hardy kat Littlewood), emextdbnke oug Aeyopeveg (C, «)-
dadikaoieg abpoiong yia 6Aa ta a > 0 (Marcel Riesz, n nepimtoon rou peAénoe o Fejér
fAtav yua o = 1) Kat 1o onpavikotepo, 1 arnAotntd T0U 10 KATECTNOE TIPOoITd o€ KAOe pottntn
pabnpatkev. Méxpt 1o 1910 1o Jedpnpa tou Fejér eixe 1n16n xkabiepmbel g KAAOIKO arnoté-
Aeopa, katl kavévag padnpatikog dev Prnopouoe mapd va yvepidel 1o évopa tou Fejér kabug
Kat v opBoypapia tou.

IMa va exupnoet kaveig v alAayn nou npkdaleoe 1 epyaocia tou Fejér, dev £xet mapd va
OUYKPIVEL TNV TPp®TN Kat 1 deutepn €ékboon tou PiBAiou tou de la Vallee Poussin pe titAo
Mabrpata Avdiuong» (Cours d’Analyse). Zinv npotrn ¢kdoorn (1903-1906) akodoubel v
KaBepPEvn JeDPNON TOV YVROTIOV £YXEPOIOV avAAUONG EKEIVNG TNG EMOXNO: APIEPOVEL
PKpO pépog otg oepég Fourier kat mapouoiddet 1o edpnpa ovyxkAtong tou Dirichlet ako-
AoubBaviag v ntapadoor) tev Dirichlet kat Jordan. Zin Setteprn ékboon (1912) Bpiokoupe 1o
Yewpnpa tou Fejér, t pébodo tou Hardy yia tv avayeyn tou Sswprjpatog Dirichlet-Jordan
oto Sewpnpa twou Fejér, kabaog ertiong kat to apadetypa tou Fejér yia v urniapdn ouveyoug
ouvaptnong g ornoiag n oglpd Fourier anoxkAivel oe €éva onpeio. H Siadopd autr) pavepwvet
1 ontoudatotnta tou Jewpnpatog Kabadg Kat v enavaoctacn nou édepe. Ma pikpr avadpo-
pn oto 1900 Sa PBonbrjoet otnv KAAUTEPT] KATAVON 0N NG PUOTNG AUTHG NG EMAVACTAOCTG.

1.1 H ratdotacn nouv eniKPAToUocs to 19 aitwva

Tov 190 awwva, n Sewpid 1OV AVAAUTIKGOV OUVAPTHoE®V Hlag tiyadikng petaBAnng onpeinos
aApat®dn npoodo. H Sewpia tov ocuvaptroemv oAA®@V Npaypatikev petaBAntov eixe ava-
rrtuxBel péoa aro ) d1epelivnorn TOV HEPIKWV S1aPOPIKAOV £C1000E®V TIOU MIPOEKUITIAV ATIO
10 1edlo NG PUOIKNG. ATO TV AAAn MAEUPd, 1) PEAET) TV OUVAPTHOE®V PG MTPAYHATIKAG
petaBAntg anokailuye mAAO0G «MePlepy®V KAl aviOUXNTIKOV @AIVOREVEV»: HETASU autwv,
ouvexeig aAdd mouBeva Sagpopiopeg ouvaptroelg (Weierstrass), ouvexeig ouvaptroeig TV o-
noiwv 1 oglpa Fourier arokAivel oe éva onpeio (du Bois Reymond). O Hermite éypaye xapa-
KInplotka otov Stieltjes 0t «évinoe tpopo kat gpikn arno 1) SABepr) mapatpnorn Ot Urapxet
ouvexng ouvdptnon Xepig apayeyor. O Poincaré oto L’Enseignement Mathématique unat-
vixOnke ot ta napadeiypata miéov ev xproyporolovviay yia va urootnpiouv Sewmprjpata
Kkat dewpieg, aAdd eixav g povadiko okoro va dei§ouv o1l o1 mpoyevéotepotl padbnpatikot
gixav kavet Aabog. Xapaxtnplotkd, o Gaston Darboux, o ortoiog ixe ypawyetl £va onpaviiko
€PYO yla aouvexelg ouvaptroelg 1o 1875, ennpeacpévog amd v emKpatovod KAtdotaon



€0TPEYPE TA EPEUVITIKA TOU evilapEpPOvIa MPOG OtV YERPETPIaA.

Zto daotnpa amnd 1o 1880 wg 10 1900 epgaviotnkav oAU Alyeg epyaoieg pe 9épa tig
TPIYDVOUETIPIKEG O£1peG Kal dev mmapouctadouv 1diaitepo evdiadepov. Ot oeipég Fourier Sev
Sewpouviav agororto epyadeio kabwg unrpxav rmoAdd napddeva npdaypata yi' autég, onwg
TO EVOEXOHEVO VA UTIAPXOUV CUVEXEIS OUVAPTIOELS TV Oroiev 1 oelpd Fourier va anoxAivet
aviou, Onweg akpl8mg UTIAPX0UV OUVEXEIS OUVAPTIOELG TTIOU SEV £X0UV MAPAYOYO O KAvEva
onpeio (autd rapépeive avoixtd epatnua péxpt 1o dewpnua tou Carleson oto 1965). ‘AA-
Ao gpwtnpa, rou €0eoe o Minkowski fjtav av eivat duvatdv n oepd Fourier va ouykAivel
adAd va pnv avanapiotd T ouvdaptnor), onweg oupBaivel pe ) ogpd Taylor kamotev C°-
ouvaptroe®Vv. AUTO 10 €pOTNHA JemPOoUVIav avolkio npoBAnpa v nepiodo mou dvakaAu-
@Onxke 10 ewpnpua tou Fejér, to 1900.

1.2 TIIog 08nynénke o Fejér otnv avakdailvyn tou;

Ag biepeuvriooupe TG ouvOrKeg KAtw amnd TG oroieg o Fejér ékave autrv v avakdaluyn.
H 18¢a va avtiotoixiost kaveig €va «dOpoilopiar Og Pia AroOKAIvouod Oelpd PEC® KATIOWUG
pebodou abpoiopottag frav dn yveotr) otoug pabnuatikoug. Zupgeva pe tov Lebesgue,
o d’Alembert eixe 116n xpnowonoijoet i Stadikaocia AfYPng tov aplOPNTK®OV PECKV yid Td
pepikd abpoiopata tng oslpdag

1 o0
§+Zcosnt (0 <t<2m).
n=1
O1 pebodot abpotlopotntag €ytvav onpaviiko 9€pa otg peAéteg tou Abel, kKat petd oe auteg

1wv Poisson, Frobenius, Holder, Cesaro kat Borel. O Abel anédeige 10 pnuiopévo Sempnua
ou 1oYUpidetat ot

o0 o0
lim Z anr" = Z an
11
n=0 n=0

orote 10 0p10 oto Sedi pédog umdapyet pe ) ouvron évvola. O Poisson Secprnoe to apilotepd
P€dog, oav to yevikeupévo abpotlopa tng oelpdg, eite 1 oe1pd ouykAivet eite 0xt. O Frobenius
yevikeuoe 10 Sempnpa tou Abel, deixvoviag ot

oo

. n 1

17}1{111 goanr —nlgn;o(50+51+-"+5n_1)
n=

otav op1o oto 6ei pédog unapyet. O Holder yevikeuoe 1o decdpnpa tou Frobenius Sewpwviag
enavaAnyeig mg dadikaoiag Anyng tev apldpnukov péoav. O Cesaro yevikeuoe €va aAAdo
Yewpnpa tou Abel, yia 10 yivOpEVO O£1pV, KAl 10N YAYE Yid T0 OKOTO auto 11§ Stadikaoieg
riou oupBoAidoupe ofjpepa pe (C, k). H Soudewd tou Cesaro frav apketd npdopatn) yupo
oto 1900. O Emile Borel to 1895 6pioe véa dabikaoia abBpoiong kat v epappoos otnv
QAVAAUTIKT] OUVEX10T] OUVAPTHOE®V TToU opidoviat amo pa oepd Taylor. O Fejér figepe 0Aa
avta ta épya.



Miua 6edeaoctikn 16¢€a yia va Aubei 1o poBAnpa tou Dirichlet yia tov kUkAo otr) popdr)

oo
a
g(rcost,rsint) = ?0 + Z(an cosnt + by, sinnt)r"

n=1

Otav 1 oUVAPTNOL OT0 OUVOPOo £Xel ®G oelpd Fourier tnv
oo
% + Z(an cos nt + by, sinnt)
n=1
fitav va xpnowornoinfei to Sewpnpa tou Abel. Qotdoo, 1o apadetypa tou P. du Bois Rey-
mond aroxAeiel K&Oe eAmida va Bpebel Avor), pe autov tov Tporo, yia pa aubaipetn ouvexr
ouvAaptnon oto oUvopo. @a propovoe KAVeElG va epappiooet 1o denpnua tou Frobenius; Auto
10 evbexopevo @aivetal ot ftav 1 apetnpia tou Fejér.

O Fejér ¢pabe yia 1o mpoBAnpa auto katda 1 Sidpkela tou akadnpaikou €toug 1899-
1900 mou mépaoce @G gountrg oto Iavermotpio tou Bepoldivou, katl Bprike tn Avorn otn
Boubaniéotn ota téAn OxtwBpiou. INapatpnoe apéowg ot n pnEBodog mou Xpnotponoinos
NTav o ONPavIilKi] amo tr véa Auor tou npoBArjpatog tou Dirichlet. Zinv epyacia triou
€otelde oto ITapiot, oto Comptes Rendus, n Avor tou nipoBAnpatog tou Dirichlet epgavidetat
®G pia arod ug ouvéreleg Tou Sewprpatog tou. H anodeign Baoiletal otov rmuprva

1 —cosnzx
Ky(r) = ———

n(®) 1 —cosz
Kat ouvdeetal dpeoa pe 1 Avon tou Schwarz yia to ripoBAnpa tou Dirichlet, n onoia kavet
Xpron tou rtuprjva Poisson

1—r?
P.()= .
70 1 —2rcost + r2

Ouotaotikd, o Fejér 6ev elorjyaye karotla véa dadikaoia dBpoiong yia armorAivouoesg oe1pég,
avilBETg, XPNOIOIoiNoe Ti§ M0 YVOOTEG Ao auteg. Aegv 1tav autog IoU €101 yaye Toug
YetkoUg upr)veg otn peAétn tov oglpwv Fourier: o rtuprjvag tou Poisson ftav 1161 yvootog
Kat eixe epappootet ot pedén twv oelpov Fourier arto tov Picard o epyaocieg tou oAU mipwv
arnod 1o 1900. O Fejér dev ¢éAuoe pia 6UoKoAn ekaoia pe ouvBeteg nebodoug.

AUTO TOU €Kave 1)Tav KATL TTOAU ITI0 CNHAVIIKO : AVIIHIEIOITIOE PE oadr], ArAd Kal gUre-
POTATOUEVO TPOTIO £va TPOBANa rmou uéxpl mpv dewpouviav napddevo. Tuvbudaloviag tig
oelpég Fourier pe tig Siadikaoieg abpotong dnpovpynoe éva BoAko miaiolo yla tg 6o Se-
wpieg. 'Etot, n Sadikaocia dBpoiong tou Riemann, n pébBodog tou Schwarz yia 1o mpoBAnpa
Dirichlet otov kUkAo (autr) ou eworjyaye o Fourier yia tov unioAdoyiopo ng Seppoxkpaociag
evog deppol oopatog) Kat t€Aog n npoodartrn peBodog tou Weierstrass yia 1 pedén g
Yeppokpaociag ouvaptr)oel T0U XpOVOU HEO® TNG OEIPAG

oo

. _tn2
g (ay, cos nx + by, sinn)e "
n=0



Pavnke neg ekppadouv tg i6ieg 16€eg, mou rnapouvotddovial o anda oty epyaocia tou Fejér.
H onpaoia tov 9eukdv muprvev toviotnKe, KAl avartuyxOnke oe TOAAA PeTayeveéotepa £pya
tou Fejér. H poAig 6Uo oedibav gpyacia tou Fejér adAade evieddg v erukpatovoa Arioyn
ya Vv 9€0n 10V IPYOVOUETIPIK®V Olpev otd padnpatka. Emiong, ¢dwoe véa obnon otn
pedé twv pebodav abpoiong.

1.3 Buoypadgia tou Fejér

O Leopold (Lipot) Fejér yevvriOnke otig 9 deBpouapiou tou 1880, oto Pecs, pia ernapylakn
oAn otnv Ouyyapia. Ano pikpr nAkia eixe éviovo eviiagépov yia ta pabnpaukda. Ihpe to
beutepo Ppabeio Eotvos 10 1897. Trv 161a xpovid ApX10€ TI§ TTAVETTOTNIIAKEG OTIOUSEG TOU
ot Boubariéotn, kat to 1902 éAaBe 10 616aktopiko tou Sirmdepa. IMapdAAnda, mépaoce v
akadnpuaikr) xpovid 1899-1900 oto ITavermotrpio tou BepoAivou. Auto ernnpéaoce kabopioti-
KA TV EMMOTHOVIKI] TOU KapiEpa, Kabwg odnyndnke, mbavotata and pia mapatr)pnor tou
Schwarz, otnv avakdaAuyr tou yia tig ospég Fourier. O Fejér erAéxinke pédog g Ouyypt-
k1g Akadnpiag Emotnuov to 1908. 'Hrav og nAtkia poAig 31 etov otav, 1o 1911, dopionke
kaBnyntrg oto Iavermotpio tng Boubamnéotng - dev unrjpxe vpnAotepn akadnpaikn Seon
omv Ouyyapia. 'Ednoe ot Boudaméotn, ev P€0® MOATIK®V CUYKPOUCE®V TIOU ouvEBAlvav
otn xopa (n minpeng évtadn tou otv Akadnuia KaBuotépnoe AOY® QUAETIKOV MIPOKATAANYE-
®V KAl paiiota ekd1odxOnke anod ) 9éorn 1ou KABNynt) amno 10 Paclotiko Kabeotmg 1o 1944)
Kat roté dev avadiinoe pia 9éon €€ ard v natpida tou. Ta&ibewe, wotooo, £Ew anod v
Ouyyapia, 18iog ot Feppavia, omou 1pbe oe ernadr) pe toug K. Kapabeodwpr, E. Landau
kat I. Schur. Zug Hvopéveg IoAtteieg unr)pge mpooKeRANIEVOS OANTHG TS APEPIKAVIKES
MaOnpatikrg Etatpeiag to 1933. 'Hrav ermBAénov kabnyning otg 616aktopikég H1a1p1Beg tov
John von Neumann, Paul Erdos, George Polya kat Pal Turan. IléBave otig 15 OxktwBpiou
1959, petd ano pakpoypovia acHévela, os nAikia 79 etwv.

2 To 9sopnpa Riesz-Fischer

H oxéon avapeoa oto odoxArpwpa Lebesgue kat tig osipég Fourier anotunabnke pe tov
KaAutepo tporo oto dedpnpa Riesz-Fischer yia toug ouviedeotég Fourier tov Ly ouvaptn-
oewv, 6nhadrn, otov wopopepiopd petadu u Lo(T) xat tou (7). O idiog o Frigyes Riesz,
€UXAPIOTNHPEVOG ATIO TNV KOPWOTNTd 10U, 10 Tiepleypade oav éva billet aller-retour permanent
entre deux espaces a une infinité de dimensions.

To ouoclaotiko gpyadeio mou xpnolpornoinoav Kat ot dUo ouyypagelg, HE TEPLOCOTEPO
1) Atyotepo oagr) tporo, frav 1 rmineotnta wu Xopou Ls. MdAiota, n évvola autr) dev
eixe akopa opiotel tn ouyur) rou aredeav 1o Sewpnua toug. Ilepippactikd urovvoouoav
KAt 1008Uvapo. Xtg pépeg pag, 1 npotaon «o L, eivat minpng» etvat pia mpotaon pov
AéEewv, N ouoia opwg g pebodou mou avérrtuav, avegdptnta, ot Frederic Riesz kat Ernst
Fischer Bpioketal otov opiopd 10U MANPOUG HETPIKOU XDPOU KAl OTOV OPIORS TOU Xpou L,
(1 £ p < 00). H untepoxn tou oAorAnpopatog Lebesgue évavit tou oAokAnpopatog Riemann,



KAl 0 POAOG IOV £MAISE Ot OUVAPTNOIAKY avaAuor, Bacifoviatl oe autv akpiBog tnv rpdtacn
TRV POV AEgeQV.

Z1n ouvéxewa meplypdgoupe v otopia tou Sewprjpatog Riesz-Fischer, apyiloviag pe
pla ouviopn Bloypadia tou Riesz.

2.1 Buwoypad¢ia tou Frigyes Riesz

O Frigyes Riesz, Frederic ota 'eppavika, nrav Ouyypog padnpatikog. TevvnOnke oug 22-
1-1880 oe pua eBpaikr owkoyévela oto Gyor kat nébave otg 28-2-1956 ot Boudaréotn.
'Htav o peyaldutepog abeddpog tou pabnpatikoy Marcel Riesz. Zrioudace otnv Boudarnéotn,
KAToImv Mmiye yua éva didotnpa otn Zupixn yia va ouveyioet 11§ ortoudég Tou, Katl IIpe 1o
818axtopko Tou Simdwpa, pe 9pa my yeoperpia, oty Boudaniéotn to 1902. T'a §uo xpovia
616aoke oe oxolAeia mptv avadaBel mavermotnuiaks) Seorn).

O Riesz ftav €vag aro T0Ug 18pUTEG TG OUVAPTNOLAKLG avAaAuong KAl 1) €peuva ToU eixe
ONPAVIIKEG EPAPHOYEG OtV PUOIKY. Baoiotnke otig 16¢eg tou Fréchet yia tnv andotaon, kat
TG elonyaye oty d1atpiBr) Tou yia va ouvdeoet ) Souleld Tou Lebesgue yia Tig mpaypatikeg
OUVAPTAOEIS HE TV IEPIOXI] TOV OAOKANPWIK®OV £§l000E®V TOU eixe avarrtuxBei amo tov
Hilbert kat tov pabntr) tou Schmidt.

To 1907 kat to 1909, o Riesz anédei§e Jewprpata avanapdoctaong yid ta ouvaptnooetdr)
OT0 XOPO TV Tepaynvikd Lebesgue oloxrAnpooipov cuvaptrioenv. Tnv emopevn xpovida
glonyaye tov Xopo L, 1oV g-0AoKANPOOII®OV OUVAPTHOE®V Kal €101 eyKatviaoe T PeAET) Tov
XOP®V OUVAPTNOE®V Pe vopud, apou, yia g > 2 ot Xwpotl autoi dev eival xpot Hilbert. O
Riesz elofjyaye v évvola g «acBevoug oUyKAong» yia pia akodoubia cuvaptrjoewv { fi,(z)}.
Metd and autég 1ig epyaocieg 1ou, 1ou onpatodotouv ) yévvnon g dewpiag tedeotav, o Riesz
Bpebnke, 1o 1918, oAU Kovid oty dnuoupyia piag alopatkrg Yempiag yia toug Xwpoug
Banach, katt ou €ytwve 800 xpovia apyotepa aro tov Banach otnv diatpibr) tou.

To 1911 o Roesz ¢AaBe pia 9¢on oto Kolozsvar tng Ouyyapiag, Omou mapgpeive pexpt
10 1919. 'Eneuta anod v ouvbnkoAoynorn tou 1920, n Ouyyapia €xaoe peydaAo pEPOG g
OUVOAKN|G 16 €KTaong Kat £tot mAéov 1o Kolozsvar dev avrike otnv Ouyyapia, pe ouvéneia to
[Tavermotnpio va petakivnBel eviog tov veav OUYYPIKOV OUVOP®V, CUYKEKPIEVA oto Szeged,
oto ormoio dev unnpye Iavermotpo. O Riesz €yve kaBnyning Katl otr OUVEXELD TTPUTAVNG
tou [Maveruowmpiou ou Szeged. Exkei, o Riesz 1o 1922 padi pe tov Janos Bolyai Sa 6n-
Ploupyrjoouv éva pabnpatiko wvotttouto. O Riesz éyive apX1ouvidKing tou meplodikoy tou
wotitoutou, Tou Acta Scientiarum Mathematicarum, nou avadeixtnke og onpaviki mnyn
ya ta padnpatkd, kabwg eixe kavel oAdég dnpootevoelg ekel kat o 1d1og. To 1945 dopi-
otnke KABnyng oty €6pa tov pabnuatkev oto Haveruotpo g Boubamnéotng. IToAAég
amno g depedwdelg epyacieg 10U O OUVAPTNOLAKY AVAAUGCH OUVOUACTNKAV [1€ AUTEG TOU
Banach. To 9eopnpa mou twpa ovopddetal dewpnpa Riesz-Fischer eival SepeAiwboug on-
paoiag yia v avdAuon Fourier kat anotédeoe v pabnuatkn BAaon yia v avantugn mg
kBavukng dewpiag. O Riesz eixe AdBet moAAég TIpnNTUIKEG Sakpioelg yia 10 €pyo ToU, Kabwg
Kat aSiopata : nrav pédog g Ouyypikng Akadnpiag Emotmpov, ouppeteixe oug Akadnpieg



tou [Tapiolov kat tng Xoundiag, eve 1o 1949 tipnOnke pe 1o Ppabeio Kossuth.

2.2 H epyaocia tou Riesz

[MapaBetoupe autovola v epyaocia tou Riesz tou 1907.

ANALYSE MATHEMATIQUE - Sur les systémes orthogonaux de fonctions.

Note de M Frédéric Riesz, présentée par M. Emile Picard.

TMa v eniduorn KAMOWV CUVAPTNOIAKGOV £§1000E®V, TOU £160UG TTOU fjtav oAU yveoTo
otov Fredholm, o xog Hilbert mpoteive pia moAu yevikn pébodo. H pébodog autt| eykettat
oto va avaydei n emiducn AUTEOV TOV CUVAPTNOIAK®OV £§100CEM®V OTNV £ITAUCT £vOg ATELPOU
OUOTHATOS YPAPHIKGOV £§1000E®V Pe Arelpoug to rAnbog ayvaotoug. O kog Hilbert ékave
v ouvdeon avapeoa ota §Uo autd npoBANpata, XP1olPonol)viag Eéva cUotnpid opboymviav
ouvaptjoemv. Ol OUVIEAEOTEG, OMWG KAl O1 AYVOOTOL AUTOU TOU ouothpatog, dev eivatl tinote
aAdo amod odorAnpwpata nou oxnpati¢oviat aro tg 600eioeg ouvaptroelg KAl T AYVOOTESG
ouUVaPTHoElg ToU IPOoBANIATOg, He évav TPOIo avaloyo IPog autov e Tov oroio opiloviat ot
ouviedeotég Fourier, pe tn Bonbeia evog opboymviou cuotrpatog.

I'a ) pébobdo tou kou Hilbert, to akdAoubo epwinpa eivat oAUy onpaviko:

Atvetat éva opBoywvio oUoTnia OUVAPTHOE®V, Ol OIT01eg eivatl oplojéveg o KATIO0 H1dotn)-
pa. Ze kaBe pia and autég Tig OUVAPTHOEIS AVTIOTOLKioUHE Evav mpaypatiko apifpo. Katw
ano noieg ouvinkeg, Ya UNdp)XEl KATIO1a OUVAPTNOT) TET01d OOTE, Yid KA ouvaptnor) tou ou-
OTHJATOG, TO OAOKANPOUA TOU YIVOHEVOU T1)§ OUVAPTN O] € TNV OUVAPTNOn TOU OUCTHATOG,
urtoAoytopévo oto 600ev didotnpa, Sa eivat ico pe tov 600évia aplBpo;

IMa v KA4on 1oV 0AOKANPOOII®OV OUVAPTHOE®V, PPAYHEVOV 1] HI], T®V OIOI®V TO TETPA-
Y®Vo givatl eriong 0AOKANP®Ol}in OUVAPTNOT), TO Ye®PNaA ITOU MTPOKELTAL VA TIAPOUCLAo® Hivel
MATPN ATIAVINON. ZNHEOVE OTL £va 0pBoy®VIo CUCTHHA OUVAPTAOE®V, K TOV OMOI®V Kapid
bev £xel odokAnpepa 0, propei va eivat menepacpévo 1 anepo apiburnopo. H anodei§n tou
Sewprjpatog, v oroia 9a meplypdyPe KAVOVIAG TNV UMTOOEOT OTL 01 CUVAPTIOELS Eival @pay-
péveg, propet va ernektabel Xopig SuokoAia otig 0AOKANPWOES OUVAPTAOEIS TOV OTIOI®V TO
TEIPAY®VO £1val £MIONG OAOKANPWOIH CUVAPTNOT).

160U 10 Secdpnpa:

'Eote ¢1(x), p2(x), ... éva Kavovikomomuévo oUoTtNIUA OUVAPTHOE®V, TIOU £ival OPLOUEVES
oto buaotnua [a, b], opdoywuvieg ava 6vo, gpayusves 1 un, oforkinpwotues kat pue 0AoKANPGoWO
TeTPAy®VOo. AUTO ONUaivel OTL EXOUUE

b b
[ etars@yde=0 (#0) xa [ i)l =
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yla 6jleg Tig OUVAPTIOELS TOU CUOTHUATOS. e KAde auvdptnon ¢;(T) ToU ouoTiuatog aviiotoyyi-
Joupe évav apduo a;. Tote, n ovykion mg oepag y . a? elvat avaykaia Kat tkavr) ovvdnkn
yia va urapyet ovvaptnon f(x) tétowa wote

/ab f(x)pi(z)dz = a;

yia kade ovvapnon p;(x) Kar kade apduo a;.

To yeyovog ot 1) ouvOrkr) rou Sivoupe eival avaykaia MPOKUITIEl APeCcd Ao Pid oAU
yvootr avicotnta tou Bessel, n omoia gixe arodeixBel amo autov yla ouvexeig ouvaptr)oeg,
aAAd e§axkoAoubel va 1oxUEel yla OroleodIIoTe CUVAPTHOELS £ival OAOKANPWOTIES 1€ OAOKAN-
POOIHI0 TEIPAYDVO. ZYXETIKA HE TO £PAOTHA AV aUTr) 1] OUVOrKr eival eriong Kavy), SEKVA®
MEPLYPAPOVIAG CUVOITUKA TNV YPARHT TS arnddeigng pou.

1. Aciyve Aomov 1o Sedpnpa yid v KAAOIKY] IEPIMTOOT TOV IPIYOVOUETPIKOV OUVAPTL)-
OE@V. & aUTHV TNV Mepintaor], 9a deifm 0t1 0AoKANP®vovVIag 0po IPog OPO Uid TPLYOVOUETPL-
KI] Og1pd, y1d TNV OIoid 1] OE1Pd TRV TETPAYDOVOV TOV CUVIEAEOT®V TNG OUYKAIVEL, IAipvoupe
Pla oepd adploTt®V OAOKANPOUAT®V ITOU OUYKATVEL Opo1dpopda O Pid oUVEXT oUVAPTNOoN Ne
@payusvn Kupuavon. AUt 1] ouvdptnon €XEl Tapdy®yo o€ 0Aa ta onpeia tou draotpatog
[0, 27], pe v e&aipeon iowg OV onpeiov evog ouvolou pndevikou pétpou. Asixve 6t 1
ovvaptnon f(x) mou givar ion pe avtiv mv Tapdyoyo ota onueia OTOU UTApXEL, kKal Taipvel
twyxovoeg Tués ota unoAona, kar n ovvapmon [f(x)]?, eivar ofokAnpwosg, kKai ot ot ou-
vtefeotég Fourier mou avtiotoyouv otnu ovvaptnon f(x) eivar avtoi mou eiyav 609el ek twv
TPOTEP®U. T1a T0 OKOTIO AUTO XP1 OO0 TO EMTOPEVO ANHd, TO OTI010 £lval 10mg eviladEpov
ano Povo tou:

Av ma axoflovdia ovvaptioewv fi(x), mou givar opiouéveg oto ibio petprioo ovvoio E,
Kai eivat ookAnpwotueg kat ue 0AokANPWoIUO tetpdyvo, ouykiivel oe pa ouvdptnon f(x) oe
Kade onueio oU ouvoAou, ue Y e§aipeon 0OS IOV ONUEIOV £VO¢ OUVOAOU UNOEVIKOU UETPOU,
Kat av 1oy vet

JORIESY
FE

yia kade ovvdaptnon fi(x), omou M givar évag otadepdg apduog, tote

/[f(x)]2da: = lim [ [fi(z))%dz.
E

1= J B

2. T'a va nepdoe otV YEVIKY Mepinmtaor), 9a Xpnotpono|o® 10 akoAoubo Afjppa:

Ag umodéoouue ot pag Sivouv €va oUOTNUA YPAUUKOV ELODOEDV

(2.1) Z kT = Yi,
k
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UE ATLEPOUS T0 TL/INO0G ayvwoToug, OOV Ol OUVTEAEOTES a4), £lval TETOLOL WOTE

Zaikajk =0 (i#j) ra Zafk =1,
k k

01e y1a kade akoflovdia apOuUWL Yy, yia ToUg OmoloUS N OePd Yy . y,% ovyKilivel, 10 ovotnua
(2.1) éxet toufayotov pia Avon 1étola wWote N oglpa Zk xz va ouykiiver, kat avtny n Avon
Sivetar amo g oyEoelg

i
Av 10 ovotnua TV apldudv a;, slvatl tinpeg, dndadn av 6sv urapyet axojlovdia aplduUOL i

T€T01a WOOTE
E z,% =1 xat E aipzr =0
k k

ya kade i, 10te ot e§lowoelg (2.2) divovv m povadikn Avon touv ovotriuarog (2.1).
Emmricov, oe autnv v tefevtaia nepintoon, £xouue!

D=y
k i

Me 1) Bor)Beia autou Tou Afjppartog, da rmepAcoupe aro v 181Ky MEPIMIOON TOV TP1-
YOVOUETPIKGOV OUVAPTIOE®V O AUV £VOG YEVIKOU GUOCTIHATOG, HE HOVO MEPIOPIOHO Ol OU-
VAPTHOELS TOU OUOTHHATog va eivat opiopéveg oto Sidotnua [0, 27]. Me debopéva 1o ovotpa
@V ouvaptioeav {@; ()} xkat toug apBpoug a;, yia va Bpovpe v dyveotn cuvaptnon f(x),
£PAPPOCOUHE TO TIOAU YVROTO Se®pnpa yid VvV 0AOKANP®OT TOU Y1VOpEVOoU §U0 oUvapTHoe®V
nou avanapiotaviat and g ospég Fourier toug, Sewpnpa mou, péoa anod v §oudeid tou
kou Fatou, eivat yvooto ot 1oxUet yia 0Aeg 11§ OAOKANPOOTIESG OUVAPTHOELS e OAOKANPROOTHO
tepdymvo. Pravoupe oe £va oUoTNIA YPAPHIKOV £51000e@v oav 1o (2.1), kat kaOe Avon ()
aUTOU TOU CUCTAPATOG, Y1a TNV ortoia 1 oepd ) :pz ouykAivetl, 9a pag ddoel Toug oUVIEAEOTEG
Fourier piag ouvapmong f(x) yia v onoia 9a toxvouv ot

2

f(@)pi(z) de = a;
0

yla KA0e 7.

Av 10 ovUotpa v 0pfoymviey cuvaptioeay ;(x) eivat mMifipeg, Wte 10 oUCTHA TOV
e§lonoeav da €xel povadikn Avorn. H ouvapwnon f(z) 9a eival tdte mAnpeg ripoodiopiopévn,
modulo pia cuvaptnon pe oAokAnpoua 0.

TéAog, €xoviag arodeiel 1o Yewpnpa yia ouvaptioelg oplopéveg oto Sraotpa [0, 27,
HIopoUpe va 1o Tiepdooulie Xwpig SuokoAia oe omolodrmote Sraotnpa.

'Auté 10 Afjupa, 10 Oroio AmodelKVUETAl EUKOAA, IIPOKUITIEL KAl A0 KATIOEG OPOPPES £PEUVES TOU Kou E.
Schmidt yia ta cuotrpata ypappikev e§1000EmV e AMEIPOUS ayvaotoug, ot oroieg 9a dnpooieubolv mpooexag.
Mrtopet ertiong va arnodeiybei wg OCUVEIELA KATIOIWV AroTEAeoPATOV tou Kou Hilbert.
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2.3 H egpyaocia twou E. Fischer

[MapaBetoupe tHpa autovola v gpyaocia tou Fischer tou 1907.

ANALYSE MATHEMATIQUE - Sur la convergence en moyenne.

Note de M Ernst Fischer, présentée par M. Emile Picard.

Zug 11 Maptiou o M. Riesz napouociaoce otnv Akadnpia Emotmpov éva apbpo oxetka pie
1a opBoyovia cuotrpata ocuvaptioeev (Comptes Rendus, 18 Maptiou 1907). Eixa kit ey
@taocel oto 1610 arotédeopa, Kat 1o £Xe rapootacet oe pa 81adedn mou ékava ot Mabnpatxkn
Etaipeia tou Brunn 116n ano tg 5 Maptiou. 'Etot, n aveaptnoia pou givat popavr|g, adda
n npotepatdinta g dnpooicuong Hidetal otov ko Riesz. Ag pou emrpartei va mapouotdon
£dw ) 61kr) pou anddeln, n oroia eival SraPopetiky] ard auvtrv tou Kou Riesz. TMa péva to
dewpnpa eival pla e1d1kr) nepimi®on evog YEVIKOU de@priatog yid 1) OUYKALOn TV OE1p@V
Katd pEco.

"Eote ) 10 0UV0oA0 TV MPaypatikov ouvaptoemy [ piag mpaypatikyg petabAnrg - ya
g oroieg ot f kat f2 va eivar odoxAnpaoeg (Lebesgue, Lecons sur lintégration, p. 115)
ot éva nenepaopévo ddotpa (a,b). To ywopevo ¢ 6o cuvaptioewv tou € eival navia

OAOKANP®OIIN CUVAPTNOT KAl £XOUHE 0Tl
b b
<[ ¢ [ a
a a

([ o)

YV®OOTI] OXE0T IOV UITOPOUHE va Tr] YPAWOUHE Kal WG e8r0:

[[osora] «([ew) ([ va)"

Opwopol. - 1. Aépe 6t pia akoAoubia ocuvaptroemv rmou avikouv oto §2 ouykiivel katd Ueco
av €xoupe:

2

b
(2.3) lim (fr — fn)*dz = 0.

m,n—o0 [,

II. A¢pe ou auty) ouykAiver katd peoo oe pia cuvaptnong f tou 2 av éxoupe:

(2.4) lim [ (f — fu)%dz =0.

b
n—oo J,

Cpagouye tote v woduvapia lim f,, ~ f, n omoia 6ev ouvenayestat v Unapgn opiou pe v
ouvn0n évvola tng Aéng. Kdabe ouvdaptnon tou €2 mou dev Siapépet and myv f apd o éva
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ouvodo onpeiov pétpou 0 (Aépe 6T autég o1 cuvaptroelg ~ f elval oxedov losg pe v f) €xel
v i8ia 1816tta ¢ oxéon pe v akodoubia { fi, }, Kat to avtiotpogo.

®eepHMA. Edv wa akofouvdia ouvaptrioewv mou avrkouv oto §) cuykiivel katd uéoo, tote
undapyet wa ocvvaptnon f oto £ otnu onola 1 axofloudia cuykAiver kKatd peoo.

Anoseln. Eow f1, fo,... ma akodoubia cuvaptrioswv tou ) n oroia cuykAivel katd péoo.
Amno g (2.3) kat (2.4) ta 6pla

lim [ f.dx=F(x), lim [ f2de=0(x)

n—o0 a n—o0 a

urapyouv kat opidouv ouvexeig ouvaptroeig, pe v O(z) povotovny. Oa dei§oupe ou n F(x)
givatl gpaypévn ouvaptnor, Kat EMIALoy,

(2.5) 1imz |F(zy, + hy) — F(z,)| =0 vy limz hn =0,

oupBoAidoviag pe (zy,, Ty + h) éva nenepaocpévo ovotnua dlactnudatey rou Bpiokovial péoa
oto (a,b) kat dev éxouv Kowd gowtepikd onpeia (n = 1,,...;h, > 0). Ipdypan, anod my
(2.3) éxoupe:

(2.6) [F(x+h) — F(x)]* <h[O(x +h) —O(x)], h>0

arn” émou, 9étoviag hy, = u2, O(z, + hy) — O(x,) = v2,

2
< (Zunvn>2 < Zuin% < Zhn - O(b).

Eow f(z) n mapdyeyog aro ta &e§ia g F(x) yia 0Aa ta onpeia ota onoia n tpr) mg sivat
nienepaopévn), kat f(z) = 0 yia ta dAda onpeia (oUvodo rou €xet pétpo 0). H f(x) xatn g(x)
ITOU IIPOKUITIEL He oV 1810 Tpdro and myv O(z), eivat odokAnpooiueg (BAéne Lebesgue) xat,
ané my (2.6), f2 = g (extég and éva ouvodo pétpou 0), 1 f2 eivat odokAnpaoown, dpa n f
aviiket oto 2. H (2.5) pag e§aopadiler ou

> P (an + hy) — F()]

/fdw—F(x) apa lim fndar—/fda?,

n—oo

KAl P€ KAMO10UG HETAoXNIATION0Ug, armloug aAdd onpavikoug, 1oV optopov I kat II, BAg-
moupe ot 1 f,, ouykAivel katd péco oty f. a

Eow ¢1(x), p2(x), ... éva apiunopo ocuvodo péoa oto (2, kat £0te 6t

b b
/gbmgbnda}:O avm #n  rat /qﬁidx:l.
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Av 1 og1pd pe P apvntikoug otabBepoug 0poug a% —I—a% +- -+ ouykrAivel, 0te N a1 +agpa+- - -
ouykAivel Katd péco 0po, kat 1o deppnpa rnou arodei§ape e§aopadidel v Urapdn pag
ouvaptnong ¢ oto 2, n oroia eivat oplopévr oxedov rmaviov, yia v ornoia

(Z)(‘T) ~ a1¢1($) + a2¢2(x) 4o,

Topa, ano v (2.3), priopoviie va UTTOAOYICOUHE TOUG @, PE TNV KAaooikr pebodo, onodte

b
@.7) = / bom da

Kat £xel anoderxOel 10 Yedpnpa mou £xel 16N avakovaoel o kog Riesz.

2.4 ZUyrplon TV 800 £pyactodv

AwaBadoviag 1o £€pyo Kat tov §Uo autev oroudaiov pabnpatkov oupnepaivoupe Otl mapoAo
rou 1 KatdAngn v anodeifemv toug eival Kowr, 1 arnapyy v derpldv toug Stadépetl o
peyddo Badbpo. 'Etot éxoupe ot o Fischer nipoorndBbnoe va arodeiet to arotédeopd tou oav
ouvénela g opboywmviotntag tou cuotrjpatog addd kat g rnpottag tou L. H anddedn
autr) g mAnpotntag dev eival anoAuta owotr]. Xprotporolel 1o YEYovog OTL Td aoplotd OAo-
rAnpopata v cuvaptroeav Gy, ot 6edopévn akoloubia Cauchy cuykdivouv opoidpopgpa
oto [a, b] oe xaroa ouvaptnon g, cuvexr) pe paypévn kupavor. H unapén tou opiou g € Loy
ywa v akolouBia Cauchy AapBavetal epappodoviag oy G 1o ewprjpa dapdpiong and
Vv SYewpia tou Lebesgue.

O Riesz xpnowporotel 1o 1610 oReNMTIKO otV epyaocia tou, addda dev kavel pntr) avapopd
otnv mAnpotnta ou Ly, av Kal anotéAeopd tou Umopei va eppnveudel e autov tov tporo.
ApY1Ka avTipeteItidet TV 181K EPIMTOOT TRV TPIYOVOLETPIKGOV OE1PWV KAl ETIELTA EMEKTEIVEL
TO AMOTEAEOPA TOU KAl Of YEVIKA 0pBOKAVOVIKA CUOTHPATA XPNOIOovIag 1o dehpnpa
Fatou-Parseval. Avadépetl 011 11 0AOKANp®OT 0pO IIPOG OPO H1aG TPIYDVOHUEIPIKLG OE1pAG UE
dedopévoug tetpaymvika abpoiotpioug ouviedeotég, divet pia og1pd Iou ouyKAivel opolopopda
oe pua ouveyn ouvdapton F. H mapayeyog f tng F, mou opidetar oxedov maviou, eivat
TETPAY®VIKA OAOKANPGOOIUN KAl €Xel yia ouviedeotég Fourier toug 6edopévoug ouvieAeoteg.

'Oneg npoavapEépaile, T0 OUCIAOTIKO £pyaldeio mou Ypnotpornoinoav kat ot vo cuyypa-
Qelg, 1e eP1oodTEPO 1 AlyOTEPO oadr) TPOIo, ftav 1 mAneotnta u xopou Lo. MdAwota, n
évvola autr] Sev eixe akopa oplotel ) otypr) rou aredeav 1o Sewpnud toug. Iepippactira
UIovvoouoayv KAtt 1008Uvapo. Xtig Hépeg pag, n rnpotaon «o L, eivat mAnpng» etvat pia mpo-
1a01 POV Aggewv, 1 oucia Oprg g nebddou nou avéntugav, ave§dptnta, ot Frederic Riesz
kat Ernst Fischer Bpioketal otov op1opod 10U MARPOUG PETPIKOU X®POU KAl OTOV OPLOHO TOU
xwpou L, (1 < p < 00).
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2.5 H otopia tou 9swpnpatog Riesz-Fischer

O Frederic Riesz sruokemnotav to Gottingen otig apyég tou £€toug 1907, eve o Ernst Fischer
fitav oto Brno (Brunn)) v i6ia nepiodo. Kat ot 60, o évag avefdptnta aro tov diov,
avakdiuyav to £§ng Jevpnpa: av pag 6obet pa akodoubia (a,) € fo téTe UMAPYEL Pa
ouvaptor f € Lo(T) g onoiag ot ouviedeotég Fourier eivat ot a,,. Kat o1 6Uo Siatineoav
TO ATTOTEAEOHA V1A YEVIKA 0pBOKAVOVIKA ouotijatd.

O Riesz avaxkoivooe 1o anotédeopd tou ot pa 61adedn oto Gottingen, oug 26 ®eBpouapi-
ou, evo o Fischer oe pia 61dAe€n tou oto Brunn otig 5 Maptiou. O Riesz dnpoocicuoe apéong
10 Jedpnpa oe HuUo popdeo: oe Eva apbpo oto Gottingen Nachrichten, rmou napouvotaotnke
anod tov Hilbert otig 9 Maptiou, kat oe éva apBpo oto Comptes Rendus de ’Académie des
Sciences de Paris, ou napouoiaotnke ano tov Picard otig 11 Maptiou kat dnpooteubnke
otg 18 Maptiou pe tov titdo Sur les systemes orthogonaux de fonctions. To kivnipo toU
Riesz rjtav n pedén pe ) pébodo tou Hilbert piag ypappikig 0AOKANPp®UKDG e§0wong He tn
BorBeia evdg opBoravovikou cuotrpatog. Qotdco, anedele 10 deppnua rp®Ia yia 10 Ipye-
VOHETIPIKO OUOTNIA, KAl PETA TO EMEKTIEIVE Y1d £va 0pOOKAVOVIKO OUCTNHA OUVAPTIOE®V TIOU
opidovtat oe éva Srdotnpa, KAt ot ouvexela yia £va yeviko opBoxkavoviko cuotnpa. To tedeu-
taio Prpa npaypatoroleitat os €va aAdo apBpo oto Comptes Rendus, ou napouoiaotnke
ot 2 Anptdiou kat dnpootevnke oug 8 Arptdiou.

MoAg 61aBaoe 1o apbpo tou Riesz, g 18ng Maptiou, o Ernst Fischer aviédpaoce otéA-
voviag 1 61k tou epyaoia oto Comptes Rendus pe titho Sur la convergence en moyenne.
Ye éva mpwto apbpo, pe nuepounvia 13 Maiou, avayvoploe v mpotepatdtnia tou Piecd
ot dnpooisuon tou anoteAéoparog, aAld eMeCHIAVE OTL TO €1X€ K1 AUTOG KAl Ot £ixe daoet
oxetkeg 61aAé€e1g oto Brno (Brunn) otig 5 Maptiou. To arotédeopd tou ftav to 610, aAdd n
ripooéyyton tou Fischer rtav rmo eubeia kat eviormide 1o KUplo onpeio (ot 6nAadn o La eivat
mAnpng) pe pnio (av Kat 0xt oAU CUPITUKVOUEVO) TpoTo. Xe éva Heutepo apbpo, o Fisher
glonyaye v Bedtiotn npootyylon otov Lo kat avakoivooes ot Sa avarttudel auvty ) Sewpia
apyotepa oto mAaiolo piag «yeoperpiag tov ouvaptoeavy (“en m’ appuyant sur une espéce
de géométrie des fonctions”).

'Htav n ogpd tou Riesz va avudpdoet. To Comptes Rendus tng 24ng Iouviou énpooisuce
apBpo tou Frederic Riesz pe tov titAo Sur une espéce de geometrie analytique des systémes
de fonctions sommables. Tlpota, unevObupiel v MPOTEPAIOTNTA TOU, PVIOVEUOVIAG TNV
S1aAegr) tou oto Gottingen otig 26 ®eBpouapiou. Ttn ouvExela, dieupuvet 1o epotnpa: «Meta
aro ta Pacikd arotedéopata mou €xouv arodei§el 81apopol yewpétpeg Katd ta tedeutaia
Xpovia kat rou Baoidovrat erti 1o rmAeiotov oe ekeiva tou kou Fejér, n 16¢éa g avanapdaoctaong
plag ouvaptnong anod toug cuviedeotég Fourier tng €xetl yivel oAU yveotr). To ouvolo teov
OAOKANP®WOIPGOV oUVapTroermV da Pnopouce va avarnapaotadei kat” autdv Tov TPOTo ®G £va
UNIOX®POG TOU ATIElpod1AaoTtatou XOpou (akoAoubiwv). IToidg eival autog o undxwpos; Méxpt
topa dev eipaocte oe Y€on va anavirjoouper. Me tov oUuyxpovo oupBoAlopo, T0 £pWTNIA TOU
Riesz fjtav © propovupe va rovpe yia tov A(Z) = FLi(T). Katémwv, o Riesz e€nyel
oupBaivel av avukataotjooupe tov Ly and v Ly, dnAadr v F Lo (T) = l2(Z).
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O Riesz snéotpeye oe auto 1o 9€pa apyotepa: emnekteve 10 deopnpa tou Fischer (ot o
Lo etvat mAnpng) deixvovrag 6t o L, etvat minpeng yia kaBe p > 1. To Sewpnpa autd, yvootd
®g Yedpnpa tou Riesz, eival akopa 1o Sepedindeg anod 1o Jewpnua Riesz-Fischer.

Ot Fischer xkat Riesz epydotnkav ave§dptta kat rirjpav 1o id10 arotédeopa ya myv ida
oTyHr) Katd v évapgn tou 1907. Zupgeva pe v adgabnukr) tan, Sa frav dikaiodoyn-
Pévo, OMwg KAVOUV Oplopévol ouyypadeig, va 1o anoxkaloupe «to dewpnpa v Fischer kat
Riesz». Qotdc0 01 mep1oocotepOl ouyypadeig (kat o idiog o Frederic Riesz, pwtog an™ 6Aoug)
10 arokalouv «to Sewpnpa tov Riesz kat Fischer». Ev mdon meputtdoet, autod sivat to 1o
oNpaviiko Ye@pnpa rmou ouvdeel ocuvaptroslg Kat ouvieAeoteg Fourier.
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