
Η ιδιάζουσα συνάρτηση ?(x) του Minkowski

Μυρσίνη Βολιώτη

1 Εισαγωγή

Η συνάρτηση µε τον ενδιαφέροντα συµβολισµό ?(x) παρουσιάστηκε αρχικά από τον Hermann Min-
kowski κατά τη διάρκεια της διεξαγωγής του τρίτου ∆ιεθνούς Συνεδρίου Μαθηµατικών (ICM) το 1904
στην Χαϊδελβέργη. Εκείνον τον καιρό, µεταξύ άλλων, ο Minkowski εργαζόταν πάνω στην εφαρµογή
ορισµένων αποτελεσµάτων της ϑεωρίας κυρτών σωµάτων και της έννοιας του µοναδιαίου πλέγµατος
πάνω στον κλάδο της ϑεωρίας αριθµών.

΄Οπως αναφέρει ο ίδιος ο Minkowski στην οµιλία του στο συνέδριο, ονόµασε αυτήν την περιοχή
της µελέτης του ‘‘Geometrie der Zahlen" (Η Γεωµετρία των αριθµών) έργο το οποίο δηµοσιεύτηκε
ολοκληρωµένο το 1910. ΄Ετσι το οµώνυµο άρθρο που παρουσίασε στο ICM περιλαµβάνει µια σειρά
από σηµαντικά αποτελέσµατα που αφορούν κυρτά σώµατα και αλγεβρικούς αριθµούς.

Σε αυτό το πλαίσιο η συνάρτηση ?(x) που ϑα µελετήσουµε ορίστηκε µε σκοπό τη δηµιουργία
άλλης µιας ικανής συνθήκης, πέρα από το ϑεώρηµα του Langrange, ώστε να αποφανθούµε πότε ένας
αριθµός είναι άρρητος τετραγωνικός αλγεβρικός αριθµός. Ο Minkowski προϋποθέτει τη συνέχεια
της ?(x) σε ολόκληρο το (0, 1), αλλά δεν ασχολείται περισσότερο µε την ιδιότητα αυτή. Η συνεχής
επέκτασή της και το γεγονός ότι είναι ιδιάζουσα συνάρτηση, έχει δηλαδή µηδενική παράγωγο σχεδόν
παντού, µελετήθηκαν αργότερα από τον A. Denjoy και τον R. Salem, όπως ϑα δούµε αναλυτικά.

Στη συνέχεια άλλοι νεώτεροι µαθηµατικοί µελέτησαν διάφορες ενδιαφέρουσες ιδιότητες της συνάρ-
τησης και όρισαν ευρύτερες κλάσεις ιδιαζουσών συναρτήσεων. Θα αναφέρουµε συνοπτικά τα ϐασικά
αποτελέσµατα της εργασίας τους. Ας δούµε όµως πώς ορίστηκε αρχικά η συνάρτηση από τον ίδιο τον
Minkowski, παραθέτοντας απόσπασµα από το πρωτότυπο κείµενο ‘‘Zur Geometrie der Zahlen".

2 Ορισµός της συνάρτησης ?(x) από τον H. Minkowski

Θα χρειαστούµε αρχικά τους ορισµούς κάποιων εννοιών που χρησιµοποιεί ο H. Minkowski στο άρθρο
του.

Ορισµός 2.1. (α) Ονοµάζουµε τετραγωνικό άρρητο αλγεβρικό αριθµό, µία άρρητη ϱίζα ενός πολυω-
νύµου δευτέρου ϐαθµού µε ακέραιους συντελεστές . ΄Ενας τέτοιος αριθµός ϑα είναι της µορφής
x = a+d

√
b

c , όπου a, c, d, ακέραιοι και ο b είναι σταθερός ϑετικός ακέραιος, όχι όµως τέλειο τετράγωνο.
(ϐ) Αντίστοιχα, ένας κυβικός άρρητος αλγεβρικός αριθµός είναι ϱίζα ενός πολυωνύµου τρίτου ϐαθµού
µε ακέραιους συντελεστές.

Ορισµός 2.2. (α) Ο αριθµός

x = a0 +
1

a1 + 1
a2+

1
a3+···
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ή αλλιώς x = [a0, a1, a2, . . .] µε a0 µη αρνητικό ακέραιο αριθµό και τα υπόλοιπα ai να είναι ϑετικοί α-
κέραιοι, ονοµάζεται κανονικό συνεχές κλάσµα. Θα αναφερόµαστε στα παρακάτω σε συνεχή κλάσµατα,
εννοώντας ότι είναι κανονικά.
(ϐ) ΄Ενα συνεχές κλάσµα ονοµάζεται πεπερασµένο εάν x = [a0, a1, a2, . . . , an] για κάποιο n ∈ N, ενώ
ονοµάζεται άπειρο εάν δεν είναι πεπερασµένο.
(γ) ΄Ενα άπειρο συνεχές κλάσµα ονοµάζεται περιοδικό εάν

x = [a0, a1, a2, . . . , an, an+1, . . . , an+h, an+1, . . . , an+h, . . .]

= [a0, a1, a2, . . . , an, an+1, . . . , an+h].

Επίσης ϑα ονοµάζουµε αναγώγηµα k-τάξης του [a0, a1, a2, . . . , an] το συνεχές κλάσµα

x = [a0, a1, a2, . . . , ak]

όπου k είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος µικρότερος ή ίσος του n.

Ισχύει το παρακάτω ϑεώρηµα για τους πραγµατικούς αριθµούσ:

Θεώρηµα 2.3. (α) Κάθε απλό, πεπερασµένο συνεχές κλάσµα αναπαριστά έναν ϱητό αριθµό. Αντίστρο-
ϕα, κάθε ϱητός αριθµός µπορεί να αναπαρασταθεί ως ένα απλό, πεπερασµένο συνεχές κλάσµα.

(ϐ) (Langrange) ‘Ενας αριθµός είναι τετραγωνικός άρρητος αλγεβρικός αριθµός αν και µόνο αν αναπα-
ϱίσταται µε ένα περιοδικό συνεχές κλάσµα.

Τέλος χρειαζόµαστε έναν ακόµα ορισµό για την κατανόηση της κατασκευής της ?(x) αλλά και για
όσα ϑα ακολουθήσουν έπειτα :

Ορισµός 2.4 (κλάσµατα τύπου Farey). Κατασκευάζουµε την εξής αρίθµηση των ϱητών του (0, 1):
Στο πρώτο ϐήµα εισάγουµε τα άκρα του διαστήµατος 0/1 και 1/1. Στο δεύτερο ϐήµα εισάγουµε τον
αριθµό 1/2, τον οποίο ονοµάζουµε Farey-µέσο των 0/1 και 1/1. Στο τρίτο ϐήµα εισάγουµε τους 1/3
και 2/3 και ταξινοµούµε τους αριθµούς µε αύξουσα σειρά. Συνεχίζοντας κατά τον ίδιο τρόπο µετά το
n-στο ϐήµα ϑα έχουµε απαριθµίσει όλα τα ανάγωγα κλάσµατα µε παρονοµαστή το πολύ n. ∆ηλαδή
εάν τα a/b και c/d είναι δύο διαδοχικά κλάσµατα που υπάρχουν στο (n− 1)-στο ϐήµα, τότε στο n-στο
ϑα εισάγουµε τον Farey-µέσο a + c/b + d αν και µόνο αν b + d = n. Αποδεικνύεται επαγωγικά ότι
µπορούµε να παράξουµε κατ΄ αυτόν τον τρόπο όλους τους ϱητούς του (0, 1), τους οποίους τότε ϑα
ονοµάζουµε κλάσµατα τύπου Farey.

Παραθέτουµε τώρα τη µετάφραση αποσπάσµατος από το Zur Geometrie der Zahlen από την
σελίδα 171 (προτελευταία παράγραφο) έως την σελίδα 173.

Α΄ µέρος

... Τέλος ϑα ήθελα να προσθέσω κάποια στοιχεία αναφορικά µε τα ϑεωρήµατα που αφορούν τους
αλγεβρικούς αριθµούς.

(Σχ. 7) Μέσα από αυτό το γράφηµα επιδιώκω να αναδείξω µια νέα πτυχή του γνωστού ϑεωρήµατος
του Langrange που αποτελεί κριτήριο για τους πραγµατικούς τετραγωνικούς άρρητους αλγεβρικούς
αριθµούς.

Σε τετράγωνο πλευράς µήκους 1 υποδιπλασιάζουµε κατ΄ επανάληψη τα διαστήµατα πάνω στην
κάθετη εδώ αριστερή πλευρά, τον άξονα y, έτσι ώστε διαδοχικά να σχηµατίσουµε όλα τα σηµεία τα
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οποία έχουν ως τεταγµένη έναν αµιγώς δυαδικό αριθµό, δηλαδή ένα ϱητό αριθµό µε παρονοµαστή
κάποια δύναµη του 2.

Σε κάθε διάστηµα ή σηµείο που εµφανίζεται στον άξονα y, αντιστοιχίζεται τώρα πάνω στον άξονα
x, δηλαδή την κάτω οριζόντια πλευρά, ένα διάστηµα ή ένα σηµείο, έτσι ώστε αρχικά, στα άκρα y = 0
και y = 1 να αντιστοιχίζονται οι τιµές x = 0 και x = 1.

Στη συνέχεια, κάθε ϕορά που υποδιπλασιάζουµε εκεί ένα διάστηµα, εισάγουµε εδώ ένα νέο σηµείο
x = (a + a′)/(b + b′) ανάµεσα στα άκρα a/b, a′/b′ του διαστήµατος (του άξονα x) το οποίο είχαµε
αντιστοιχίσει προηγουµένως (σε διάστηµα του άξονα y), ϑεωρώντας ότι οι a, b και a′, b′ είναι πρώτοι
µεταξύ τους.

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο εµφανίζονται διαδοχικά στην οριζόντια πλευρά όλα τα σηµεία µε ϱητή τετµη-
µένη και η αντιστοίχιση των ταυτοχρόνως κατασκευασµένων τετµηµένων και τεταγµένων µας προσφέ-
ϱει την εικόνα µιας γνησίως αύξουσας συνάρτησης y =?(x), αρχικά οριζόµενη για όλους τους ϱητούς
x, και κατόπιν, προϋποθέτοντας την συνέχεια της συνάρτησης, επεκτεινόµενη για κάθε πραγµατική
µεταβλητή στο διάστηµα 0 6 x 6 1, ενώ ταυτοχρόνως το y διατρέχει ολόκληρο αυτό το διάστηµα.

Εάν τώρα το x είναι ένας τετραγωνικός άρρητος αλγεβρικός αριθµός, ϑα οδηγεί σε µια περιοδική
αναπαράσταση συνεχούς κλάσµατος, κι άρα στην τιµή y =?(x) ϑα αντιστοιχεί ένα περιοδικό δυαδικό
ανάπτυγµα, οπότε ο y αποδεικνύεται ϱητός. Ως εκ τούτου λαµβάνουµε τις εξής δύο προτάσεισ:

Εάν το x είναι ένας τετραγωνικός άρρητος τότε το y είναι ϱητός αλλά όχι αµιγώς δυαδικός. Εάν το
x είναι ϱητός τότε το y είναι αµιγώς δυαδικός. Αυτές οι προτάσεις είναι απόλυτα αντιστρέψιµες.

(Το γράφηµα της επέκτασης της συνάρτησης ?(x) στο διάστηµα (0, 1).)

(Β΄ µέρος)

(Σχ. 8) Το τελευταίο γράφηµα καταδεικνύει µια γενίκευση αυτών των προτάσεων όσον αφορά τους
κυβικούς άρρητους αλγεβρικούς αριθµούς, την οποία ανέπτυξε στη διατριβή του ο κος Louis Kollros
(Ζυρίχη 1904):

Αφενός, µετασχηµατίζουµε εδώ ένα τετράγωνο, στο οποίο τα ξ, η κυµαίνονται ανάµεσα στα σηµεία
0 και 1, αρχικά µε τέτοιο τρόπο, ώστε να διαχωρίζεται µέσω της διαγωνίου σε δύο ορθογώνια ισοσκελή
τρίγωνα. Στη συνέχεια αναλύουµε καθένα από τα προηγουµένως σχηµατιζόµενα τρίγωνα σε δύο άλλα
ισοσκελή ορθογώνια τρίγωνα ενώνοντας την κορυφή µε το µέσο της υποτείνουσας.

Αφετέρου, αναλύουµε ταυτοχρόνως ένα άλλο τετράγωνο, στο οποίο τα x και y λαµβάνουν τιµές
ανάµεσα στο 0 και 1, µέσω µιας ορισµένης διαδοχικής διαδικασίας αντιστοίχισης, σε επιµέρους τρί-
γωνα: αρχικά αντιστοιχίζουµε τις τέσσερις κορυφές του τετραγώνου µία προς µία στις κορυφές του
αρχικού µας τετραγώνου που έχουν ίδιες συντεταγµένες. Στη συνέχεια αντιστοιχίζουµε την ευθεία
x = y στην ευθεία ξ = η κι ακολούθως κάθε ϕορά που υποδιπλασιάζεται εκεί η υποτείνουσα, κι άρα
δηµιουργείται µια ευθύγραµµη σύνδεση, εισάγουµε εδώ ένα νέο ενδιάµεσο σηµείο µε συντεταγµένες
x = (a+ a′)/(c+ c′) και y = (b+ b′)/(c+ c′) ανάµεσα στα άκρα a/c, b/c και a′/c′, b′/c′ του τµήµατος
πού είχαµε προηγουµένως αντιστοιχίσει, όπου τα a, b, c και a′, b′, c′ είναι σχετικά πρώτοι αριθµοί.
Κατόπιν, ενώνουµε, λαµβάνοντας το αντίστοιχο ευθύγραµµο τµήµα.

Ως εκ τούτου καθορίζονται δύο σαφώς αντιστρέψιµες σχέσεις, αρχικά για τους ϱητούς x, y και
τους δυαδικούς ξ, η και κατόπιν, προϋποθέτοντας την συνέχεια της συνάρτησης, για οποιαδήποτε
µεταβλητή και τιµή της συνάρτησης ανάµεσα στα 0 και 1. Σ΄ αυτό το σηµείο ισχυρίζεται ο Kollros ότι
ισχύουν οι επόµενες δύο προτάσεις, οι οποίες ϐέβαια δεν έχουν αποδειχθεί ουσιαστικά πέρα από ένα
σηµείο, η ορθότητα των οποίων όµως ϕαντάζει σε µεγάλο ϐαθµό εύλογη µελετώντας µία σειρά από
παραδείγµατα:

Εάν οι 1, x, y είναι τρεις ανεξάρτητοι αριθµοί ενός πραγµατικού κυβικού σώµατος (αλγεβρικού
σώµατος ϐαθµού 3) τότε οι ξ, η ϑα είναι ϱητοί και καµία από τις τιµές ξ, η, ξ − η, ξ + η δεν ϑα είναι
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αµιγώς δυαδικός αριθµός. Εάν οι x, y ανήκουν σε ένα τετραγωνικό σώµα και δεν είναι κι οι δύο ϱητοί
αριθµοί, τότε οι ξ, η είναι ϱητοί και µία εκ των τιµών ξ, η, ξ − η, ξ + η ϑα είναι ένας αµιγώς δυαδικός
αριθµός. Στην περίπτωση που οι x, y είναι κι οι δύο ϱητοί τότε οι ξ, η ϑα είναι αµιγώς δυαδικοί. Αυτές
οι προτάσεις είναι απολύτως αντιστρέψιµες.

Θεωρώντας τώρα ότι y = x2 λαµβάνουµε ένα ολοκληρωµένο επιχείρηµα (ακρ.µετάφραση: πλήρες
κριτήριο) για το ότι ο x αποτελεί κυβικό άρρητο αλγεβρικό αριθµό. Πρέπει να τονιστεί ιδιαιτέρως, ότι
τα παραπάνω ϕαίνεται να ισχύουν για κάθε κυβικό αλγεβρικό σώµα κι όχι µόνο για εκείνα µε αρνητική
διακρίνουσα, στα οποία υπάρχει µοναδικός γεννήτορας της οµάδας των αντιστρέψιµων στοιχείων του
δακτύλιου ακεραίων του σώµατος.

Παρατηρήσεις 2.5. (α) ΄Οπως αναφέρει ο R. Conley στο [2] το γράφηµα 7 το οποίο παρουσιάζει ο
Minkowski στη διάλεξή του αποτελείται από 30 Ϲευγάρια τιµών. Το γράφηµα που παραθέσαµε εµείς
αφορά την επέκταση της συνάρτησης για κάθε πραγµατικό αριθµό του (0, 1).
(ϐ) Το δεύτερο µέρος περιγράφει την ιδέα της γενίκευσης της συνάρτησης σε δύο διαστάσεις. ΄Οπως
ϑα δούµε αργότερα αυτή η ιδέα κι η εργασία του Louis Kollros ενέπνευσαν τους Beaver και Garrity
[9] να εργαστούν πάνω σε ένα άλυτο πρόβληµα του Charles Hermite.

Στη συνέχεια ϑα δούµε πώς ο A. Denjoy και ο R. Salem επεκτείνουν την συνάρτηση του Minkowski
σε ολόκληρο το (0, 1) δίνοντας τον τύπο

(2.1) ?(x) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

2(a1+···+ak)−1
όπου x = [0, a1, a2, . . .],

ενώ στη συνέχεια αποδεικνύουν ότι είναι ιδιάζουσα συνάρτηση. Αν και το άρθρο του Denjoy, Sur
quelques points de la theorie des fonctions προηγείται χρονικά (1932), παραθέτουµε πρώτα µεταφρα-
σµένο ολόκληρο το άρθρο του R. Salem, On some singular monotonic functions which are strictly
increasing. Σε αυτό, µε πολύ ωραίο και εύληπτο τρόπο αποδεικνύονται οι ϐασικές ιδιότητες της συ-
νάρτησης, αφού πρώτα παρουσιαστούν ανάλογα αποτελέσµατα για µία ευρύτερη κλάση ιδιαζουσών
συναρτήσεων. Ακολουθεί το άρθρο του Salem.

3 Salem: On some singular monotonic functions which are strictly
increasing

Μια αύξουσα συνεχής συνάρτηση f : [0, 1] → R µε f(0) = 0 και f(1) = 1, η οποία είναι γνησίως
ιδιάζουσα, δηλαδή έχει την ιδιότητα

f ′(x) = 0

σχεδόν παντού, µπορεί να είναι σταθερή σε κάθε διάστηµα που περιέχεται στο συµπλήρωµα ενός
τέλειου συνόλου που έχει µηδενικό µέτρο. Σε αυτήν την περίπτωση λέµε ότι η f είναι «τύπου Cantor».
Υπάρχουν όµως αύξουσες και συνεχείς, γνησίως ιδιάζουσες, συναρτήσεις οι οποίες είναι γνησίως
αύξουσεσ: δηλαδή, f(x) < f(y) αν x < y.

Ενώ η ύπαρξη συναρτήσεων τύπου Cantor είναι διαισθητικά σχεδόν αποδεκτή, µε την έννοια ότι
µπορούµε να κατασκευάσουµε τέτοιες συναρτήσεις µε µια αρκετά ϕυσιολογική επαγωγική διαδικασία
διαδοχικών προσεγγίσεων, η ύπαρξη γνησίως αυξουσών ιδιαζουσών συναρτήσεων είναι πολύ λιγότερο
προφανής. Με την εξαίρεση της συνάρτησης ?(x) του Minkowski (για την οποία δεν είναι καθόλου
προφανές το ότι είναι ιδιάζουσα) δεν υπάρχει κάποια ευθεία κατασκευή τέτοιων συναρτήσεων. Μπορεί
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κανείς να πάρει τέτοιες συναρτήσεις ϑεωρώντας «συνελίξεις» συναρτήσεων τύπου Cantor και η απόδειξη
του ότι τέτοιες διαδικασίες παράγουν γνησίως αύξουσες ιδιάζουσες συναρτήσεις είναι αρκετά δύσκο-
λη. Παρουσιάζει λοιπόν ενδιαφέρον το πρόβληµα να δοθούν απλές και ευθείες κατασκευές τέτοιων
συναρτήσεων.

Ας ϑεωρήσουµε, στο επίπεδο, την ευθεία PQ που συνδέει τα σηµεία P = (x, y) και Q = (x +
∆x, y + ∆y), όπου ∆x > 0 και ∆y > 0. Ας ϑεωρήσουµε επίσης δύο ϑετικούς αριθµούς λ0 6= λ1
µε λ0 + λ1 = 1. Γράφουµε R για το σηµείο µε συντεταγµένες x + ∆x/2 και y + λ0∆y, δηλαδή, η
οριζόντια απόσταση των P,R αλλά και των Q,R είναι ∆x/2, ενώ η κατακόρυφη απόσταση των P,R
είναι λ0∆y και η κατακόρυφη απόσταση των R,Q είναι λ1∆y. Αν αντικαταστήσουµε την ευθεία PQ
µε την τεθλασµένη γραµµή PRQ, λέµε ότι εφαρµόζουµε στο PQ τον µετασχηµατισµό T (λ0, λ1).

Ορισµός 3.1. ΄Εστω f0 : [0, 1]→ R η συνάρτηση f0(x) = x. Γεωµετρικά, η f0 αναπαρίσταται από την
ευθεία OA που ενώνει την αρχή των αξόνων O = (0, 0) µε το σηµείο A = (1, 1). Εφαρµόζουµε στην
OA τον µετασχηµατισµό T (λ0, λ1). Προκύπτει τότε µια τεθλασµένη γραµµή που αποτελείται από δύο
ευθύγραµµα τµήµατα και αντιστοιχεί σε µια γνησίως αύξουσα συνάρτηση f1 : [0, 1] → R. Εφαρµό-
Ϲουµε σε καθένα από τα δύο ευθύγραµµα τµήµατα που «απαρτίζουν» την f1 τον ίδιο µετασχηµατισµό
T (λ0, λ1). Προκύπτει τότε µια τεθλασµένη γραµµή που αποτελείται από 22 ευθύγραµµα τµήµατα και
αντιστοιχεί σε µια γνησίως αύξουσα συνάρτηση f2 : [0, 1] → R. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, µετά
από n εφαρµογές του µετασχηµατισµού, παίρνουµε µια γνησίως αύξουσα συνάρτηση fn : [0, 1] → R
(µε fn(0) = 0 και fn(1) = 1) η οποία αναπαρίσταται από µια τεθλασµένη γραµµή που αποτελείται από
2n ευθύγραµµα τµήµατα, οι κορυφές των οποίων έχουν τετµηµένες τα σηµεία k/2n, k = 1, . . . , 2n−1.

Αν ϑέσουµε

(3.1) µ = max{λ0, λ1},

τότε µ < 1, και µπορούµε εύκολα να ελέγξουµε ότι

‖fn+1 − fn‖∞ 6 µn.

΄Ετσι, η ακολουθία συναρτήσεων (fn) συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια συνεχή συναρτηση f : [0, 1]→ R
µε f(0) = 0 και f(1) = 1. Η συνάρτηση f είναι γνησίως αύξουσα διότι, για κάθε n, οι κορυφές
της καµπύλης y = fn(x) ανήκουν στην καµπύλη y = f(x): αν λοιπόν η f ήταν σταθερή σε κάποιο
διάστηµα, ϑα υπήρχε κάποιος n τέτοιος ώστε δύο διαφορετικές κορυφές της y = fn(x) ϑα είχαν την
ίδια τεταγµένη, κάτι το οποίο είναι αδύνατο.

Η τεταγµένη της κορυφής της y = fn(x) που έχει τετµηµένη την

θ1
2

+
θ2
22

+ · · ·+ θn
2n

(θi = 0 ή 1)

είναι ίση µε
λ0[θ1 + λθ1θ2 + λθ1λθ2θ3 + · · ·+ λθ1λθ2 · · ·λθn−1

θn],

και, λόγω συνέχειας, συµπεραίνουµε ότι αν

(3.2) x =
θ1
2

+
θ2
22

+ · · ·+ θn
2n

+ · · · ,

τότε

(3.3) f(x) = λ0[θ1 + λθ1θ2 + λθ1λθ2θ3 + · · ·+ λθ1λθ2 · · ·λθn−1θn + · · · ].
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Παρατηρήστε ότι η τελευταία σειρά συγκλίνει. Επίσης, αν ο x έχει δύο διαφορετικά δυαδικά αναπτύγ-
µατα τότε η (3.3) ϑα δώσει, για καθένα από τα δύο αναπτύγµατα του x, την ίδια τιµή f(x).

Παρατηρήστε επίσης ότι αν οι x και y > x έχουν τα ίδια πρώτα n ψηφία στο δυαδικό τους
ανάπτυγµα, ίσα µε θ1, θ2, . . . , θn, τότε

(3.4) f(y)− f(x) < λθ1λθ2 · · ·λθn .

Αυτό ϕαίνεται αµεσως από την (3.3) (µπορούµε επίσης να το διαπιστώσουµε γεωµετρικά).

Πρόταση 3.2. Η f(x) είναι ιδιάζουσα.

Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι σχεδόν όλοι οι αριθµοί του (0, 1) είναι «κανονικοί» στην κλίµακα του 2,
δηλαδή, είναι τέτοιοι ώστε

θ1 + θ2 + · · ·+ θn =
n

2
+ o(n) όταν n→∞.

΄Εστω N το σύνολο αυτών των κανονικών αριθµών. ΄Εχουµε λ(N) = 1. Σταθεροποιούµε κάποιον
x ∈ N . Ας υποθέσουµε ότι ο x δίνεται από την (3.2). Αφού ο n είναι ϑετικός ακέραιος, ο αριθµός
x+ εn+1/2

n+1, όπου
εn+1 = 1 αν θn+1 = 0

και
εn+1 = −1 αν θn+1 = 1,

έχει ένα δυαδικό ανάπτυγµα στο οποίο τα n πρώτα ψηφία είναι τα ίδια µε αυτά του x, δηλαδή,
θ1, θ2, . . . , θn.

Συνεπώς, από την (3.4),

|f(x+ εn+1/2
n+1)− f(x)| < λθ1λθ2 · · ·λθn .

Τώρα, αφού ο x είναι κανονικός, έχουµε

θ1 + θ2 + · · ·+ θn =
n

2
+ φ(n),

όπου |φ(n)|/n→ 0 όταν n→∞. Συνεπώς,

λθ1λθ2 · · ·λθn = λ
n/2−φ(n)
0 λ

n/2+φ(n)
1 < (λ0λ1)n/2−|φ(n)|,

απ΄ όπου έπεται ότι

(3.5) 2n+1|f(x+ εn+1/2
n+1)− f(x)| < (2

√
λ0λ1)n · 2

(λ0λ1)|φ(n)|
.

Τώρα, αφού λ0 6= λ1 και λ0 + λ1 = 1, έχουµε

2
√
λ0λ1 < 1.

Αυτό, µαζί µε το γεγονός ότι limn |φ(n)|/n = 0, αποδεικνύει ότι το δεξιό µέλος της (3.5) τείνει στο µηδέν
όταν n→∞, άρα, αν η f(x) έχει παράγωγο στο σηµείο x, αυτή η παράγωγος είναι υποχρεωτικά ίση µε
µηδέν. ΄Οµως, από ένα κλασσικό ϑεώρηµα, η f ′ υπάρχει και είναι πεπερασµένη σχεδόν παντού, άρα
σχεδόν παντού στο N . ΄Αρα, επίσης σχεδόν παντού στο (0, 1) ισχύει f ′(x) = 0, το οποίο αποδεικνύει
την πρόταση.
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Μέτρο συνέχειας της f(x). Η κατακόρυφη απόσταση ανάµεσα σε δύο κορυφές µε τετµηµένες k/2n

και (k + 1)/2n είναι µικρότερη από µn, όπου µ είναι ο αριθµός που ορίστηκε στην (3.1), συνεπώς
έχουµε άµεσα ότι αν 1

2n+1 6 y − x < 1
2n τότε

f(y)− f(x) < 2µn 6 2µ−1µlog(y−x)−1/ log 2 = 2µ−1(y − x)| log µ|/ log 2.

΄Αρα, η f(x) ικανοποιεί συνθήκη Lipschitz τάξης | logµ|/ log 2.

Συντελεστές Fourier-Stieltjes της f(x/2π). Ορίζουµε

ck =

∫ 2π

0

eikxdf(x/2π).

∆ιαιρούµε τον y-άξονα µε τα σηµεία υποδιαίρεσης που αντιστοιχούν στις κορυφές που έχουν δηµιουρ-
γηθεί στο n-στό ϐήµα της κατασκευής της συνάρτησης, και παρατηρούµε ότι η κατακόρυφη απόσταση
ανάµεσα στην κορυφή που έχει τετµηµένη την

2π

(
θ1
2

+
θ2
22

+ · · ·+ θn
2n

)
και την επόµενη, η οποία µπορεί να γραφεί στη µορφή

2π

(
θ1
2

+
θ2
2

+ · · ·+ θn
2n

+

∞∑
s=n+1

1

2s

)
,

είναι ίση µε λθ1λθ2 · · ·λθn . ΄Ετσι, ϐλέπουµε ότι το παραπάνω ολοκλήρωµα είναι το όριο (καθώς το
n→∞) των ∑

λθ1λθ2 · · ·λθne2πik(θ1/2+θ2/2
2+···+θn/2n),

όπου η άθροιση είναι πάνω από τους 2n συνδυασµούς των τιµών 0 και 1 για τα θi. Αυτό το άθροισµα
είναι ίσο µε

n∏
s=1

(λ0 + λ1e
2πik/2s),

άρα, αφήνοντας το n→∞, παίρνουµε

ck =

∞∏
s=1

(λ0 + λ1e
2πik/2s).

Μπορούµε επίσης να γράψουµε

ck =

∞∏
s=1

eπik/2
s

(λ0e
−πik/2s + λ1e

πik/2s) = eπik
∞∏
s=1

(λ0e
−πik/2s + λ1e

πik/2s),

ή, ϑέτοντας λ0 = 1−r
2 και λ1 = 1+r

2 ,

ck = eπik
∞∏
s=1

(cos(πk/s) + it sin(πk/2s)),
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το οποίο µας δίνει

|ck|2 =

∞∏
s=1

(cos2(πk/2s) + r2 sin2(πk/2s)).

Επιλέγοντας k = 2m, έχουµε

|c2m |2 > r2 cos2(π/4) cos2(π/8) cos2(π/16) · · · ,

και αυτό αποδεικνύει ότι η {ck} δεν τείνει στο µηδέν όταν k →∞.

3.1 Γενίκευση της προηγούµενης συνάρτησης

Αντί να κατασκευάσουµε την συνάρτησή µας µε άπειρες εφαρµογές του ίδιου πάντα µετασχηµατι-
σµού T (λ0, λ1), µπορούµε να αλλάζουµε τον µετασχηµατισµό που χρησιµοποιούµε σε κάθε ϐήµα της
κατασκευής.

΄Ετσι, αν η F0(x) είναι ίση µε x στο (0, 1), ϑεωρούµε το σηµείο O = (0, 0) και το σηµείο A = (1, 1),
και εφαρµόζουµε στο OA το µετασχηµατισµό T (λ

(1)
0 , λ

(1)
1 ). Παίρνουµε µια τεθλασµένη γραµµή που

αποτελείται από δύο ευθύγραµµα τµήµατα και αναπαριστά την F1(x). Σε καθένα από αυτά τα δύο
ευθύγραµµα τµήµατα εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό T (λ

(2)
0 , λ

(2)
1 ). Στα 22 ευθύγραµµα τµήµατα

που συναποτελούν την F2(x) εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό T (λ
(3)
0 , λ

(3)
1 ) για να πάρουµε την F3(x),

και ούτω καθεξής.
΄Εστω ότι

λ
(k)
0 =

1− rk
2

και λ
(k)
1 =

1 + rk
2

.

Υποθέτουµε ότι −1 < rk < 1 για κάθε k και ότι αν ϑέσουµε

un =

n∏
s=1

(
1 + |rs|

2

)
τότε η σειρά

∑
un συγκλίνει. (Αυτό συµβαίνει ασφαλώς αν −a < rk < a και 0 < a < 1, µπορεί όµως

να εξασφαλιστεί και µε λιγότερο περιοριστικές υποθέσεις.) Τότε, χωρίς καµία αλλαγή στο επιχείρηµα
που χρησιµοποιήσαµε στην προηγούµενη παράγραφο, µπορούµε να δείξουµε ότι η Fn(x) συγκλίνει
οµοιόµορφα σε µια συνεχή συνάρτηση F (x) η οποία αυξάνει γνησίως από την τιµή 0 στην τιµή 1 στο
(0, 1).

Με τον ίδιο τρόπο όπως πριν, αποδεικνύουµε ότι αν

(3.6) x =
θ1
2

+
θ2
22

+ · · ·+ θn
2n

+ · · · ,

τότε

(3.7) F (x) = θ1λ
(1)
0 + θ2λ

(1)
θ1
λ
(2)
0 + θ3λ

(1)
θ1
λ
(2)
θ2
λ
(3)
0 + · · · .

Τέλος, αν το x και το y > x έχουν τα ίδια πρώτα n ψηφία στο δυαδικό τους ανάπτυγµα, τότε

(3.8) F (y)− F (x) < λ
(1)
θ1
λ
(2)
θ2
· · ·λ(n)θn

=
1

2n

n∏
s=1

(1− εsrs),
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όπου
εs = 1 αν θs = 0, εs = −1 αν θs = 1.

Είναι χρήσιµο να παρατηρήσουµε ότι αν το x δίνεται από την (3.6) τότε µπορούµε επίσης να γράψουµε

λ
(s)
θs

=
1− εsrs

2
=

1− φs(x)rs
2

,

όπου {φs(x)} είναι το σύστηµα των συναρτήσεων Rademacher (s = 1, 2, . . .). Με αυτόν τον συµβολι-
σµό, η ανισότητα (3.8) γράφεται

F (y)− F (x) <
1

2n

n∏
s=1

(1− φs(x)rs).

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.3. Η συνάρτηση F (x) είναι γνησίως ιδιάζουσα αν και µόνο αν η σειρά
∑
r2s αποκλίνει.

Θα χρησιµοποιήσουµε το εξής ϑεώρηµα του Zygmund: σχεδόν για κάθε x έχουµε

lim inf

∞∑
s=1

−rsφs(x) = −∞

αν η σειρά
∑
r2s αποκλίνει.

Από αυτό τοαποτέλεσµα και από την ανισότητα

1− rsφs(x) < e−rsφs(x)

προκύπτει άµεσα ότι, σχεδόν για κάθε x,

(3.9) lim inf
s→∞

n∏
s=1

(1− rsφs(x)) = 0

αν
∑
r2s =∞.

Η απόδειξη του πρώτου µέρους του ϑεωρήµατός µας είναι τώρα άµεση. Παίρνοντας το x να ανήκει
στο σύνολο (µέτρου 1) E για τα σηµεία του οποίου ισχύει η (3.9), έχουµε

|F (x+ (εn+1/2
n+1))− F (x)| < 1

2n

n∏
s=1

(1− φs(x)rs),

άρα
lim inf 2n+1|F (x+ (εn+1/2

n+1))− F (x)| = 0

και αν η F ′(x) υπάρχει τότε είναι ίση µε µηδέν. Ολοκληρώνουµε την απόδειξη όπως πριν.
Για να δείξουµε το δεύτερο µέρος του ϑεωρήµατός µας ας υποθέσουµε ότι

∑
r2s <∞. Γνωρίζουµε

από ένα κλασσικό ϑεώρηµα ότι σε αυτήν την περίπτωση η σειρά
∑
rsφs(x) συγκλίνει σε ένα σύνολο

B µέτρου 1. Από αυτό και από την υπόθεση
∑
r2s <∞ είναι εύκολο να συµπεράνουµε ότι το άπειρο

γινόµενο

(3.10)
∞∏
s=1

(1− rsφs(x))
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συγκλίνει αν το x ανήκει στο B. Σταθεροποιώντας ένα x ∈ B, παρατηρούµε ότι, µε το εn+1 να έχει το
ίδιο νόηµα όπως προηγουµένως, τα δυαδικά αναπτύγµατα των x και x + εn+1/2

n+1 έχουν όλα τους
τα ψηφία ίσα εκτός από τα ψηφία τάξης n+ 1.

Από αυτήν την παρατήρηση είναι εύκολο να συµπεράνουµε, για παράδειγµα γεωµετρικά, ότι

1− |rn+1|
2

λ
(1)
θ1
· · ·λ(n)θn

<
∣∣∣F(x+

εn+1

2n+1

)
− F (x)

∣∣∣
<

1 + |rn+1|
2

λ
(1)
θ1
· · ·λ(n)θn

.

Τώρα, το πρώτο µέρος αυτής της ανισότητας µαζί µε τη σύγκλιση του γινοµένου (3.10) δείχνει ότι

lim inf 2n+1
∣∣∣F(x+

εn+1

2n+1

)
− F (x)

∣∣∣ > 0.

΄Αρα, όταν η F ′(x) υπάρχει για κάποιο x ∈ B, τότε η F ′(x) δεν µηδενίζεται. ∆εδοµένου ότι η F ′(x)
υπάρχει και είναι πεπερασµένη σχεδόν παντού, έχουµε ότι F ′(x) 6= 0 σχεδόν παντού, άρα η F (x) δεν
µπορεί να είναι γνησίως ιδιάζουσα. Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του ϑεωρήµατος.

Μέτρο συνέχειας της F (x). Το επιχείρηµα είναι το ίδιο όπως πριν. Αν

1

2n+1
6 y − x < 1

2n
,

έχουµε

F (y)− F (x) < 2

n∏
s=1

(1 + |rs|
2

)
.

Συνεπώς, αν ω(δ) είναι το µέτρο συνέχειας, έχουµε

ω(δ) < 4

| log δ|/ log 2∏
s=1

(1 + |rs|
2

)
.

Συντελεστές Fourier-Stieltjes της F (x/2π). Με το επιχείρηµα που χρησιµοποιήσαµε για την f(x)
δείχνουµε ότι αν

ck =

∫ 2π

0

eikxdF
( x

2π

)
τότε έχουµε την προσέγγιση του cn από την παράσταση∑

λ
(1)
θ1
· · ·λ(n)θn

e2πik(θ1/2+θ2/2
2+···+θn/2n),

όπου το άθροισµα εκτείνεται πάνω από τους 2n συνδυασµούς των τιµών 0 και 1 για τα θi. ΄Ετσι
παίρνουµε

ck =

∞∏
s=1

[λ
(s)
0 + λ

(s)
1 e2πik/2

s

]

= eπik
∞∏
s=1

[λ
(s)
0 e−πik/2

s

+ λ
(s)
1 eπik/2

s

]

= eπik
∞∏
s=1

[cos(πk/2s) + irs sin(πk/2s)]
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και

|ck|2 =

∞∏
s=1

[cos2(πk/2s) + r2s sin2(πk/2s)].

Βλέπουµε αµέσως, όπως και στην περίπτωση της f(x), ότι αν η (rs) δεν τείνει στο µηδέν, τότε έχουµε
|ck| 6= o(1).

4 Η συνάρτηση Minkowski ?(x)

Η συγκεκριµένη συνάρτηση ορίστηκε από τον Minkowski µε σκοπό τη δηµιουργία µιας 1-1 αντι-
στοίχισης ανάµεσα στους ϱητούς αριθµούς του (0, 1) και τους άρρητους τετραγωνικούς αλγεβρικούς
αριθµούς του (0, 1). Οι ιδιότητες της συνάρτησης διερευνήθηκαν πρόσφατα απο τον Denjoy, ο οποίος
απέδειξε ότι αποτελεί γνησίως ιδιάζουσα συνάρτηση και παρέθεσε και κάποιες άλλες ιδιότητες και
γενικεύσεις της συνάρτησης του Minkowski.

Σκοπεύουµε εδώ να δώσουµε ορισµένα νέα στοιχεία για την συνάρτηση που αφορούν ιδιαιτέρως
την συνθήκη της συνέχειάς της και τους συντελεστές Fourier-Stieltjes. Για λόγους πληρότητας ϑα
παραθέσουµε τον ορισµό της συνάρτησης και την απόδειξη για το ότι είναι ιδιάζουσα.

Ορισµός 4.1 (ορισµός της συνάρτησης ?(x)). Ορίζουµε αρχικά:

?(0) =?(0/1) = 0 και ?(1) =?(1/1) = 1.

Στη συνέχεια λαµβάνουµε από τα δύο κλάσµατα τύπου Farey 0/1 και 1/1, τον «µέσο» 1/2 = (0 +
1)/(1 + 1) κι ορίζουµε ?(0 + 1/1 + 1) να είναι ο αριθµητικός µέσος των ?(0) και ?(1), δηλαδή 1/2.

Με τον ίδιο τρόπο ορίζουµε :

?(1/3) =?

(
0 + 1

1 + 2

)
=

?(0)+?(1/2)

2
= 1/4

?(2/3) =?

(
1 + 1

2 + 1

)
=

?(1/2)+?(1/1)

2
= 3/4.

Γενικότερα, εάν έχουµε ορίσει µέσω αυτής της διαδικασίας τα ?(p/q) και ?(p′/q′) για δύο διαδοχικά
ανάγωγα κλάσµατα p/q και p′/q′, τότε ορίζουµε :

?

(
p+ p′

q + q′

)
=

?(p/q)+?(p′/q′)

2
.

Στο n-στο ϐήµα η συνάρτηση ϑα έχει οριστεί για 2n + 1 τιµές του x κι οι αντίστοιχες τεταγµένες γι΄
αυτές τις τιµές του x ϑα είναι της µορφής k

2n , (k = 0, 1, 2, . . . , 2n). Ο ορισµός της ?(x) για κάθε x
έπεται λόγω συνέχειας.

΄Εστω τώρα ότι ο x είναι ένας ϱητός αριθµός εκφρασµένος µε τη µορφή ενός πεπερασµένου συνε-
χούς κλάσµατοσ:

x = (a1, a2, . . . , an), a0 = 0, (0 6 x 6 1).

΄Εστω ότι p1/q1, p2/q2, . . . , pn/qn = x είναι τα διαδοχικά µερικά αθροίσµατα του συνεχούς κλάσµατος
(p0/q0 = 0, p1/q1 = 1/a1, . . .). Ας υποθέσουµε ότι σε ένα συγκεκριµένο ϐήµα (το m-στο) της
κατασκευής της ?(x) τα κλάσµατα pk−2/qk−2, pk−1/qk−1 είναι διαδοχικά. (Αυτό συµβαίνει ϐεβαίως
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για p0/q0 = 0 και p1/q1 = 1/a1, όπου το 1/a1 εµφανίζεται να είναι ο διαδοχικός αριθµός του 0/1 στο
(a1 − 1)-στο ϐήµα της κατασκευής.) ΄Εστω

yk−2 =?

(
pk−2
qk−2

)
, yk−1 =?

(
pk−1
qk−1

)
.

Εξ ορισµού ϑα έχουµε:

?

(
pk−1 + pk−2
qk−1 + qk−2

)
=
yk−1 + yk−2

2
.

Τώρα, γνωρίζουµε ότι το (pk−1 + pk−2)/(qk−1 + qk−2) είναι ανάγωγο κλάσµα, κι έτσι στο επόµενο
ϐήµα, το (m+ 1)-στο, το (επίσης ανάγωγο) κλάσµα (2pk−1 + pk−2)/(2qk−1 + qk−2) ϑα αντιστοιχεί στο

?

(
2pk−1 + pk−2
2qk−1 + qk−2

)
=
yk−1 + (yk−1 + yk−2)/2

2
.

Συνεχίζοντας κατά τον ίδιο τρόπο ϐλέπουµε ότι :

?

(
pk
qk

)
=?

(
akpk−1 + pk−2
akqk−1 + qk−2

)
=
yk−1

2
+
yk−1
22

+ · · ·+ yk−1
2ak

+
yk−2
2ak

.

Ως εκ τούτου, εάν ϑέσουµε ?(pk/qk) = yk, τότε

yk = (1− (1/2ak))yk−1 + yk−2/2
ak

ή

yk − yk−1 = − 1

2ak
(yk−1 − yk−2).

Τώρα, όταν εµφανίζεται το pk/qk, ϑα είναι διαδοχικό του pk−1/qk−1. ΄Αρα, µπορούµε να επαναλάβουµε
το επιχείρηµα, κι αν ϑέσουµε yn =?(pn/qn) =?(x), ϑα έχουµε:

yn − yn−1 =

(
− 1

2an

)(
− 1

2an−1

)
· · ·
(
− 1

2a2

)
(y1 − y0).

Τώρα y0 = 0, y1 = 1/2a1−1, οπότε ϑα είναι

yn − yn−1 = (−1)n−1
1

2(a1+a2+···+an)−1
,

κι άρα

yn =
1

2a1−1
− 1

2(a1+a2)−1
+

1

2(a1+a2+a3)−1
+ · · ·+ (−1)n−1

1

2(a1+a2+···+an)−1
.

Λόγω συνέχειας ϑα έχουµε το εξής αποτέλεσµα: αν x = (0, a1, a2, . . . , an, . . .), τότε

(4.1) ?(x) =
1

2a1−1
− 1

2(a1+a2)−1
+

1

2(a1+a2+a3)−1
+ · · ·+ (−1)n−1

1

2(a1+a2+···+an)−1
+ · · · ,

κι είναι εύκολο να δούµε ότι αν ο x είναι ϱητός, τότε τα δύο διαφορετικά αναπτύγµατά του ϑα δώσουν
το ίδιο ?(x).

Από τα παραπάνω µπορούµε να εξάγουµε συµπεράσµατα σχετικά µε τις πλέον ϐασικές ιδιότητες
της ?(x), που είναι οι εξήσ:
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1. Αν ο x είναι ϱητός αριθµός, τότε το ?(x) ϑα είναι της µορφής k/2s όπου k, s ακέραιοι.

2. Αν ο x είναι άρρητος αριθµός, το δυαδικό ανάπτυγµα του ?(x) ϑα είναι άπειρο.

3. Αν ο x είναι άρρητος τετραγωνικός αλγεβρικός αριθµός, τότε το ανάπτυγµα (0, a1, a2, . . . , an, . . .)
ϑα είναι περιοδικό, κι άρα το ?(x), όντας η διαφορά δύο περιοδικών δυαδικών αναπτυγµάτων,
ϑα είναι ϱητός.

∆εν είναι δύσκολο να διαπιστώσουµε ότι κι οι αντίστροφες προτάσεις των παραπάνω συµπερασµάτων
αληθεύουν.

Το γεγονός τώρα ότι η ?(x) είναι γνησίως αύξουσα αποτελεί άµεση συνέπεια της κατασκευής της.

Πρόταση 4.2. Η ?(x) είναι ιδιάζουσα.

Απόδειξη. ΄Εστω x = (0, a1, a2, . . . , an, . . .). Γνωρίζουµε ότι για σχεδόν κάθε x ισχύει lim sup an =∞.
΄Εστω N το σύνολο αυτών των αριθµών (το µέτρο του N ϑα είναι 1) κι ας σταθεροποιήσουµε ένα x που
ανήκει στο N . ΄Εστω x = (0, a1, a2, . . . , an, . . .) και έστω ?(x) = y, και

rn = pn/qn = (0, a1, . . . , an), ρn =?(rn).

Επίσης γράφουµε, ως συνήθως, a′n+1 = (an+1, an+2, . . .). Τότε ϑα έχουµε

x =
a′n+1pn + pn−1

a′n+1qn + qn−1
,

∣∣∣∣x− pn
qn

∣∣∣∣ =
1

(a′n+1qn + qn−1)qn
,

κι ως εκ τούτου:
1

(an+1 + 2)q2n
<

∣∣∣∣x− pn
qn

∣∣∣∣ < 1

an+1q2n
και

y − ρn = (−1)n
[

1

2(a1+a2+···+an)−1
− 1

2(a1+a2+···+an+)−1 + · · ·
]
,

το οποίο ϑα µας δώσει :
1

2a1+···+an+1
< |y − ρn| <

1

2(a1+···+an+2)−1
.

Εποµένως ϑα έχουµε:

δn =

∣∣∣∣y − ρnx− rn

∣∣∣∣ < 2(an+1 + 2)q2n
2a1+···+an+1

και

δn−1 =

∣∣∣∣y − ρn−1x− rn−1

∣∣∣∣ > anq
2
n−1

2(a1+···+an)
.

Συνεπώς,

δn
δn−1

< 2
1

2an+1

(
an+1 + 2

an

)(
qn
qn−1

)2

< 2
1

2an+1

(
an+1 + 2

an

)
(an + 1)2

< C
anan+1

2an+1
,

όπου C είναι µια (απόλυτη) σταθερά.
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Τώρα µπορούµε ϐεβαίως να ϐρούµε µια άπειρη υπακολουθία {akn} της {an} έτσι ώστε akn <
akn+1

και limn→∞ akn = ∞, εποµένως lim inf δn/δn−1 = 0. Εάν υπάρχει η dy
dx , είναι πεπερασµένη

και διάφορη του 0 στο σηµείο x, τότε ο λόγος δn/δn−1 ϑα πρέπει να τείνει στο 1. Εποµένως δεν
είναι δυνατόν να υπάρχει σε κάποιο σηµείο η dy

dx , να είναι πεπερασµένη και ταυτοχρόνως διάφορη
του 0. ΄Οµως η dy

dx υπάρχει και λαµβάνει σχεδόν παντού πεπερασµένες τιµές. Συνεπώς το µόνο
πιθανό συµπέρασµα είναι ότι dydx = 0 σχεδόν παντού, το οποίο και αποδεικνύει ότι η συνάρτηση είναι
ιδιάζουσα.

Μέτρο συνέχειας της ?(x). Χρειαζόµαστε το εξής λήµµα:

Λήµµα 4.3. ΄Εστω pn/qn = (0, a1, a2, . . . , an). ΄Εστω ο αριθµός Fibonacci θ =
√
5+1
2 . Τότε ισχύει η

ανισότητα
qn < θa1+a2+···+an .

Θα αποδείξουµε αυτό το λήµµα µε επαγωγή. ΄Εχουµε q1 = a1 < θa1 , καθώς είναι εύκολο να
δούµε ότι m < θm για κάθε ϑετικό ακέραιο m. Επίσης έχουµε q0 = 1 = θ0. Γενικά ϑα έχουµε

qk = akqk−1 + qk−2, (k = 2, 3, . . . , n).

Αν, υποθέτοντας ότι ισχύει το λήµµα για n = k − 2 και n = k − 1, αποδείξουµε ότι ισχύει και για
n = k, τότε ϑα έχουµε αποδείξει τον παραπάνω ισχυρισµό. ΄Εστω ότι

qk−1 < θa1+a2+···+ak−1 και qk−2 < θa1+a2+···+ak−2 .

Αρκεί να δείξουµε ότι

akθ
a1+a2+···+ak−1 + θa1+a2+···+ak−2 6 θa1+a2+···+ak ,

κι άρα την
akθ

ak−1 + 1 6 θak−1+ak ,

ή ισοδύναµα την

ak +
1

θ
6 θak .

Τώρα για ak = 1 έχουµε την ισότητα 1 + 1
θ = θ κι είναι εύκολο να δούµε ότι 2 + 1

θ = θ2 κι ότι η
συνάρτηση θx−x αυξάνει όταν x > 2. Εποµένως έχουµε αποδείξει το λήµµα. (Είναι εύκολο να δούµε,
ϑεωρώντας τον αριθµό (0, 1, 1, 1, . . .), ότι αυτό το αποτέλεσµα είναι το καλύτερο δυνατό όσον αφορά τη
τάξη µεγέθους.)

Μπορούµε τώρα να προχωρήσουµε στην εκτίµηση του µέτρου συνέχειας της ?(x). Στον ορισµό
της συνάρτησης µέσω διαδοχικών προσεγγίσεων, ξεκινάµε από τα κλάσµατα τύπου Farey 0/1 και 1/1
και στο πρώτο ϐήµα εισάγουµε τον µέσο 1/2, στο δεύτερο ϐήµα τους δύο µέσους 1/3 και 2/3, στο
τρίτο ϐήµα τέσσερις µέσους, κ.ο.κ. Στο n-στο ϐήµα εισάγουµε 2n−1 µέσους κι έτσι λαµβάνουµε µία
ακολουθία που περιέχει

2 + (1 + 2 + · · ·+ 2n−1) = 2n + 1

το πλήθος κλάσµατα, την οποία ϑα καλούµε Minkowski-ακολουθία τάξης n και ϑα συµβολίζουµε µε
Mn. Στην ακολουθίαMn ϑα αντιστοιχεί µέσω του µετασχηµατισµού ?(x) η ακολουθία των αριθµών
k/2n(k = 0, 1, 2, . . . , 2n). Η σχέση (4.1) που µας δίνει την τιµή της ?(x), δείχνει ότι τα κλάσµατα που
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ανήκουν στηνMn είναι εκείνα για τα οποία, όταν γραφούν στη µορφή (0, a1, a2, . . . , an), το
∑n
s=1 as

δεν ϑα υπερβαίνει το n+ 1.
΄Αρα, από το λήµµα, αν ο a/b ανήκει στηνMn, ϑα έχουµε b < θn+1, κι αυτή η τάξη µεγέθους είναι

πράγµατι αυτή που λαµβάνεται για το κλάσµα (0, 1, 1, . . . , 1), όπου το 1 επαναλαµβάνεται n+1 ϕορές.
Τώρα, µπορούµε άµεσα µε επαγωγή να δούµε ότι, εάν a/b και a′/b′ είναι δύο διαδοχικά κλάσµατα
τηςMn, ϑα έχουµε |b′a − a′b| = 1 κι άρα η απόσταση δύο διαδοχικών κλασµάτων της mn ϑα είναι
µεγαλύτερη από 1/θ2n+2.

΄Εστω τώρα x, x′ δύο άρρητα σηµεία του (0, 1), και έστω y =?(x), y′ =?(x′). Σε ένα συγκεκριµένο
στάδιο της διαµέρισης, ένα ορισµένο κλάσµα x0 ϑα εµφανιστεί για πρώτη ϕορά στο (x, x′). Ας συνε-
χίσουµε τη διαδικασία της διαµέρισης µέχρις ότου ένα κλάσµα να πρωτοεµφανιστεί στο (x, x0) ή στο
(x0, x) ή και στα δύο διαστήµατα. ΄Εστω ότι αυτό το στάδιο της διαµέρισης είναι το n-στο. Τότε ϑα
έχουµε

x′ − x > 1

θ2n+2
και y′ − y < 4

2n
.

Εποµένως,

(2n+ 2) log θ > log

∣∣∣∣ 1

x′ − x

∣∣∣∣ και (n− 2) log 2 < log

∣∣∣∣ 1

y′ − y

∣∣∣∣ ,
το οποίο αποδεικνύει ότι :

|y′ − y| < |x′ − x|
log 2
2 log θ ,

όπου C είναι µία απόλυτη σταθερά, κι αυτή η σχέση που αληθεύει για κάθε Ϲευγάρι από άρρητους
x, x′, ϑα ισχύει κι όταν ο x ή x′ ή και οι δύο ϑα είναι ϱητοί.

Εποµένωσ: Η συνάρτηση ?(x) ικανοποιεί Lipschitz-συνθήκη τάξης α = log 2
2 log θ , όπου θ είναι ο

αριθµός łΦιβοναςςι
√
5+1
2 .

Θα αποδείξουµε τώρα ότι το α είναι η καλύτερη δυνατή τάξη για την συνθήκη Lipschitz της ?(x)
κι ότι δε µπορεί να ϐελτιωθεί περαιτέρω. Ας ϑεωρήσουµε συγκεκριµένα το αριθµό

x = (0, 1, 1, . . .) =

√
5− 1

2
=

1

θ
.

Η αντίστοιχη τιµή της συνάρτησης είναι

η =?(x) = 1− 1

2
+

1

22
− · · · = 2

3
.

΄Εστω pn/qn τα διαδοχικά µερικά αθροίσµατα του x. Γνωρίζουµε ότι

qn =
1√
5

[θn+1 − (−1)n+1(1/θn+1)], pn = qn−1.

΄Εστω τώρα
δ = |x− pn/qn| < 1/q2n

το οποίο έχει ίδια τάξη µε το 1/θ2n, ενώ

η− > (pn/qn) = (−1)n(1/2n) + (−1)n+1(1/2n+1) + · · ·

είναι τάξης 1/2n, που είναι τάξης δ
log 2
2 log θ , το οποίο αποδεικνύει ότι το α της Lipschitz•συνθήκης µας

είναι το καλύτερο δυνατό.
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Συντελεστές Fourier-Stieltjes της ?(x/2π). ΄Εστω

cn =

∫ 2π

0

einxd > (x/2π).

Είναι άµεσο να δούµε ότι

cn = lim
p→∞

1

2p

∑
ρ∈Mn

e2πinρ

όπου η άθροιση εκτείνεται πάνω σε κάθε κλάσµα ρ που ανήκει στηνMn. Φαίνεται να µην γνωρίζουµε
εάν οι cn τείνουν στο 0 όταν n→∞. Εάν περιοριστούµε στη µελέτη της «κατά µέσο όρο» συµπεριφοράς
των cn, λαµβάνουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα. Γνωρίζουµε από ένα ϑεώρηµα του Wiener ότι :

|c1|2 + |c2|2 + · · ·+ |cn|2 < Anω(1/n)

όπου ω(δ) είναι το µέτρο συνέχειας της συνάρτησης και A µία απόλυτη σταθερά. Εποµένως, λόγω του
αποτελέσµατός µας για το µέτρο συνέχειας της ?(x), ϑα έχουµε

|c1|2 + |c2|2 + · · ·+ |cn|2 = O(n1−(log 2/2 log θ)),

και λόγω της ανισότητας του Schwarz:

|c1|+ |c2|+ · · ·+ |cn| = O(n1−(log 2/4 log θ)).

5 Βασικά σηµεία της εργασίας του Denjoy

Στο [3] ο A. Denjoy ορίζει την συνάρτηση ?(x) από την αρχή δίχως να αναφερθεί καθόλου στην
προγενέστερη εργασία και τον ορισµό της από τον ίδιον τον Minkowski. Περιγράφει την κατασκευή
της όπως ο Salem στον Ορισµό 4.1 (χωρίς όµως να χρησιµοποιεί τον συµβολισµό ?(x)). Στη συνέχεια
αποδεικνύει ότι η συνάρτηση είναι ιδιάζουσα. Θα δώσουµε την σκιαγράφηση της απόδειξης, η οποία
ϐασίζεται σε ιδιότητες των συνεχών κλασµάτων:
(α) Αρχικά ϑεωρεί µία γνησίως αύξουσα συνάρτηση x(ξ) που έχει πεπερασµένη παράγωγο σε ένα
υποσύνολο του (0, 1) µε συµπλήρωµα µέτρου 0. ΄Οπως και στην απόδειξη της Πρότασης 4.2 του
Salem έστω ότι έχουµε:

ξ = (0, a1, a2, . . . , an, . . .), rn = pn/qn = (0, a1, a2, . . . , an)

ξn+1 = (an+1, an+2, . . .), ρn =?(rn) =
1

2a1−1
− · · ·+ (−1)n−1

2(a1+a2+···+an)−1

και
δn =

x− ρn
ξ − rn

(κι όπως γνωρίζουµε) ξ =
ξn+1pn + pn−1
ξn+1qn + qn−1

.

΄Εστω τώρα ότι υπάρχει η παράγωγος στο ξ δίχως να είναι µηδέν ή άπειρη. Τότε ο λόγος un = δn
δn−1

ϑα πρέπει να τείνει στο 1, το οποίο είναι όµως αδύνατο.

(ϐ) Στη συνέχεια αποδεικνύει ότι το µέτρο του συνόλου στο οποίο η x(ξ) έχει ϑετική παράγωγο είναι
αναγκαστικά µηδέν.
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(γ) Τέλος, εάν ο ξ είναι ϱητός αριθµός τότε η τιµή της παραγώγου στο ξ ϑα είναι πάντα µηδέν ή άπειρο.

Στο δεύτερο άρθρο του «Sur une Fonction Réelle de Minkowski» (1934), ο Denjoy αναφέρεται στον
ορισµό της ?(x) από τον Minkowski κι έπειτα ορίζει µία ευρύτερη κλάση ιδιαζουσών συναρτήσεων:
΄Εστω 0 < a < 1 κι ας ϑεωρήσουµε την συνεχή συνάρτηση F (x, a) µε F (0, a) = 1, F (∞, a) = 0, και

F

(
p+ p′

q + q′
, a

)
= aF

(
p′

q′
, a

)
+ (1− a)F

(
p

q
, a

)
, pq′ − qp′ = q > 0, q′ > 1.

Η F (x, a) είναι ϕθίνουσα και λαµβάνει τιµές από το +∞ έως το 0 καθώς το x αυξάνει από το −∞ στο
+∞. Η συνάρτηση του Minkowski µπορεί να δοθεί τότε από τον τύπο

?(x) = 2− 2F

(
x,

1

2

)
για τιµές του x ανάµεσα στο 0 και στο 1.

6 ΄Αλλες ιδιότητες της συνάρτησης και γενικεύσεις σε ευρύτε-
ϱες οικογένειες ιδιαζουσών συναρτήσεων

Θα αναφερθούµε συνοπτικά στα ϐασικά σηµεία της εργασίας µεταγενέστερων µαθηµατικών, ξεκινώντας
µε αυτήν του J. R. Kinney:

Το 1959 ο J. R. Kinney δηµοσιεύει το άρθρο [4] όπου η συνάρτηση ?(x) δίνεται µε τη µορφή ενός
(ολικά) προσθετικού µέτρου πιθανότητας, δηλαδή

?(x) =

∫
A

d?(x).

Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι ικανοποιεί συνθήκη Lipschitz τάξης

α =
1

2
∫ 1

0
log2(1 + x)d?(x)

,

κι ότι αυτό το α συνδέεται µε τη διάσταση Hausdorff-Besicovitch β(X) µε την έννοια ότι ισχύει το
εξήσ:

Θεώρηµα 6.1 (Kinney). Υπάρχει ένα σύνολο A µε ?(A) =?[(0, 1)] = 1, έτσι ώστε :

• β(A ∩B) = α εάν ?(B) > 0.

• ?(x) ∈ Lip(α) για κάθε x ∈ A.

Τώρα, παρακάµπτουµε λίγο την χρονολογική σειρά αναφέροντας στη συνέχεια τα αποτελέσµατα
των R. F. Tichy ανδ J. Uitz:

Στο [5] (1995) οι Tichy και Uitz επεκτείνουν το σκεπτικό του Kinney. Σηµειώνουν ότι σύµφωνα
µε τα παραπάνω, η d?(x) συγκεντρώνεται πάνω σε ένα σύνολο X που έχει διάσταση Hausdorff ίση µε
a ' 0.875, ή ισοδύναµα ότι υπάρχει ένα τέτοιο σύνολο Q µε µέτρο Lebesgue ίσο µε 1, ενώ για κάθε
σύνολο A µε διάσταση Hausdorff µικρότερη του a, το ?(A) ϑα έχει µέτρο 0. Επεκτείνουν αυτήν την
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ιδιότητα πάνω σε µία οικογένεια συναρτήσεων gλ(x), που αποτελείται από συνεχείς, γνησίως αύξουσες
και ιδιάζουσες συναρτήσεις στο (0, 1). Τέλος, η συνάρτηση ?(x) προκύπτει για λ = 1

2 , όπως και στην
οικογένεια συναρτήσεων που όρισε ο Denjoy.

Λίγους µήνες αργότερα ο Roland Girgensohn δηµοσιεύει ένα άρθρο [6] στο οποίο παρουσιάζει
επίσης µια ευρύτερη παραµετρκή οικογένεια ιδιαζουσών συναρτήσεων. Η ?(x) προκύπτει και σε
αυτήν την περίπτωση όταν η τιµή της παραµέτρου ισούται µε 1

2 . Ο Girgensohn χρησιµοποιεί, όπως
ο Denjoy, τις ιδιότητες των συνεχών κλασµάτων για την κατασκευή της οικογένειας, και δίνει δύο
συστήµατα συναρτήσεων ορισµένα για κάθε x στο (0, 1):

r

(
x

x+ 1

)
= tr(x), r

(
1

2− x

)
= t+ (1− t)r(x)

και

f

(
x

x+ 1

)
= tf(x), r

(
1

x+ 1

)
= 1− (1− t)tf(x).

Το πρώτο σύστηµα οφείλεται στην εργασία του Georges de Rham, ο οποίος δίνει την µοναδική τιµή
t = 1/2 που αντιστοιχεί στην συνάρτηση του Minkowski. Το δεύτερο σύστηµα σύµφωνα µε τον
Girgensohn έχει µοναδική ϕραγµένη συνάρτηση ως λύση για t = 1/2, συγκεκριµένα την ?(x).

Προχωράµε τώρα στους Pelegrı́ Viader, Jaume Paradı́s, και Lluı́s Bibiloni που έχουν εργαστεί
εκτενώς πάνω στην ?(x) και σε άλλες ιδιάζουσες συναρτήσεις.

Στο άρθρο [7] (1997) η ?(x) δίνεται µε τη µορφή µιας ασυµπτωτικής συνάρτησης κατανοµής για
µια ακολουθία ϱητών του (0, 1). Γενικά µία ασυµπτωτική συνάρτηση κατανοµής F (x) µιας ακολου-
ϑίας ϱητών {qn} του (0, 1) ορίζεται ωσ:

F (x) = lim
n→∞

#(qi 6 x : i = 1, 2, . . . , n)

n
.

΄Επειτα αποδεικνύουν ότι η ?(x) είναι ιδιάζουσα, έχοντας µηδενική παράγωγο σε ένα σύνολο µέτρου
ίσο µε 1.

Στο δεύτρο άρθρο τους [8] αποδεικνύουν την ίδια ιδιότητα χρησιµοποιώντας ένα σύνολο S µέτρου
1, για το οποίο όµως τόσο η εικόνα του µέσω της ?(x) όσο κι η αντίστροφη εικόνα του S µέσω της ?(x)
έχουν µέτρο ίσο µε µηδέν. Παραθέτουν επίσης µία αναλυτική έκφραση της παραγώγου της ?(x) µε
τη ϐοήθεια συνεχών κλασµάτων. Αποδεικνύουν επίσης την εξής πρόταση:

Πρόταση 6.2. (α) Αν στην έκφραση του x ως συνεχές κλάσµα ο µέσος όρος των µερικών πηλίκων
(δηλαδή των ai, ϐλέπε Ορισµό 2.2) είναι µεγαλύτερος από k ' 5.31972 κι υπάρχει η ?′(x), τότε ?′(x) = 0.
Η ακριβής τιµή του k είναι η λύση της εξίσωσης 2 log2(1 + x)− x = 0.

(ϐ) Αν η µέση τιµή όπως στο (α) είναι µικρότερη από k = 2 log2 φ, όπου φ είναι η χρυσή τοµή, τότε
?′(x) =∞.

Συνεχίζουµε µε τους Olga R. Beaver και Thomas Garrity, οι οποίοι το 2002 [9] παρουσίασαν την
ιδέα της γενίκευσης της συνάρτησης του Minkowski στις δύο διαστάσεις.

Το σκεπτικό τους έχει ώς αφετηρία την ϕυσική επέκταση της συνάρτησης στις δύο διαστάσεις,
όπως έχουµε δει να συµβαίνει και στο κείµενο του Minkowski. Με ανάλογο συλλογισµό όπως στην
περίπτωση των τετραγωνικών άρρητων αλγεβρικών αριθµών, ϑέτουν το ερώτηµα αν µπορεί να γενικευτεί
και για τους κυβικούς άρρητους αριθµούς η σχέση που υπάρχει µε την περιοδικότητα των συνεχών
κλασµάτων. Σε αυτό το σηµείο αναφέρονται σε ένα άλυτο πρόβληµα του Charles Hermite:
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Να ϐρεθεί µία µέθοδος µε την οποία µπορεί να εκφραστεί ένας πραγµατικός αριθµός µε
µια ακολουθία από ϑετικούς ακέραιους, έτσι ώστε η ακολουθία να είναι περιοδική ακριβώς
όταν ο αρχικός αριθµός είναι άρρητος κυβικός.

Παρότι οι Beaver και Garrity δεν λύνουν το παραπάνω πρόβληµα, τα αποτελέσµατα που δίνουν
έχουν ενδιαφέρον από γεωµετρική αλλά κι από αναλυτική σκοπιά. Βασικό εργαλείο τους είναι η
διαµέριση ενός µοναδιαίου τριγώνου ∆ µε δύο διαφορετικούς τρόπους (Farey και Bary partition) έτσι
ώστε να προκύψει µία ανάλογη µε την ?(x) αντιστοίχιση δ : ∆F → ∆B. Μέσω της δ καταφέρνουν
να αντιστοιχίσουν ένα σύνολο Ϲευγαριών απο κυβικούς άρρητους σε ένα σύνολο Ϲευγαριών από ϱη-
τούς. Γενικότερα, καταλήγουν σε µία σειρά συµπερασµάτων συνδέοντας τις δύο διαµερίσεις µε τους
άρρητους κυβικούς και τους ϱητούς αντίστοιχα.

Γυρνώντας λίγο πίσω στον χρόνο, συγκεκριµένα το 1987, µπορούµε να διαβάσουµε ένα αποτέλεσµα
του Ramharter [10] που οδηγεί σε µία νέα απόδειξη για το γεγονός ότι η ?(x) είναι ιδιάζουσα:

΄Εστω ότι ?(x) = y = [0, a1, a2, . . .] κι ας ϑεωρήσουµε το δυαδικό ανάπτυγµα του x, δηλαδή

x = 0a1−11a20a31a40a5 . . . ,

όπου οι δείκτες υποδηλώνουν τον αριθµό των διαδοχικών επεναλήψεων των ψηφίων 0 και 1 (string
length). Είναι γνωστό ότι :

(6.1) [a1 + 1, 2a2−1, a3 + 2, 2a4−1, a5 + 2, . . .] =?−1(0a1−11a20a31a40a5 . . .)

και ότι η ?(x) είναι ιδιάζουσα.
Ο Ramharter αποδεικνύει την πρώτη ισότητα δείχνοντας ότι

(6.2) [a1 + 1, 2a2−1, a3 + 2, 2a4−1, a5 + 2, . . .] = [0, a1, a2, a3, a4, . . .]

κι ότι

(6.3) [0, a1, a2, a3, a4, . . .] =?−1(0a1−11a20a31a40a5 . . .).

΄Επειτα µέσω αυτής της ισότητας αποδεικνύει ότι η ?(x) είναι ιδιάζουσα συνάρτηση.

Τέλος ϑα αναφερθούµε σε τρείς µαθηµατικούς οι οποίοι ουσιαστικά ανακάλυψαν την συνάρτηση ;(ξ)
από την αρχή:

Ο Folke Ryde το 1927 [11] ορίζει την συνάρτηση χωρίς να γνωρίζει την εργασία του Minkowski.
Το 1981 στο [12] συνδέει τη δουλειά του µε αυτήν του Minkowski και χρησιµοποιεί στον ορισµό της
συνεχή κλάσµατα και δυαδικούς.

Ο M. Mays στο «A Farey function» (2002), [13] ορίζει την συνάρτηση ακριβώς όπως ο Minkowski
και σηµείωνει ότι κατά τη διάρκεια της ανάπτυξης των κλασµάτων τύπου Farey στο (0, 1), µειώνεται
η πυκνότητά τους κοντά στα σηµεία 0, 1/2, 1, ενώ αντιθέτως η εικόνα τους συγκεντρώνεται κοντά στα
ίδια σηµεία.

Τέλος, ο John Conway περιγράφει στο ϐιβλίο του On Numbers and Games ένα αριθµητικό
παιχνίδι-διαδικασία που αναλογεί στην ?(x) και παρέχει µια αριθµητική µέθοδο για να υπολογί-
σουµε την αντίστροφη εικόνα της ?(x) µε τη ϐοήθεια της σχέσης (6.1). Περισσότερες λεπτοµέρειες
µπορεί να δει κανείς και στο άρθρο του Conley [2].
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