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Περίληψη

Αποδεικνύουµε το ϑεώρηµα Salem-Zygmund για τα σύνολα µοναδικότητας τριγωνοµετρικών
σειρών : αν το E(ξ) είναι ένα συµµετρικό τέλειο σύνολο στο (0, 2π) µε σταθερή αναλογία τοµής ξ,
τότε το E(ξ) είναι σύνολο µοναδικότητας αν και µόνον αν ο 1/ξ είναι αριθµός Pisot.

1 Εισαγωγή

Αρχικά, ϑυµίζουµε µερικούς συµβολισµούς. Για κάθε πραγµατικό αριθµό α, ϑα συµβολίζου-
µε µε α το ακέραιο µέρος του, δηλαδή τον ακέραιο αριθµό για τον οποίο ισχύει

[α] 6 α < α+ 1.

Με (α) ϑα συµβολίζουµε το κλασµατικό µέρος του αριθµού. ∆ηλαδή,

[α] + (α) = α.

Θα συµβολίζουµε µε ‖α‖ την απόλυτη τιµή της διαφοράς του α από τον πλησιέστερο ακέραιο.
΄Ετσι,

‖α‖ = min{|α− n| : n = 0,±1,±2, . . .}.

Αν m είναι ο πλησιέστερος ακέραιος στον α, ϑα γράφουµε επίσης

α = m+ {α},

δηλαδή ο ‖α‖ είναι η απόλυτη τιµή του {α}.
Στη συνέχεια, ϑεωρούµε µια ακολουθία αριθµών u1, u2, . . . , un, . . . µε την ιδιότητα

0 6 uj < 1.

΄Εστω ∆ ένα διάστηµα που περιέχεται στο (0, 1), και έστω |∆| το µήκος του. Υποθέτουµε
ότι ανάµεσα στους N πρώτους όρους της ακολουθίας, υπάρχουν ν(∆, N) από αυτούς που
περιέχονται στο διάστηµα ∆. Τότε, αν για κάθε σταθερό διάστηµα ∆ έχουµε ότι

lim
N→∞

ν(∆, N)

N
= |∆|,
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λέµε ότι η ακολουθία {un : n ∈ N} είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη. Αυτό σηµαίνει, στο
περίπου, ότι κάθε υποδιάστηµα του (0, 1) περιέχει τη σωστή αναλογία σηµείων.

Θα επεκτείνουµε τώρα αυτόν τον ορισµό στην περίπτωση που οι αριθµοί uj δε ϐρίσκο-
νται ανάµεσα στο 0 και το 1. Για αυτούς τους αριθµούς, ϑεωρούµε τα κλασµατικά µέρη,
(uj), των uj , και λέµε ότι η ακολουθία {un}n είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη modulo 1,
αν η ακολουθία των κλασµατικών µερών, (u1), (u2), . . . , (un), . . ., είναι οµοιόµορφα κατανε-
µηµένη όπως ορίστηκε παραπάνω. Η έννοια της οµοιόµορφης κατανοµής (η οποία µπορεί
να επεκταθεί στις πολλές διαστάσεις), οφείλεται στον H. Weyl, ο οποίος σε µία δηµοσίευσή
του έδωσε επίσης και ένα πολύ χρήσιµο κριτήριο για το αν µια ακολουθία είναι οµοιόµορφα
κατανεµηµένη modulo 1.

Χωρίς περαιτέρω επεξήγηση, δεχόµαστε τα ακόλουθα.

(α) Αν ξ είναι ένας άρρητος αριθµός, τότε η ακολουθία των κλασµατικών µερών (nξ),
n = 0, 1, 2, . . ., είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη. Αυτό προφανώς δεν ισχύει αν ο ξ
είναι ϱητός αριθµός.

(ϐ) ΄Εστω P (x) = akx
k+ · · ·+a1x+a0 ένα πολυώνυµο, όπου τουλάχιστον ένας συντελεστής

aj , µε j > 0, είναι άρρητος αριθµός. Τότε η ακολουθία P (n), n = 1, 2, . . ., είναι
οµοιόµορφα κατανεµηµένη modulo 1.

Τα παραπάνω αποτελέσµατα µας δίνουν πληροφορίες για την οµοιόµορφη κατανοµή modulo
1 των αριθµών f(n), n = 1, 2, . . ., όταν το f(x) αυξάνει στο ∞ ως προς x, όχι γρηγορότερα
από ένα πολυώνυµο.

΄Εχουµε επίσης πληροφορίες για τη συµπεριφορά - από την άποψη της οµοιόµορφης
κατανοµής - συναρτήσεων f(n) που αυξάνουν στο ∞ πιο αργά από το n. Γνωρίζουµε, για
παράδειγµα, ότι η ακολουθία ana (a > 0, 0 < a < 1) είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη
modulo 1. Το ίδιο ισχύει και για την ακολουθία a loga n, αν a > 1, αλλά δεν ισχύει για a < 1.

Ωστόσο, δε γνωρίζουµε σχεδόν τίποτα, όταν ο ϱυθµός αύξησης της f(n) είναι εκθετικός.
Ο Koksma απέδειξε ότι η ωn είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη modulo 1 για σχεδόν όλα (µε
την έννοια του µέτρου Lebesgue) τα ω > 1, αλλά τίποτα δεν είναι γνωστό για συγκεκριµένες
τιµές του ω. ΄Ετσι, δε γνωρίζουµε ακόµα και αν ακολουθίες απλές, όπως η en ή η (3/2)n είναι
οµοιόµορφα κατανεµηµένες modulo 1. ∆εν γνωρίζουµε ακόµα και αν είναι παντού πυκνές
(modulo 1) στο διάστηµα (0, 1).

Είναι ϕυσικό λοιπόν να στραφούµε στην αντίθετη κατεύθυνση και να προσπαθήσουµε να
µελετήσουµε εκείνα τα ω > 1, για τα οποία η ωn είναι «κακώς» κατανεµηµένη. Εκτός από
την περίπτωση που ο ω είναι ένας ακέραιος αριθµός (στην οποία, για κάθε n, το ωn συγκλίνει
προφανώς στο 0 modulo 1), υπάρχουν και λιγότερο τετριµµένα παραδείγµατα κατανοµών, που
δεν είναι οµοιόµορφες. Για παράδειγµα, παίρνουµε τον δευτεροβάθµιο αλγεβρικό ακέραιο

ω =
1 +
√

5

2
µε αλγεβρικό συζυγή τον ω′ =

1−
√

5

2
.

Εδώ, ο ωn + (ω′)n είναι ένας ακέραιος αριθµός, άρα

ωn + (ω′)n ≡ 0(mod 1).
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Αλλά |ω′| < 1, και έτσι (ω′)n → 0, όταν n → ∞, που σηµαίνει ότι ωn → 0 (mod 1). Με
άλλα λόγια, η ακολουθία ωn έχει(modulo 1) µόνο ένα σηµείο συσσώρευσης, το 0. Αυτήν την
ιδιότητα την έχουν και κάποιοι άλλοι αλγεβρικοί ακέραιοι, όπως ϑα δούµε.

∆ίνουµε, τώρα, µερικούς ορισµούς οι οποίοι ϑα µας χρησιµεύσουν στη συνέχεια.

Ορισµός 1.1. ΄Ενα πολυώνυµο a0 + a1x + · · · + anx
n λέγεται µονικό, αν ο συντελεστής του

µεγιστοβάθµιου όρου είναι µονάδα, δηλαδή αν an = 1.

Ορισµός 1.2. ΄Ενας αριθµός λέγεται αλγεβρικός ακέραιος αν είναι ϱίζα ενός µονικού πολυω-
νύµου µε συντελεστές από το Z.

• Αν ο α είναι αλγεβρικός αριθµός, τότε υπάρχει m > 0 τέτοιος ώστε ο mα να είναι
αλγεβρικός ακέραιος.

• Αν ο θ είναι αλγεβρικός ακέραιος ϐαθµού n, τότε το ελάχιστο πολυώνυµο του θ (που
έχει ϐαθµό n), έχει ακέραιους συντελεστές. Οι άλλες ϱίζες του είναι οι συζυγείς του θ,
που είναι και αυτοί αλγεβρικοί ακέραιοι.

Κάθε συµµετρική συνάρτηση του θ και των συζυγών του είναι ακέραιος αριθµός. Αυτό ισχύει,
ιδιαίτερα, και για το γινόµενο του θ και των συζυγών του, και αυτός είναι ο λόγος που είναι
αδύνατον και ο θ και οι συζυγείς του να έχουν όλοι µέτρο µικρότερο του 1. Ο αλγεβρικός
ακέραιος θ ονοµάζεται µονάδα αν και ο 1/θ είναι αλγεβρικός ακέραιος.

Στη συνέχεια περιγράφουµε, τον τρόπο κατασκευής των συµµετρικών τέλειων συνόλων µε
σταθερή αναλογία τοµής. Θεωρούµε ένα 0 < ξ < 1/2 και διαιρούµε το αρχικό διάστηµα, ας
πούµε το (0, 2π), σε τρία κοµµάτια µήκους 2πξ, 2π(1 − 2ξ) και 2πξ αντίστοιχα. Αφαιρούµε
το κέντρο του ανοιχτού διαστήµατος (το «µαύρο» διάστηµα). ΄Εχουν αποµείνει τώρα δύο
διαστήµατα(τα «άσπρα») στα οποία εφαρµόζουµε την ίδια διαδικασία µε λόγο 2πξ2. Στο k-
οστό ϐήµα έχουν αποµείνει 2k «λευκά» διαστήµατα, το καθένα µήκους 2πξk. Συµβολίζουµε
µε Ek το σύνολο των σηµείων που ανήκουν σε αυτά τα 2k άσπρα κλειστά διαστήµατα. Τα
αριστερά άκρα τους δίνονται από την

(1.1) x = 2π[ε1(1− ξ) + ε2ξ(1− ξ) + · · ·+ εkξ
k−1(1− ξ)]

όπου εi = 0 ή 1. Η τοµή όλων των Ek είναι ένα τέλειο σύνολο E µέτρου ίσου µε

2π lim
k→∞

(2kξk) = 0,

τα σηµεία του οποίου δίνονται από την άπειρη σειρά

(1.2) x = 2π[ε1(1− ξ) + ε2ξ(1− ξ) + · · ·+ εkξ
k−1(1− ξ) + · · · ]

όπου εi = 0 ή 1.
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2 Αριθµοί Pisot

Ορισµός 2.1. ΄Εστω θ ένας αλγεβρικός ακέραιος, τέτοιος ώστε όλοι οι αλγεβρικοί συζυγείς
του (όχι ο ίδιος ο θ) να έχουν µέτρο µικρότερο του 1. Τότε ϑα λέµε ότι ο θ είναι αριθµός Pisot.

Θεώρηµα 2.2. Αν ο θ είναι αριθµός Pisot, τότε η θn τείνει στο 0 (modulo 1) όταν n→∞.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι ο θ είναι ϐαθµού k, και έστω a1, a2, . . . , ak−1 οι συζυγείς του. Τότε ο
αριθµός θn + an1 + · · · + ank−1 είναι ακέραιος αριθµός. Αφού |aj | < 1 για όλα τα j, έχουµε
ότι, ϑέτοντας ρ τον µεγαλύτερο από τους |aj |, j = 1, 2, . . . , k − 1,

|a1|n + · · ·+ |ak−1|n < (k − 1)ρn

και ρ < 1, και έτσι, αφού θn + an1 + · · · + ank−1 ≡ 0 (mod 1), έχουµε ότι (modulo 1) θn → 0,
και µάλιστα ότι τείνει στο 0, µε τον ίδιο τρόπο, όπως ο γενικός όρος µιας συγκλίνουσας
γεωµετρικής προόδου. Με το συµβολισµό της εισαγωγής, γράφουµε ‖θn‖ → 0.

Σχόλιο. Το προηγούµενο αποτέλεσµα µπορεί να επεκταθεί µε τον εξής τρόπο. ΄Εστω λ ένας
αλγεβρικός ακέραιος στο σώµα που είναι και ο θ, και έστω µ1, µ2, . . . , µk−1 οι συζυγείς του.
Τότε, ο

λθn + µ1a
n
1 + · · ·+ µk−1a

n
k−1

είναι ξανά ακέραιος αριθµός, και συνεπώς το ‖λθn‖ τείνει επίσης στο 0, όταν n → ∞, όπως
µπορούµε να δείξουµε µε ένα επιχείρηµα παρόµοιο µε αυτό της προηγούµενης απόδειξης.
Περαιτέρω γενικεύσεις είναι δυνατές και για άλλους αριθµούς λ.

Μέχρι τώρα, δεν έχουµε κατασκευάσει κανέναν άρρητο αριθµό Pisot, εκτός από τον τε-
τραγωνικό άρρητο 1+

√
5

2 . (Φυσικά, όλοι οι ακέραιοι αριθµοί είναι τετριµµένα αριθµοί Pisot.)
Είναι ενδιαφέρον, συνεπώς, να αποδείξουµε το επόµενο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.3. Σε κάθε πραγµατικό αλγεβρικό σώµα, υπάρχουν αριθµοί Pisot.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ω1, ω2, . . . , ωk είναι µια ακέραια ϐάση του σώµατος, και έστω
ω

(i)
1 , ω

(i)
2 , . . . , ω

(i)
k , για i = 1, 2, . . . , k − 1 οι συζυγείς αριθµοί των ω1, ω2, . . . , ωk. Από το

ϑεώρηµα του Minkowski για γραµµικές µορφές, µπορούµε να ϐρούµε ακεραίους αριθµούς
x1, x2, . . . , xk, όχι όλους µηδέν, έτσι ώστε

|x1ω1 + x2ω2 + · · ·+ xkωk| 6 A

και
|x1ω

(i)
1 + x2ω

(i)
2 + · · ·+ xkω

(i)
k | 6 ρ < 1 (i = 1, 2, . . . , k − 1),

µε την υπόθεση ότι
Aρk−1 >

√
D,

4



όπου D είναι η διακρίνουσα του σώµατος. Για A αρκετά µεγάλο, αυτό είναι πάντοτε εφικτό,
και συνεπώς ο ακέραιος του σώµατος

θ = x1ω1 + x2ω2 + · · ·+ xkωk

είναι αριθµός Pisot.

2.1 Χαρακτηρισµός των αριθµών Pisot

Η ϑεµελιώδης ιδιότητα των αριθµών Pisot εγείρει το ακόλουθο ερώτηµα: ΄Εστω ότι θ > 1 είναι
ένας αριθµός τέτοιος ώστε ‖θn‖ → 0 όταν n → ∞ (ή, ακόµα γενικότερα, ο θ είναι τέτοιος
ώστε να υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός λ, για τον οποίο να ισχύει ότι ‖λθn‖ → 0 όταν
n→∞). Μπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο θ είναι αριθµός Pisot;

Αυτό το σηµαντικό πρόβληµα παραµένει αναπάντητο. Ωστόσο, η απάντηση είναι καταφα-
τική, αν επιπρόσθετα ικανοποιείται µία από τις παρακάτω συνθήκεσ:

(α) Η ακολουθία ‖λθn‖ τείνει στο µηδέν αρκετά γρήγορα, ώστε η σειρά

∞∑
n=1

‖λθn‖2

να συγκλίνει.

(ϐ) Γνωρίζουµε από πριν ότι ο θ είναι αλγεβρικός αριθµός.

Με άλλα λόγια, έχουµε τα παρακάτω δύο ϑεωρήµατα.

Θεώρηµα 2.4. Αν ο θ > 1 είναι τέτοιος ώστε να υπάρχει λ µε

∞∑
n=1

‖λθn‖2 <∞,

τότε ο θ είναι αριθµός Pisot, και ο λ είναι ένας αλγεβρικός αριθµός του σώµατος του θ.

Θεώρηµα 2.5. Αν ο θ > 1 είναι αλγεβρικός αριθµός τέτοιος ώστε να υπάρχει ένας πραγµατικός
αριθµός λ µε την ιδιότητα ‖λθn‖ → 0 όταν n → ∞, τότε ο θ είναι αριθµός Pisot, και ο λ είναι
ένας αλγεβρικός αριθµός και ανήκει στο σώµα του θ.

Η απόδειξη του Θεωρήµατος 2.4 ϐασίζεται σε µια σειρά από λήµµατα.

Λήµµα 2.6. Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε η δυναµοσειρά

(2.1) f(z) =

∞∑
n=0

cnz
n

5



να αναπαριστά µια ϱητή συνάρτηση
P (z)

Q(z)

(όπου P και Q πολυώνυµα) είναι όλοι οι συντελεστές να ικανοποιούν µια αναδροµική σχέση,

a0cm + a1cm+1 + · · ·+ apcm+p = 0

για κάθε m > m0, όπου ο ακέραιος p και οι συντελεστές a0, a1, . . . , ap είναι ανεξάρτητοι του
m.

Λήµµα 2.7 (λήµµα του Fatou). Αν στη δυναµοσειρά (2.1) οι συντελεστές cn είναι ακέραιοι
αριθµοί και αν η δυναµοσειρά (2.1) αναπαριστά µια ϱητή συνάρτηση, τότε

f(z) =
P (z)

Q(z)
,

όπου το P/Q είναι ανάγωγο, τα P και Q είναι πολυώνυµα µε ακέραιους συντελεστές, και
Q(0) = 1.

Λήµµα 2.8 (Kronecker). Η δυναµοσειρά (2.1) αναπαριστά µια ϱητή συνάρτηση αν και µόνον
αν οι ορίζουσες

∆m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 · · · cm
c1 c2 . . . cm+1
...

...
. . .

...
cm cm+1 · · · c2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
είναι όλες µηδέν για m > m1.

Λήµµα 2.9 (Hadamard). ΄Εστω ότι η ορίζουσα

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 b1 · · · cm
a2 b2 . . . cm+1
...

...
. . .

...
an bm+1 · · · c2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
έχει στοιχεία πραγµατικούς ή µιγαδικούς αριθµούς. Τότε

|D|2 6

 n∑
j=1

|aj |2
 n∑

j=1

|bj |2
 · · ·

 n∑
j=1

|lj |2
 .

∆εν ϑα αποδείξουµε το Λήµµα 2.6, ούτε το Λήµµα 2.9. Θα χρησιµοποιήσουµε το Λήµµα
2.9 µόνο στην περίπτωση που τα στοιχεία του D είναι πραγµατικοί αριθµοί. Μάλιστα, τότε
η απόδειξη είναι αρκετά ευκολότερη. Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε το Λήµµα 2.7 και το
Λήµµα 2.8.
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Απόδειξη του Λήµµατος 2.7. Ξεκινάµε µε έναν ορισµό: Μια τυπική δυναµοσειρά

∞∑
n=0

anz
n

µε ακέραιους συντελεστές ϑα λέγεται πρωταρχική, αν δεν υπάρχει ακέραιος d > 1 που να
διαιρεί όλους τους συντελεστές.

∆είχνουµε πρώτα ότι αν δύο σειρές

∞∑
n=0

anz
n και

∞∑
n=0

bnz
n

είναι και οι δύο πρωταρχικές, τότε το τυπικό γινόµενό τους,

∞∑
n=0

cnz
n όπου cn =

n∑
ν=0

aνbn−ν ,

είναι επίσης πρωταρχική. ΄Εστω ότι ο πρώτος αριθµός p διαιρεί όλους τους cn. Αφού ο p δεν
µπορεί να διαιρεί όλους τους an, υποθέτουµε ότι

a0, a1, . . . , ak−1 ≡ 0 (mod p), ak 6≡ 0 (mod p).

Τότε έχουµε ότι

ck ≡ akb0 (mod p), από όπου b0 ≡ 0 (mod p),

ck+1 ≡ akb1 (mod p), από όπου b1 ≡ 0 (mod p),

ck+2 ≡ akb2 (mod p), από όπου b2 ≡ 0 (mod p),

και ούτω καθεξής, και άρα η
∞∑
n=0

bnz
n

δεν ϑα ήταν πρωταρχική.
Τώρα, ϑα αποδείξουµε το λήµµα. Υποθέτουµε ότι οι συντελεστές cn είναι ακέραιοι αριθµοί

και ότι η σειρά
∞∑
n=0

cnz
n

αναπαριστά µια ϱητή συνάρτηση

f(z) =
P (z)

Q(z)
=
p0 + p1z + · · ·+ pmz

m

q0 + q1z + · · ·+ qnzn
,
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την οποία υποθέτουµε ανάγωγη. Αφού το πολυώνυµο Q(z) είναι πλήρως καθορισµένο (εκτός
από µια σταθερά), οι εξισώσεις

q0cs + q1c(s− 1) + · · ·+ qncs−n = 0 (s > m)

καθορίζουν πλήρως τους συντελεστές qj (εκτός από µια σταθερά). Αφού οι cs είναι ϱητοί,
υπάρχει λύση έτσι ώστε όλοι οι qj να είναι ακέραιοι αριθµοί, και έτσι έπεται ότι οι pi είναι
επίσης ακέραιοι αριθµοί.

Τώρα ϑα πρέπει να δείξουµε ότι q0 = ±1. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι κανένας ακέραιος
d > 1 δεν διαιρεί όλους τους pi και όλους τους qj . (Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε
να υποθέσουµε ότι δεν υπάρχει κοινός διαιρέτης για όλους τους συντελεστές cn, δηλαδή η∑∞

n=0 cnz
n είναι πρωταρχική.) Το πολυώνυµο Q είναι πρωταρχικό, διότι διαφορετικά αν ένας

d διαιρούσε τον qj για κάθε j, τότε ϑα είχαµε ότι

f
Q

d
=
P

d

και ο d ϑα διαιρούσε όλους τους pi, σε αντίθεση µε τις υποθέσεις µας.
Τώρα, έστω U και V πολυώνυµα µε ακέραιους συντελεστές, έτσι ώστε

PU +QV = m 6= 0,

όπου m ακέραιος. Τότε,
m = Q(Uf + V ).

Αφού το Q είναι πρωταρχικό, το Uf + V δεν µπορεί να είναι πρωταρχικό, αφού το m δεν
είναι πρωταρχικό εκτός και αν |m| = 1. ΄Αρα, οι συντελεστές του Uf + V διαιρούνται από το
m. Αν γ0 είναι ο σταθερός όρος του Uf + V , ϑα έχουµε ότι

m = q0γ0,

και έτσι, αφού το m διαιρεί το γ0, προκύπτει ότι q0 = ±1, το οποίο αποδεικνύει το Λήµµα
2.7. 2

Απόδειξη του Λήµµατος 2.8. Η αναδροµική σχέση του Λήµµατος 2.6,

(2.2) a0cm + a1cm+1 + · · ·+ apcm+p = 0,

για κάθε m > m0, όπου ο ακέραιος p και οι συντελεστές a0, a1, . . . , ap είναι ανεξάρτητοι του
m, δείχνει ότι στην ορίζουσα

∆m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c0 c1 · · · cm
c1 c2 . . . cm+1
...

...
. . .

...
cm cm+1 · · · c2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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όπουm > m0+p, οι στήλεςm0,m0+1, . . . ,m0+p είναι γραµµικά εξαρτηµένες, άρα ∆m = 0.
Τώρα πρέπει να δείξουµε ότι αν ∆m = 0 γιαm > m1, τότε η cn ικανοποιεί µια αναδροµική

σχέση της µορφής (2.2). Αν συµβαίνει αυτό, τότε το Λήµµα 2.8 έπεται από το Λήµµα 2.6.
΄Εστω p η πρώτη τιµή τουm για την οποία ∆m = 0. Τότε η τελευταία στήλη του ∆p είναι ένας
γραµµικός συνδυασµός των πρώτων p στηλών, δηλαδή

Lj+p = a0cj + a1cj+1 + · · ·+ ap−1cj+p−1 + cj+p = 0, j = 0, 1, . . . , p.

Τώρα πρέπει να δείξουµε ότι Lj+p = 0, για κάθε τιµή του j. ΄Εστω ότι

Lj+p = 0, j = 0, 1, 2, . . . ,m− 1, (m > p).

Αν δείξουµε ότι Lm+p = 0, τότε ϑα έχουµε αποδείξει τον ισχυρισµό µας επαγωγικά. Τώρα
γράφουµε

∆m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆p−1 cp · · · cm
cp cp+1 . . . cm+1
...

...
. . .

...
cm cp+m · · · c2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
και προσθέτουµε σε κάθε στήλη > p ένα γραµµικό συνδυασµό των p προηγούµενων στηλών
µε συντελεστές τους a0, a1, . . . , ap−1. ΄Ετσι,

∆m =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∆p−1 Lp · · · Lm
cp Lp+1 . . . Lp+m
...

...
. . .

...
cm Lp+m · · · L2m

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
και συνεπώς, αφού όλα τα στοιχεία πάνω από τη διαγώνιο είναι µηδέν, έχουµε

∆m = (−1)p+m∆p−1(Lp+m)m−p+1.

Αφού ∆m = 0, έχουµε ότι Lp+m = 0, το οποίο ϑέλαµε να δείξουµε, και έτσι το Λήµµα 2.8
αποδείχθηκε. 2

Τώρα, µπορούµε να αποδείξουµε το Θεώρηµα 2.4.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.4. Γράφουµε

λθn = an + εn,

όπου an είναι ένας ακέραιος αριθµός και |εn| 6 1
2 , δηλαδή |εn| = ‖λθn‖. Συνεπώς, η

υπόθεσή µας είναι ότι η σειρά
∑
ε2
n συγκλίνει.

Το πρώτο ϐήµα είναι να αποδείξουµε µε εφαρµογή του Λήµµατος 2.8, ότι η σειρά
∞∑
n=0

anz
n
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αναπαριστά µια ϱητή συνάρτηση. Θεωρώντας την ορίζουσα

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 a1 · · · an
a1 a2 . . . an+1
...

...
. . .

...
an an+1 · · · a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϑα αποδείξουµε ότι ∆n = 0 για κάθε n αρκετά µεγάλο. Γράφοντας

ηm = am − θam−1 = θεm−1 − εm

έχουµε
η2
m < (θ2 + 1)(ε2

m−1 + ε2
m).

Μετασχηµατίζοντας τις στήλες του ∆n, αρχίζοντας µε την τελευταία, έχουµε

∆n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a0 η1 · · · ηn
a1 η2 . . . ηn+1
...

...
. . .

...
an ηn+1 · · · η2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
και από το Λήµµα 2.8,

∆2
n 6

(
n∑

m=0

a2
m

)(
n+1∑
m=1

η2
m

)(
2n∑
m=n

η2
m

)

6

(
n∑

m=0

a2
m

)
R1R2 · · ·Rn,

όπου το Rh συµβολίζει το υπόλοιπο της συγκλίνουσας σειράς

∞∑
m=h

η2
m.

Αλλά, από τον ορισµό του am,
n∑

m=0

a2
m < Cθ2n,

όπου η σταθερά C = C(λ, θ) εξαρτάται µόνον από τα λ και θ.
Συνεπώς,

∆2
n 6 C

n∏
h=1

(θ2Rh),
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και αφού Rh → 0 για h → ∞, έχουµε Dn → 0 όταν n → ∞, το οποίο αποδεικνύει, αφού
ο ∆n είναι ακέραιος αριθµός, ότι ο ∆n είναι ίσος µε µηδέν όταν το n είναι µεγαλύτερο από
κάποιον συγκεκριµένο ακέραιο.

΄Αρα,
∞∑
n=0

anz
n =

P (z)

Q(z)
, (ανάγωγη)

όπου, από το Λήµµα 2.7, τα P και Q είναι πολυώνυµα µε ακέραιους συντελεστές και Q(0) =
1. Γράφοντας

Q(z) = 1 + q1z + · · ·+ qkz
k,

έχουµε

f(z) =
∞∑
n=0

εnz
n =

∞∑
n=0

λθnzn −
∞∑
n=0

anz
n

=
λ

1− θz
− P (z)

1 + q1z + · · ·+ qkzk
.

Αφού η ακτίνα σύγκλισης της
∞∑
n=0

εnz
n

είναι τουλάχιστον 1, ϐλέπουµε ότι το

Q(z) = 1 + q1z + · · ·+ qkz
k

έχει µόνο µία ϱίζα µέσα στον µοναδιαίο κύκλο, και αυτή είναι το 1/θ. Επίσης, αφού
∑
ε2
n <

∞, η f(z) δεν έχει πόλο µέτρου 1, το Q(z) έχει µόνο µία ϱίζα, το 1/θ, µε µέτρο µικρότερο
του 1, και όλες οι άλλες ϱίζες του έχουν µέτρο γνήσια µεγαλύτερο του 1. Το αντίστροφο
πολυώνυµο,

zk + q1z
k−1 + · · ·+ qk,

έχει µόνο µία ϱίζα, το θ, µε µέτρο µεγαλύτερο του 1 και όλες οι άλλες ϱίζες ϐρίσκονται στο
εσωτερικό του µοναδιαίου κύκλου {z : |z| < 1}. ΄Αρα, το θ είναι, µε ϐάση τον ορισµό, ένας
αριθµός Pisot.

Αφού

−λ
θ

=
P (1/θ)

Q′(1/θ)
,

το λ είναι ένας αλγεβρικός αριθµός που ανήκει στο σώµα του θ.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.5. Για την απόδειξη αυτού του ϑεωρήµατος, ξαναγράφουµε

λθn = an + εn,

11



όπου an είναι ένας ακέραιος αριθµός και |εn| = ‖λθn‖ 6 1
2 . Η υπόθεση εδώ είναι απλά ότι

εn → 0 όταν n→∞, χωρίς καµία υπόθεση σχετικά µε την ταχύτητα µε την οποία το εn τείνει
στο µηδέν. Αλλά εδώ, υποθέτουµε εξ¨ αρχής ότι ο θ είναι αλγεβρικός αριθµός, και ϑέλουµε
να αποδείξουµε ότι ο θ είναι αριθµός Pisot.

Ξανά, το πρώτο ϐήµα ϑα είναι να δείξουµε ότι η σειρά

∞∑
n=0

anz
n

αναπαριστά µια ϱητή συνάρτηση. Αλλά εδώ, δεν ϑα χρειαστεί να χρησιµοποιήσουµε το Λήµµα
2.8. ΄Εστω ότι

A0 +A1θ + · · ·+Akθ
k = 0

είναι η εξίσωση µε ακεραίους συντελεστές, η οποία ικανοποιείται από τον αλγεβρικό αριθµό
θ. ΄Εχουµε, για N ϑετικό ακέραιο αριθµό,

λθN (A0 +A1θ + · · ·+Akθ
k) = 0,

και αφού
λθN+p = aN+p + εN+p,

έχουµε ότι

A0aN +A1aN+1 + · · ·+AkaN+k = −(A0εN +A1εN+1 + · · ·+AkεN+k).

Αφού τα Aj είναι σταθεροί αριθµοί έχουµε ότι το δεύτερο µέλος τείνει στο µηδέν καθώς
N →∞, και αφού το πρώτο µέλος είναι ένας ακέραιος αριθµός, έπεται ότι

A0aN +A1aN+1 + · · ·+AkaN+k = 0

για κάθε N > N0. Αυτή είναι µια αναδροµική σχέση που ικανοποιείται από τους συντελεστές
an, και συνεπώς, από το Λήµµα 2.6, η σειρά

∞∑
n=0

anz
n

αναπαριστά µια ϱητή συνάρτηση.
Από αυτό το σηµείο και µετά, η απόδειξη είναι πανοµοιότυπη µε την απόδειξη του Θεω-

ϱήµατος 2.4. (Για να δείξουµε ότι το f(z) δεν έχει πόλο µέτρου 1, η υπόθση ότι εn → 0 είναι
αρκετή.) ΄Ετσι, ο ισχυρισµός ότι ο θ είναι αριθµός Pisot αποδείχτηκε. 2

Σηµείωση 2.10. Μια δυναµοσειρά f(z) =
∑∞

n=0 cnz
n µε cn = o(1) δεν µπορεί να έχει πόλο

πάνω στο µοναδιαίο κύκλο. Υποθέτουµε, χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, ότι ο πόλος είναι στο
σηµείο z = 1. Και έστω ότι το z−r τείνει στο 1−0 κατά µήκος του πραγµατικού άξονα. Τότε,
|f(z)| 6

∑∞
n=0 |cn| = o((1− r)( − 1)), το οποίο είναι αδύνατο, αν το z = 1 είναι πόλος.

12



2.2 ΄Ενα ανοικτό πρόβληµα

΄Οπως τονίσαµε, πριν διατυπώσουµε τα Θεωρήµατα 2.4 και 2.5, αν γνωρίζουµε µόνον ότι ο
θ > 1 είναι τέτοιος ώστε να υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός λ µε την ιδιότητα ‖λθn‖ → 0
όταν n → ∞, δεν µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο θ είναι αριθµός Pisot. Μπορούµε να
ϐγάλουµε αυτό το συµπέρασµα µόνον αν γνωρίζουµε είτε ότι

∑
‖λθn‖2 < ∞ είτε ότι ο θ

είναι αλγεβρικός αριθµός. Με άλλα λόγια, το πρόβληµα που παραµένει ανοικτό είναι το αν
υπάρχουν υπερβατικοί αριθµοί θ, µε την ιδιότητα ‖λθn‖ → 0 όταν n→∞.

Θα αποδείξουµε εδώ το µόνο γνωστό µας ϑεώρηµα για τους αριθµούς θ για τους οποίους
υπάρχει ένας αριθµός λ, µε την ιδιότητα ‖λθn‖ → 0 όταν n → ∞ (χωρίς κάποια περαιτέρω
υπόθεση).

Θεώρηµα 2.11. Το σύνολο των αριθµών θ που έχουν την παραπάνω ιδιότητα είναι αριθµήσιµο.

Απόδειξη. Γράφουµε ξανά
λθn = an + εn,

όπου an είναι ένας ακέραιος αριθµός και |εn| = ‖λθn‖. ΄Εχουµε

an+2 −
a2
n+1

an
=
anan+2 − a2

n+1

an

=
(λθn − εn)(λθn+2 − εn+2)− (λθn+1 − εn+1)2

λθn − εn
,

και ένας απλός υπολογισµός δείχνει ότι, αφού εn → 0, η τελευταία ποσότητα τείνει στο µηδέν,
καθώς n→∞. ΄Αρα, για n > n0 = n0(λ, θ), έχουµε ότι∣∣∣∣an+2 −

a2
n+1

an

∣∣∣∣ < 1

2
.

Αυτό δείχνει ότι ο ακέραιος an+2 προσδιορίζεται µονοσήµαντα από τους δύο προηγούµενους
ακεραίους an, an+1. ΄Αρα, η άπειρη ακολουθία ακεραίων {an} προσδιορίζεται µονοσήµαντα
από τους πρώτους n0 + 1 όρους της ακολουθίας.

Αυτό δείχνει ότι το σύνολο όλων των πιθανών ακολουθιών {an} είναι αριθµήσιµο, και
αφού

θ = lim
n

an+1

an
,

τότε και το σύνολο όλων των πιθανών αριθµών θ είναι αριθµήσιµο. Συνεπώς το ϑεώρηµα
αποδείχτηκε.

Τελος, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι, αφού

λ = lim
n

an
θn
,

το σύνολο των τιµών του λ είναι επίσης αριθµήσιµο.
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3 Ιδιάζουσες συναρτήσεις

Με τον όρο ιδιάζουσα συνάρτηση ϑα εννοούµε σε ό,τι ακολουθεί µια ϕραγµένη, συνεχή και
αύξουσα συνάρτηση της οποίας η παράγωγος µηδενίζεται για σχεδόν όλες (µε την έννοια του
Lebesque) τις τιµές της πραγµατικής µεταβλητής x.

Μια ευρεία κλάση ιδιαζουσών συναρτήσεων προκύπτει αν κατασκευάσουµε, ας πούµε στο
(0, 2π), ένα τέλειο σύνολο µέτρου µηδέν και ϑεωρήσουµε µια αύξουσα συνεχή συνάρτηση, η
οποία είναι σταθερή σε κάθε διάστηµα ξένο προς το σύνολο αυτό (αλλά όχι παντού).

΄Ενα πολύ ενδιαφέρον και απλό παράδειγµα τέλειων συνόλων δίνουν τα συµµετρικά τέλεια
σύνολα µε σταθερή αναλογία τοµής. Θεωρούµε ένα 0 < ξ < 1/2 και διαιρούµε το αρχικό διά-
στηµα, έστω ας πούµε το (0, 2π), σε τρία κοµµάτια µήκους 2πξ, 2π(1−2ξ) και 2πξ αντίστοιχα.
Αφαιρούµε το κέντρο του ανοιχτού διαστήµατος («µαύρο» διάστηµα). ΄Εχουν αποµείνει τώρα
δύο διαστήµατα («άσπρα» διαστήµατα) στα οποία εφαρµόζουµε την ίδια διαδικασία µε µήκη
2πξ2 και 2πξ(1 − 2ξ). Στο k-οστό ϐήµα έχουν αποµείνει 2k «λευκά» διαστήµατα, το καθένα
µήκους 2πξk. Συµβολίζουµε µε Ek το σύνολο των σηµείων που ανήκουν σε αυτά τα 2k άσπρα
κλειστά διαστήµατα. Τα αριστερά άκρα τους δίνονται από την

(3.1) x = 2π[ε1(1− ξ) + ε2ξ(1− ξ) + · · ·+ εkξ
k−1(1− ξ)],

όπου εi = 0 ή 1. Η τοµή όλων των Ek είναι ένα τέλειο σύνολο E µέτρου ίσου µε

2π lim
k→∞

(2kξk) = 0,

τα σηµεία της οπόιας δίνονται από την άπειρη σειρά:

(3.2) x = 2π[ε1(1− ξ) + ε2ξ(1− ξ) + · · ·+ εkξ
k−1(1− ξ) + · · · ],

όπου εi = 0 ή 1.
Είναι εύκολο να παρατηρήσουµε ότι το κλασσικό τριαδικό σύνολο του Cantor αν επιλέ-

ξουµε ξ = 1/3.
Ορίζουµε τώρα, όταν το x ∈ E, µία συνάρτηση f(x) ως εξήσ:

f(x) =
ε1

2
+
ε2

22
+ · · ·+ εk

2k
+ · · ·

όταν το x δίνεται από την (3.2). Είναι εύκολο να δούµε ότι στα άκρα ενός «µαύρου» διαστή-
µατος (π.χ. στα ε1 = 0, ε2 = ε3 = · · · = 1 και ε1 = 1, ε2 = ε3 = · · · = 0) η f(x) παίρνει την
ίδια τιµή. Τότε ορίζουµε την f(x) σε αυτό το διάστηµα σταθερή και ίση µε αυτή την τιµή. Η
συνάρτηση αυτή ορίζεται για 0 6 x 6 2π (f(0) = 0, f(2π) = 1), είναι συνεχής, άυξουσα και
προφανώς ιδιάζουσα. Θα την αποκαλούµε συνάρτηση Lebesque του συνόλου E.

Οι συντελεστές Fourier-Stieltjes της df δίνονται από τη σχέση:

(3.3) cn =
1

2π

∫ 2π

0
einxdf(x),
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και έτσι, ο µετασχηµαστισµός Fourier-Stieltjes της df ορίζεται από τη σχέση:

γ(u) =
1

2π

∫ ∞
−∞

eiuxdf(x) =
1

2π

∫ 2π

0
eiuxdf(x),

για τη συνεχή παράµετρο u, µε την f ορισµένη ίση µε το µηδέν στο (−∞, 0) και ίση µε 1 στο
(2π,∞).

Μπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα Riemann-Stieltjes στην (3.3) παρα-
τηρώντας ότι σε κάθε «λευκό» διάστηµα του k-οστού ϐήµατος της διαδικασίας, η ϕ αυξάνει
κατά 1/2k. Τα διαστήµατα δίνονται από την (3.1) ή για λόγους συντοµίας από την :

x = 2π[ε1r1 + ε2r2 + · · ·+ εkrk]

µε rk = ξk−1(1− ξ). Ως εκ τούτου µία κατά προσέγγιση έκφραση του ολοκληρώµατοσ:∫ 2π

0
einxdf(x)

είναι η
1

2k

∑
e2πin[ε1r1+ε2r2+···+εkrk],

µε το άθροισµα να εκτείνεται στους 2k συνδυασµούς των εj = 0, 1. Το άθροισµα ισούται µε

1

2k

k∏
s=1

(1 + e2πinrs) = eπin
∑k

s=1 rs

k∏
s=1

cos(πnrs).

Αφού
∑∞

s=1 rs = 1, έχουµε:

(3.4) e−πin2πcn =
∞∏
k=1

cos(πnrk) =
∞∏
k=1

cos(πnξk−1(1− ξ))

και οµοίως,

(3.5) e−πiu2πγ(u) =
∞∏
k=1

cos(πuξk−1(1− ξ)).

3.1 Το πρόβληµα της συµπεριφοράς στο άπειρο

Είναι γνωστό από τη στοιχειώδη ϑεωρία των τριγωνοµετρικών σειρών ότι αν η f είναι απόλυτα
συνεχής τότε ο µετασχηµατισµός Fourier-Stieltjes

γ(u) =
1

2π

∫ 2π

0
eiuxdf(x)
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τείνει στο 0, καθώς |u| → ∞, επειδή σε αυτήν την περίπτωση το γ(u) δεν τίποτε άλλο παρά
ο συνηθισµένος µετσχηµατισµός Fourier µιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης. Η κατάσταση
είναι αρκετά διαφορετική αν η f είναι συνεχής, αλλά ιδι·αζοψσα. Σε αυτή την περίπτωση η
γ(u) δεν τείνει αναγκαστικά στο 0, αν και υπάρχουν ιδιάζουσες συναρτήσεις για τις οποίες
γ(u)→ 0. Οι ίδιες παρατηρήσεις ισχύουν και για τους συντελεστές Fourier-Stieltjes cn.

Το πρόβληµα το οποίο ϑα λύσουµε είναι το ακόλουθο. ΄Εχοντας ένα τέλειο συµµετρικό
σύνολο µε σταθερή αναλογία τοµής ξ, το οποίο συµβολίζουµε µε E(ξ), κατασκευάζουµε τη
συνάρτηση Lebesque του συνόλου και προσπαθούµε να καθορίσουµε για ποιες τιµές του ξ ο
µετασχηµατισµός Fourier-Stieltjes (3.5) (ή οι συντελεστές Fourier-Stieltjes (3.4)) τείνει ή όχι
στο µηδέν όταν το |u| (ή το |n|) τείνει στο άπειρο (∞).

Θα αποδείξουµε πρώτα ένα γενικό ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 3.1. Για κάθε συνάρτηση f ϕραγµένης κύµανσης, τα ολοκληρώµατα Riemann-
Stieltjes

2πcn =

∫ 2π

0
einxdf(x) και 2πγ(u) =

∫ 2π

0
eiuxdf(x)

τείνουν ή όχι στο 0 µαζί όταν το |n| και το |u| τείνουν στο άπειρο.

Από τη στιγµή που είναι προφανές ότι η γ(u) = o(1) συνεπάγεται την cn = o(1) έχουµε
µόνο να αποδείξουµε την αντίστροφη πρόταση. Θα ϐασίσουµε την απόδειξη στο ακόλουθο
λήµµα.

Λήµµα 3.2. ΄Εστω f(x) µια συνάρτηση ϕραγµένης κύµανσης, τέτοια ώστε

(3.6)
∫ 2π

0
einxdf(x)→ 0

όταν |n| → ∞. ΄Εστω B(x) µια συνάρτηση για την οποία το ολοκλήρωµα Lebesque-Stieltjes∫ 2π

0
B(x)df(x)

έχει νόηµα. Τότε, το ολοκλήρωµα ∫ 2π

0
einxB(x)df(x)

τείνει επίσης στο µηδέν, καθώς |n| → ∞.

Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι από τις ιδιότητες του ολοκληρώµατος Lebesque-Stieltjes
υπάρχει κλιµακωτή συνάρτηση T (x):

(3.7)
∫ 2π

0
|B(x)− T (x)|df(x) < ε,
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µε το ε αυθαίρετα µικρό.
΄Επειτα, από γνωστό ϑεώρηµα του Wiener η υπόθεση (3.6) συνεπάγεται ότι η f είναι συνε-

χής. Ως εκ τούτου, στην (3.7) µπορούµε να αντικαταστήσουµε την T (x) µε ένα τριγωνοµετρικό
πολυώνυµο P (x). Αλλά η (3.6) συνεπάγεται ότι :∫ 2π

0
einxP (x)df(x)→ 0.

Εποµένως, αφού το ε είναι αυθαίρετα µικρό στην (3.7), έχουµε:∫ 2π

0
einxB(x)df(x)→ 0,

και το Λήµµα αποδείχθηκε.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1. Υποθέτουµε ότι

cn → 0 καθώς |n| → ∞.

Αν η γ(u) δεν τείνει στο µηδέν καθώς το |u| → ∞, µπορούµε να ϐρούµε µια ακολουθία
{uk}∞k=1 µε |uk| → ∞, τέτοια ώστε∣∣∣∣∫ 2π

0
eiukxdf(x)

∣∣∣∣ > δ > 0.

΄Εστω
uk = nk + ak,

µε τους nk ακέραιους και 0 6 ak < 1. Βρίσκοντας, αν είναι αναγκαίο, µια υπακολουθία της
{uk} µπορούµε να υποθέσουµε ότι η ak τείνει σε κάποιον αριθµό a. Τότε ϑα έχουµε:∣∣∣∣∫ 2π

0
einkxeiaxdf(x)

∣∣∣∣ > δ

2
> 0,

το οποίο έρχεται σε αντίφαση µε το Λήµµα αφού cn → 0 και η eiax είναι συνεχής. 2

Εποµένως, για να µελετηθεί η συµπεριφορά της cn ή της γ(u) είναι αρκετό να µελετηθεί
η

(3.8) Γ(u) =
∞∏
k=1

cos(πuξk)

όταν το u→∞.

Θεώρηµα 3.3. Το άπειρο γινόµενο Γ(u) τείνει στο µηδέν όταν το u→∞ αν και µόνο αν ο 1/ξ
δεν είναι αριθµός Pisot. Υποθέτουµε εδώ ότι ξ 6= 1/2.
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Παρατήρηση: ΄Εχουµε δει ότι οι εκφράσεις (3.4) και (3.5) αναπαριστούν αντίστοιχα τους συντε-
λεστές Fourier-Stieltjes και το µετασχηµατισµό Fourier-Stieltjes της συνάρτησης Lebesque
του συνόλου E(ξ) αν 0 < ξ < 1/2. Παρόλα αυτά, είναι εύκολο να δούµε ότι για να έχουν νόη-
µα τα άπειρα γινόµενα (3.4), (3.5) και (3.8), είναι αρκετό να υποθέσουµε ότι 0 < ξ < 1. Για
παράδειγµα, η Γ(u) αναπαριστά επίσης ένα µετασχηµατισµό Fourier-Stieltjes αν 0 < ξ < 1.

Το ϑεώρηµα ισχύει στη γενική περίπτωση όπου 0 < ξ < 1, αλλά κάνουµε αυτήν την
επιπλέον υπόθεση για να το αποδείξουµε.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 3.3. Αν Γ(u) 6= o(1) για u → ∞, µπορούµε να ϐρούµε µια
άπειρη αύξουσα ακολουθία us:

|Γ(us)| > δ > 0.

Γράφοντας 1/ξ = θ (θ > 1), µπορούµε να γράψουµε ότι

us = λsθ
ms ,

όπου οι ms είναι ϕυσικοί αριθµοί που αυξάνουν στο∞ και 1 6 λs < θ.
Βρίσκοντας, αν χρειάζεται, υπακολουθία της {us}, µπορούµε να υποθέσουµε ότι λs → λ

(1 6 λ 6 θ). Γράφουµε:

|Γ(us)| 6 cos(πλs) cos(πλsθ) · · · cos(πλsθ
ms),

από όπου έπεται ότι
ms∏
q=0

[1− sin2(πλsθ
q)] > δ2,

και αφού 1 + x < ex,
e−

∑ms
q=0 sin2(πλsθq) > δ2,

το οποίο σηµαίνει ότι,
ms∑
q=0

sin2(πλsθ
q) 6 log

(
1

δ2

)
.

∆ιαλέγοντας οποιοδήποτε r > s έχουµε:

ms∑
q=0

sin2(πλrθ
q) 6

mr∑
q=0

sin2(πλrθ
q) 6 log

(
1

δ2

)
.

Σταθεροποιώντας το s και αφήνοντας το r →∞ έχουµε:

ms∑
q=0

sin2(πλθq) 6 log

(
1

δ2

)
,
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και αφού το s είναι αυθαίρετα µεγάλο,

∞∑
q=0

sin2(πλθq) 6 log

(
1

δ2

)
,

το οποίο σύµφωνα µε το Κεφάλαιο 1, δείχνει ότι ο θ = ξ−1 είναι αριθµός Pisot. ΄Ετσι έχουµε
ότι η Γ(u) 6= o(1) συνεπάγεται ότι ο θ είναι αριθµός Pisot.

Αντίστροφα, αν ο θ είναι αριθµός Pisot και θ 6= 2, τότε το Γ(u) δεν πηγαίνει στο 0.
(Σηµείωση: αν ξ = 1/2 τότε οι συντλεστές Fourier-Stieltjes cn της (3.4) είναι µηδέν για όλα
τα n 6= 0 και τότε f(x) = x, 0 6 x 6 2π.)

Υποθέτοντας τώρα ότι θ = ξ−1 6= 2 έχουµε:

Γ(θk) = | cos(πθ) cos(πθ2) · · · cos(πθk) · · · | ·
∣∣∣cos

π

θ
· cos

π

θ2
· · · cos

π

θk

∣∣∣ .
Αφού ο θ είναι αριθµός Pisot έχουµε:

∑
sin2(πθn) <∞. Ως εκ τούτου, το άπειρο γινόµενο

∞∏
m=1

cos2(πθm)

συγκλίνει σε έναν αριθµό A 6= 0 (εκτός αν θq = h + 1
2 , µε τον h ϕυσικό αριθµό, το οποίο

απορρίπτεται, αφού ο θ είναι αριθµός Pisot. Ως εκ τούτου,

|Γ(θk)| >
√
A
∣∣∣cos

π

θ
· cos

π

θ2
· · ·
∣∣∣ ,

και το τελευταίο γινόµενο συγκλίνει σε έναν αριθµό B > 0, αφού θ 6= 2 (είναι αδύνατο να
έχουµε θq = 2 για q > 1 αν ο θ είναι αριθµός Pisot). Ως εκ τούτου,

|Γ(θk)| > B
√
A,

το οποίο ολοκληρώνει την απόδειξη του ϑεωρήµατος. 2

4 Σύνολα µοναδικότητας

΄Εστω η τριγωνοµετρική σειρά

(4.1)
∞∑
n=0

(an cosnx+ bn sinnx)

όπου η µεταβλητή x είναι πραγµατικός αριθµός. Η κλασσική ϑεωρία του Cantor δείχνει ότι
αν η σειρά τείνει παντού στο 0, τότε µηδενίζεται ταυτοτικά, δηλαδή

an = 0 και bn = 0, για κάθε n.
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Ο Cantor γενίκευσε το παραπάνω αποτέλεσµα αποδεικνύοντας ότι αν η (4.1) τείνει στο 0
για όλα τα x εκτός ενός συνόλου E που περιέχει πεπερασµένα το πλήθος σηµεία x, τότε το
αποτέλεσµα ισχύει και πάλι δηλαδή

an = 0 και bn = 0, για κάθε n.

Ο Cantor έδειξε ακόµα ότι το συµπέρασµα ισχύει ακόµα και αν το σύνολο E′ των σηµείων
συσσώρευσης του E είναι πεπερασµένο, ή ακόµα και µε την προϋπόθεση ότι οποιοδήποτε
από τα παράγωγα σύνολα του E (το οποίο είναι πεπερασµένης ή υπερπεπερασµένης τάξης)
είναι κενό, µε άλλα λόγια αν το E είναι ένα αριθµήσιµο σύνολο το οποίο είναι αναγώγιµο.

Τα αποτελέσµατα του Cantor αποδείχθηκαν το 1870. Το 1908, ο W. H. Young απέδειξε
ότι το αποτέλεσµα του Cantor ισχύει ακόµα και αν το E είναι αριθµήσιµο (όχι αναγκαία
αναγώγιµο).

Τα προηγούµενα αποτελέσµατα οδηγούν στον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 4.1. ΄Εστω E ένα σύνολο σηµείων του (0, 2π). Το E λέγεται σύνολο µοναδικότητας
(ϑα το λέµε U σύνολο) αν δεν υπάρχει τριγωνοµετρική σειρά (εκτός της ταυτοτικά µηδενικής)
που να συγκλίνει στο µηδέν παντού, εκτός ίσως, από κάποια x ∈ E. ∆ιαφορετικά ϑα λέγεται
σύνολο πολλαπλότητας (M σύνολο).

Είδαµε ότι οποιοδήποτε αριθµήσιµο σύνολο είναι U σύνολο. Επίσης, όπως ϑα δείξουµε
στη συνέχεια, αν το E είναι σύνολο ϑετικού µέτρου, τότε το E είναι M σύνολο.

Συνεπώς, είναι ϕυσιολογικό να προσπαθήσουµε να χαρακτηρίσουµε τα σύνολα µέτρου
0 χωρίζοντάς τα στις κλάσεις M και U . Θα δώσουµε µια µερική λύση στο πρόβληµα αυτό
στα επόµενα δυο κεφάλαια. Θα ξεκινήσουµε αναφέροντας µερικά ϐασικά ϑεωρήµατα της
ϑεωρίας του Riemann για τις τριγωνοµετρικές σειρές.

Ορισµός 4.2. (α) Για κάθε συνάρτηση G(x), της πραγµατικής µεταβλητής x, γράφουµε

1

h2
∆2G(x) =

G(x+ h) +G(x− h)− 2G(x)

h2
,

και αν αυτή συγκλίνει για κάποιο σταθερό x σε ένα όριο λ, όταν το h→ 0, ϑα λέµε ότι η G(x)
έχει, στο σηµείο x, δεύτερη γενικευµένη παράγωγο ίση µε λ.
(ϐ) Αν σε κάποιο σηµείο x, η

1

h2
∆2G(x) =

G(x+ h) +G(x− h)− 2G(x)

h2

τείνει στο 0 όταν h→ 0, ϑα λέµε ότι η G(x) είναι οµαλή στο σηµείο x.

Θεώρηµα 4.3 (Cantor-Lebesgue). Αν η τριγωνοµετρική σειρά

(4.2)
a0

2
+
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

συγκλίνει σε ένα σύνολο ϑετικού µέτρου, τότε οι συντελεστές an, bn τείνουν στο µηδέν.
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Ορισµός 4.4. Αν ολοκληρώσουµε τη σειρά (4.2) δύο ϕορές, υποθέτοντας ότι an → 0, bn → 0,
παίρνουµε τη συνεχή συνάρτηση

(4.3) F (x) =
1

4
a0x

2 −
∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

n2
,

η οποία συγκλίνει οµοιόµορφα. Αν, σε κάποιο x, η F (x) έχει δεύτερη παράγωγο ίση µε s,
λέµε ότι η (4.2) είναι Riemann αθροίσιµη ή R-αθροίσιµη και το άθροισµα της είναι ίσο µε s.

Θεώρηµα 4.5. Αν η σειρά (4.2) (µε an, bn → 0) συγκλίνει στο s για ένα σηµείο x, τότε είναι
επίσης R-αθροίσιµη στο s στο σηµείο x.

Θεώρηµα 4.6. Αν η σειρά (4.2), µε συντελεστές που τείνουν στο 0, είναι R-αθροίσιµη στο 0 για
όλα τα σηµεία ενός διαστήµατος, τότε η σειρά συγκλίνει στο 0 στο διάστηµα αυτό (συνέπεια της
αρχής της τοπικότητας).

Θεώρηµα 4.7. Η συνάρτηση F (x), υποθέτοντας πάντα ότι an → 0, bn → 0, είναι οµαλή σε
κάθε σηµείο x.

Θεώρηµα 4.8. ΄Εστω G(x) συνεχής σε ένα διάστηµα (a, b). Αν η δεύτερη παράγωγος υπάρχει
και είναι ίση µε 0 στο (a, b), τότε η G(x) είναι γραµµική στο (a, b).

Θεώρηµα 4.9. Το Θεώρηµα 4.8 ισχύει ακόµα και αν η δεύτερη παράγωγος υπάρχει και είναι
0 εκτός από τα σηµεία ενός αριθµήσιµου συνόλου E, υπό την προϋπόθεση ότι στα σηµεία αυτά
η G είναι οµαλή.

Ιστορικά, αυτό το ϑεώρηµα αποδείχτηκε πρώτα από τον Cantor όταν (α) το E είναι πε-
περασµένο, (ϐ) το E είναι αναγώγιµο, δηλαδή έχει παράγωγο σύνολο πεπερασµένης ή αριθ-
µήσιµης τάξης το οποίο είναι κενό. Επεκτάθηκε πολύ αργότερα από τον Young στη γενική
περίπτωση που το E είναι αριθµήσιµο.

Τελικά από το Θεώρηµα 4.9 οδηγούµαστε στο παρακάτω ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.10. Αν η σειρά (4.2) συγκλίνει στο 0 για όλα τα σηµεία του (0, 2π) εκτός, ίσως,
από τα σηµεία x ενός αριθµήσιµου συνόλου E, τότε η σειρά είναι ταυτοτικά µηδέν. Με άλλα
λόγια κάθε αριθµήσιµο σύνολο είναι U σύνολο.

Απόδειξη. Είναι άµεση συνέπεια των Θεωρηµάτων 4.5, 4.7, και 4.9. Εφαρµόζοντας αυτά τα
ϑεωρήµατα ϐλέπουµε ότι η F (x) είναι γραµµική, έστω F (x) = Ax+B. Συνεπώς, για όλα τα
x,

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

n2
=

1

4
a0x

2 −Ax−B.

Η περιοδικότητα της σειράς δίνει ότι a0 = A = 0. Επίσης, αφού η σειρά συγκλίνει οµοιό-
µορφα, συµπεραίνουµε ότι B = 0 και an = bn = 0 για κάθε n. Συνεπώς A = B = 0, άρα
F (x) = 0.
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Αποδεικνύουµε τώρα το εξής.

Θεώρηµα 4.11. Κάθε σύνολο ϑετικού µέτρου είναι M σύνολο.

Απόδειξη. ΄Εστω E ⊂ (0, 2π) και |E| > 0. Είναι αρκετό να δείξουµε ότι υπάρχει τριγωνοµε-
τρική σειρά (που δεν είναι ταυτοτικά 0) η οποία συγκλίνει στο 0 για κάθε x στο συµπλήρωµα
του E, το οποίο συµβολίζουµε µε Ec.

΄Εστω P ένα τέλειο σύνολο (δηλαδή το P είναι κλειστό και P = P ′, όπου P ′ το σύνολο
των σηµείων συσσώρευσης του P ), µε P ⊂ E και |P | > 0. Παίρνουµε την χαρακτηριστική
του συνάρτηση χP (x). Σε ένα διάστηµα ∆ στο συµπλήρωµα του P , έχουµε ότι χP (x) = 0.
Συνεπώς η σειρά Fourier της χP (x),

a0

2
+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx) ∼ χP (x)

συγκλίνει στο 0 στο ∆. Συνεπώς συγκλίνει στο 0 στο P c, και επίσης Ec ⊂ P c, άρα συγκλίνει
στο µηδέν και στο Ec. Αλλά αυτή η σειρά δεν είναι ταυτοτικά 0 γιατί

a0 =
1

π

∫ 2π

0
χP (x)dx =

|P ∩ [0, 2π]|
π

=
|P |
π

> 0,

αφού |P | > 0. Το οποίο αποδεικνύει το ϑεώρηµα.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.8. Αν G′′(x) = 0 και x0 στο (a, b), τότε έχουµε ότι∫ x

x0

G′′(t)dt =

∫ x

x0

0 dt

άρα,
G′(x)−G′(x0) = c

από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του διαφορικού λογισµού, άρα G′(x) = G′(x0) + c και ολοκλη-
ϱώνοντας ακόµα µια ϕορά έχουµε∫ x

x0

G′(t)dt =

∫ x

x0

[G′(x0) + c] dt.

Από το ίδιο ϑεώρηµα, G(x)−G(x0) = [G′(x0) + c](x− x0), δηλαδή

G(x) = [G′(x0 =) + c](x− x0) +G(x0).

΄Αρα, αν A = G′(x0) + c και B = G(x0)− [G′(x0) + c]x0, τότε G(x) = Ax+ B και άρα η G
είναι γραµµική. 2
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4.1 Σύνολα πολλαπλότητας

Το πρόβληµα της ταξινόµησης των συνόλων µέτρου µηδέν σε σύνολα U και M παραµένει
ανοικτό. Αλλά έχει απαντηθεί πλήρως για συγκεκριµένες οικογένειες τέλειων συνόλων, όπως
ϑα δείξουµε στα επόµενα δύο κεφάλαια.

Θα χρειαστούµε το επόµενο Θεώρηµα.

Θεώρηµα 4.12. Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι ένα κλειστό σύνολο σύνολο
πολλαπλότητας (δηλαδή σύνολο τύπου M ), είναι να υπάρχει τριγωνοµετρική σειρά

∞∑
n=−∞

cne
inx

(όχι ταυτοτικά µηδέν), µε συντελεστές cn = o(1/n) που να αναπαριστά σταθερή συνάρτηση σε
κάθε διάστηµα ξένο προς το E.

Απόδειξη. Η συνθήκη είναι αναγκαία. ΄Εστω E ένα κλειστό σύνολο τύπου M . Θεωρούµε µια
µη µηδενική τριγωνοµετρική σειρά

(4.4)
∞∑

n=−∞
γne

inx,

που να συγκλίνει στο µηδέν σε κάθε διάστηµα ξένο προς το E.
Αρχικά, ϑα δείξουµε ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε µια σειρά

(4.5)
∞∑

n=−∞
γne

inx,

αλλά µε το γ0 = 0, που να έχει την ίδια ιδιότητα. Η (4.4) έχει τουλάχιστον ένα µη µηδενικό
συντελεστή, ας πούµε, τον γk. ΄Εστω l 6= k. Η σειρά

γke
−ilx

∑
γne

inx − γle−ikx
∑

γne
inx

έχει µηδενικό σταθερό όρο, και συγκλίνει στο µηδέν, όπως η (4.4), για κάθε x που ανήκει
στο Ec, το συµπληρωµατικό σύνολο του E. ΄Εστω E1 το σύνολο όπου η (4.4) δεν συγκλίνει
στο µηδέν. Η (4.5) δεν µπορεί να είναι ταυτοτικά µηδέν, αφού τα µόνα σηµεία του E1 (που
πρέπει να είναι υποχρεωτικά άπειρα το πλήθος) για τα οποία η (4.5) συγκλίνει στο µηδέν
είναι τα σηµεία (πεπερασµένα το πλήθος), όπου

γke
−ilx − γle−ikx = 0.

Θεωρούµε τώρα τη σειρά
∞∑

n=−∞
γne

inx (γ0 = 0),
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η οποία συγκλίνει στο µηδέν στο συµπλήρωµα του E. Ολοκληρώνοντας τη σειρά δύο ϕορές,
έχουµε την

−1∑
n=−∞

γn
−n2

einx +

∞∑
n=1

γn
−n2

einx,

και άρα από τα Θεωρήµατα του Riemann (Θεωρήµατα 4.5 και 4.8), η σειρά αναπαριστά µια
γραµµική συνάρτηση σε κάθε διάστηµα του Ec. Αλλά αυτή η σειρά είναι το ολοκλήρωµα της
σειράς Fourier

−1∑
n=−∞

γn
in
einx +

∞∑
n=1

γn
in
einx,

η οποία ϑα πρέπει συνεπώς να αναπαριστά σταθερή συνάρτηση σε κάθε διάστηµα του Ec,
και αυτό είναι αρκετό για να πούµε ότι τα

cn =
γn
in

= o(1/n),

αφού υποχρεωτικά γn → 0 (Θεώρηµα 4.3).
Η συνθήκη είναι ικανή. Υποθέτουµε ότι η σειρά

∞∑
n=−∞

cne
inx

(όχι ταυτοτικά µηδέν), µε συντελεστές cn = o(1/n) αναπαριστά σταθερή συνάρτηση σε κάθε
διάστηµα του Ec. Μπορούµε να γράψουµε

cn =
γn
in

µε γn → 0.

΄Επεται ότι το ολοκλήρωµα της σειράς

c0x−
∞∑
|n|>1

γn
n2
einx

αναπαριστά µια γραµµική συνάρτηση σε κάθε διάστηµα του Ec. Συνεπώς, η σειρά∑
γne

inx

είναι R-αθροίσιµη στο µηδέν σε κάθε διάστηµα του Ec και άρα, από το Θεώρηµα 4.6, συγκλί-
νει στο µηδέν σε κάθε διάστηµα ξένο προς τοE, και άρα τοE είναι σύνολο πολλαπλότητας.

Σχόλιο. Αν η σειρά
∞∑

n=−∞
cne

inx
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του ϑεωρήµατος αναπαριστά µια συνάρτηση ϕραγµένης κύµανσης, η σειρά∑
γne

inx

που συγκλίνει στο µηδέν στο Ec είναι µια σειρά Fourier-Stieltjes (µε τη συνήθη ορολογία,
η σειρά Fourier-Stieltjes ενός «µέτρου», του οποίου ο «ϕορέας» είναι το E). Σε αυτήν την
περίπτωση, λέµε ότι το E είναι ένα σύνολο πολλαπλότητας µε την περιορισµένη έννοια.

Για την κατασκευή ενός συνόλου πολλαπλότητας µε την περιορισµένη έννοια, είναι αρκετό
να κατασκευάσουµε ένα τέλειο σύνολο, ϕορέα ενός µέτρου

dµ ∼
∞∑

n=−∞
γne

inx,

µε συντελεστές Fourier-Stieltjes

γn =
1

2π

∫ 2π

0
e−inxdµ(x),

που τείνουν στο 0 όταν |n| > ∞. Συνέπεια των αποτελεσµάτων της Παραγράφου 2 είναι ότι
κάθε συµµετρικό τέλειο σύνολο E(ξ) µε σταθερή αναλογία τοµής ξ, τέτοιο ώστε ο 1/ξ να µην
είναι αριθµός Pisot, είναι ένα σύνολο πολλαπλότηταςM . Πράγµατι, µε ϐάση το προηγούµενο
σχόλιο, είναι αρκετό να πάρουµε ως µ το µέτρο που προκύπτει από τη συνάρτηση Lebesgue
του συνόλου E(ξ).

4.2 Κατασκευή συνόλων µοναδικότητας

΄Εχουµε µόλις δει ότι για να αποδείξουµε αν ένα κλειστό σύνολο E είναι σύνολο µοναδικότη-
τας, πρέπει να αποδείξουµε ότι δεν υπάρχει σειρά

∞∑
n=−∞

cne
inx

(όχι ταυτοτικά µηδέν), µε συντελεστές cn = o(1/n) που να αναπαριστά σταθερή συνάρτηση
σε κάθε διάστηµα του Ec.

Αποδείξαµε µόνο ότι ένα συµµετρικό τέλειο σύνολο E(ξ) είναι σύνολο τύπου M αν ο ξ−1

δεν είναι αριθµός Pisot, αλλά δεν µπορούµε, σε αυτό το στάδιο να δείξουµε ότι αν ο ξ−1

είναι αριθµός Pisot τότε το E(ξ) είναι σύνολο τύπου U . Αυτό γιατί εµείς ξέρουµε µόνο ότι
αν ο ξ−1 είναι αριθµός Pisot τότε οι συντελεστές Fourier-Stieltjes του µέτρου Lebesque που
κατασκευάζεται στο σύνολο δεν τείνουν στο µηδέν. Αλλά εµείς δεν ξέρουµε (α) αν αυτό είναι
αληθές για κάθε µέτρο του οποίου ο ϕορέας είναι το E(ξ) ή (ϐ) αν δεν υπάρχει σειρά

∞∑
n=−∞

cne
inx
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µε cn = o(1/n) που να αναπαριστά σταθερή συνάρτηση σε κάθε διάστηµα του Ec και η
οποία δεν είναι συνάρτηση ϕραγµένης κύµανσης (η σειρά

∑
γne

inx δεν είναι σειρά Fourier-
Stieltjes).

Μια τέτοια απόδειξη ϑα ήταν αρκετά δύσκολο να γίνει. Γενικά για να αποδείξουµε ότι ένα
σύνολο E είναι σύνολο τύπου U προσπαθούµε να αποδείξουµε ότι ανήκει σε µια οικογένεια
συνόλων, για τα οποία γνωρίζουµε από ορισµένες ιδιότητές τους, ότι είναι σύνολα τύπου U .
Στο πλαίσιο αυτό ϑα κάνουµε χρήση του ακόλουθου ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 4.13. ΄Εστω E ένα κλειστό σύνολο τέτοιο ώστε να υπάρχει µια άπειρη ακολουθία
συναρτήσεων {λk(x)}∞k=1 µε τις ακόλουθες ιδιότητεσ:

1. λk(x) = 0 για όλα τα k, όταν x ∈ E.

2. Η σειρά Fourier κάθε

λk(x) =
∑
n

γ(k)
n einx

συγκλίνει απολύτως, και έχουµε : ∑
n

|γ(k)
n | < A,

όπου A σταθερά ανεξάρτητη του k.

3. ΄Εχουµε : limk→∞ γ
(k)
n = 0 για n 6= 0, και

lim
k→∞

γ
(k)
0 = l 6= 0.

4. Η παράγωγος λ′k(x) υπάρχει για κάθε x και για κάθε k και είναι ϕραγµένη, όπου το
ϕράγµα µπορεί να εξαρτάται από το k.

Κάτω από αυτές τις υποθέσεις, το E είναι σύνολο µοναδικότητας.

Θα αποδείξουµε αρχικά το ακόλουθο λήµµα.

Λήµµα 4.14. ΄Εστω E ένα κλειστό σύνολο, λ(x) µια συνάρτηση που µηδενίζεται για x ∈ E και
η οποία έχει απολύτως συγκλίνουσα σειρά Fourier

∑
γne

inx και ϕραγµένη παράγωγο λ′(x).
΄Εστω

∑
cne

inx µια τριγωνοµετρική σειρά, η οποία συγκλίνει στο µηδέν σε κάθε διάστηµα του
συµπληρωµατικού συνόλου Ec. Κάτω από αυτές τις υποθέσεις έχουµε :∑

γn cn = 0.

(Αυτή η σειρά προφανώς συγκλίνει, αφού
∑
|γn| <∞ και cn → 0).
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Απόδειξη. ΄Εστω ∆ ένα διάστηµα ξένο προς το E. Η σειρά

c0
x2

2
−
∞∑
|n|>1

cn
n2
einx

συγκλίνει σε µια γραµµική συνάρτηση στο ∆. Ως εκ τούτου, η σειρά Fourier

f ∼
∑
n6=0

cn
in
einx

αναπαριστά στο ∆ µια συνάρτηση −y0q + a, όπου η σταθερά a = a(∆) εξαρτάται από το ∆.
Ο τύπος του Parseval ισχύει από την υπόθεσή µας για τις συναρτήσεις f(x) και

λ′(x) ∼
∑

γn(in)einx,

και δίνει
1

2π

∫ 2π

0
λ′(x)f(x)dx = −

∑
|n|>1

γn cn.

Αυτό το ολοκλήρωµα είναι ίσο µε

1

2π

∑
∆

∫
∆
λ′(x)(−c0x+ a) dx,

αφού οι λ(x) και λ′(x) είναι µηδέν για x ∈ E. (Σηµειώνουµε ότι αν το E είναι κλειστό αλλά
όχι τέλειο, τα µεµονωµένα σηµεία του είναι αριθµήσιµα το πλήθος). Ολοκληρώνοντας κατά
παράγοντες, ϐλέπουµε ότι∫

∆
λ′(x)(−c0x+ a) dx = [(−c0x+ a)λ(x)]∆ + c0

∫
∆
λ(x) dx,

και συγκρίνοντας τις τελευταίες τρεις σχέσεις, έχουµε

−
∑
|n|>1

γncn = c0
1

2π

∑
∆

∫
∆
λ(x) dx = c0

1

2π

∫ 2π

0
λ(x) dx = c0γ0,

ή τελικά,
∑
γncn = 0.

Σηµείωση. Η υπόθεση ότι η λ′(x) είναι ϕραγµένη ϑα µπορούσε να είναι ασθενέστερη (το οποίο
ϑα οδηγούσε σε µία ασθενέστερη υπόθεση (4) του ϑεωρήµατος) αλλά αυτό δεν παρουσιάζει
ενδιαφέρον στις εφαρµογές µας. Θα πρέπει να τονίσουµε όµως ότι κάποια υπόθεση για την
λ(x) είναι απαραίτητη. Πράγµατι, ξέρουµε ότι από πρόσφατα αποτελέσµατα στη ϕασµατική
σύνθεση το λήµµα δεν ϑα ίσχυε αν υποθέταµε µόνο ότι λ(x) = 0 για x ∈ E και ότι η σειρά
Fourier συγκλίνει απολύτως.
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Απόδειξη του Θεωρήµατος 4.13. Υποθέτουµε ότι το E δεν είναι σύνολο µοναδικότητας.
΄Αρα ϑα υπάρχει µια σειρά ∑

cne
inx

(όχι ταυτοτικά 0) που συγκλίνει στο 0 σε κάθε διάστηµα του Ec. Το Λήµµα τότε δίνει ότι :

(4.6)
∑
n

γ
(k)
n cn = 0

για όλα τα k.
Αφού cn → 0 όταν n→∞ (από το γενικό Θεώρηµα 3.1) η υπόθεση (2) δίνει :∣∣∣∣∣∣

∑
|n|>N

γ
(k)
n cn

∣∣∣∣∣∣ 6 A ·max{|cn| : |n| > N} 6 Aε,

όπου το ε είναι αυθαίρετα µικρό για αρκετά µεγάλο N . ΄Εχοντας σταθεροποιήσει το N ,
έχουµε ∣∣∣∣∣∣

∑
16|n|<N

γ
(k)
n cn

∣∣∣∣∣∣ 6 ε

για αρκετά µεγάλα k από την υπόθεση (3) του Θεωρήµατος. Ως εκ τούτου, ο πρώτος όρος της
(4.6) διαφέρει από το c0l κατά µία ποσότητα αυθαίρετα µικρή για αρκετά µεγάλα k. Αυτό
αποδεικνύει ότι c0 = 0. Πολλαπλασιάζοντας τη σειρά∑

cne
inx

µε e−ikx, ϐρίσκουµε ότι ο σταθερός της όρος είναι ck. ΄Ετσι, το ίδιο επιχείρηµα δίνει ότι ck = 0
για όλα τα k, ότι η σειρά

∑
cne

inx είναι ταυτοτικά µηδέν και ότι το E είναι σύνολο τύπου U .
2

Πρώτη εφαρµογή: σύνολα τύπου H. Θα λέµε ότι ένα σύνολο E ⊂ (0, 2π) είναι «τύπου H»
αν υπάρχουν ένα διάστηµα (a, b) το οποίο περιέχεται στο (0, 2π) και µια άπειρη ακολουθία
ακεραίων {nk}∞k=1 τέτοια ώστε για οποιοδήποτε x ∈ E κανένα από τα σηµεία nkx (διαιρεµένα
modulo 2π) δεν ανήκει στο (a, b).

Για παράδειγµα, τα σηµεία του τριαδικού συνόλου του Cantor (το οποίο ϑεωρούµε κατα-
σκευασµένο στο (0, 2π)):

x = 2π
[ε1

3
+
ε2

32
+ · · ·+ εk

3k
+ · · ·

]
όπου κάθε εj είναι 0 ή 2, σχηµατίζουν ένα σύνολο τύπου H, αφού τα σηµεία

3kx (mod 2π)

δεν ανήκουν ποτέ στο µεσαίο τρίτο του (0, 2π). Το ίδιο ισχύει για κάθε συµµετρικό τέλειο
σύνολο E(ξ) µε σταθερή αναλογία τοµής ξ, αν ο 1/ξ είναι ακέραιος αριθµός.
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Θεώρηµα 4.15. Κάθε κλειστό σύνολο τύπου H (άρα και κάθε σύνολο τύπου H ) είναι ένα
σύνολο τύπου U .

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε ε > 0, αυθαίρετα µικρό, και ορίζουµε µια συνάρτηση λ(x) µηδε-
νική στο (0, a) και στο (b, 2π), ίση µε 1 στο (a+ ε, b− ε) και µε ϕραγµένη παράγωγο λ′(x),
τέτοια ώστε η σειρά Fourier της να συγκλίνει απόλυτα.

Γράφουµε
λ(x) =

∑
m

γme
imx

και
λk(x) = λ(nkx) =

∑
m

γme
imnkx.

Η ακολουθία των συναρτήσεων {λk(x)} ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος (4.13).
Συγκεκριµένα, το λ(nkx) είναι µηδέν για όλα τα x ∈ E και για όλα τα k, και αφού

γ(k)
n = γm

αν και µόνο αν n = mnk, και γ
(k)
n = 0 αν ο nk δεν διαιρεί τον n, ϐλέπουµε ότι η υπόθεση (3)

ικανοποιείται µε

l = γ0 =
1

2π

∫ 2π

0
λ(x)dx =

1

2π
(b− a− 2ε),

το οποίο είναι ϑετικό αν το ε έχει επιλεγεί αρκετά µικρό.

∆εύτερη εφαρµογή: σύνολα τύπου H(n). Τα σύνολα τύπου H έχουν γενικευθεί από τον
Piatecki-Shapiro, ο οποίος περιέγραψε τα παρακάτω σύνολα, τα οποία αποκάλεσε τύπου
H(n).

Ορισµός 4.16. Θεωρούµε στον n-διάστατο Ευκλείδειο χώρο Rn µια άπειρη οικογένεια δια-
νυσµάτων {Vk} µε ακέραιες συντεταγµένες

Vk = {p(1)
k , p

(2)
k , . . . , p

(n)
k }, k = 1, 2, . . .

Αυτή η οικογένεια ϑα ονοµάζεται κανονική, αν, δοθέντων n ακεραίων a1, a2, . . . , an, οι οποίοι
δεν είναι όλοι µηδέν, έχουµε:∣∣∣a1p

(1)
k + a2p

(2)
k + · · ·+ anp

(n)
k

∣∣∣→∞
όταν k →∞.

΄Εστω ∆ µια περιοχή στο n-διάστατο torus

0 6 xj < 2π (j = 1, 2, . . . , n).
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Θα λέµε ότι ένα σύνολο E ανήκει στα σύνολα τύπου H(n) αν υπάρχουν µια περιοχή ∆ και
µια κανονική οκογένεια διανυσµάτων Vk τέτοια ώστε, για όλα τα x ∈ E και για όλα τα k, το
σηµείο µε συντεταγµένες

p
(1)
k x, p

(2)
k x, . . . , p

(n)
k x,

όλες διαιρεµένες modulo 2π, να µην ανήκει στο ∆.

Θεώρηµα 4.17. Κάθε σύνολο E τύπου H(n) είναι σύνολο µοναδικότητας.

Απόδειξη. Μπορούµε και πάλι να υποθέσουµε ότι το E είναι κλειστό και να πάρουµε n = 2,
τη δισδιάστατη περίπτωση, ως συνήθως. Υποθέτουµε ότι η οικογένεια των διανυσµάτων

Vk = (pk, qk)

είναι κανονική. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το ∆ αποτελείται από τα σηµεία (x1, x2) που
ικανοποιούν τις

a1 < x1 < b1 και a2 < x2 < b2,

όπου τα διαστήµατα (a1, b1) και (a2, b2) περιέχονται στο (0, 2π).
Ορίζουµε δύο συναρτήσεις λ(x) και µ(x), οι οποίες κατασκευάζονται µε ϐάση τα διαστή-

µατα (a1, b1) και (a2, b2) αντίστοιχα, όπως ήταν, στην περίπτωση των συνόλων τύπου H, η
συνάρτηση λ(x) ορισµένη µε ϐάση το (a, b). Κάτω από αυτές τις συνθήκες, οι συναρτήσεις

λ(pkx)µ(qkx), (k = 1, 2, . . .)

είναι ίσες µε µηδέν για όλα τα k και για όλα τα x ∈ E. Αυτή η ακολουθία των συναρτήσεων
ϑα παίξει το ϱόλο των ακολουθιών που συµβολίζαµε µε λk(x) στο Θεώρηµα 4.13. ΄Ετσι η
υπόθεση (1) του Θεωρήµατος 4.13 ικανοποιείται.

Γράφουµε
λ(x) =

∑
γme

imx, µ(x) =
∑

δme
imx.

Η σειρά Fourier της λ(pkx)µ(qkx) συγκλίνει απολύτως και γράφοντας

λ(pkx)µ(qkx) =
∑

c(k)
n einx,

έχουµε ∑
c(k)
n einx =

∑
γmδm′ei(mpk+m′qk)x

και ∑
|c(k)
n | 6

(∑
|γn|

)(∑
|δn|
)
6 A.

Αυτό αποδεικνύει ότι η συνθήκη (2) επίσης ικανοποιείται.
Η συνθήκη (4) ικανοποιείται αν έχουµε επιλέξει τις λ(x) και µ(x) να έχουν ϕραγµένες

παραγώγους.
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Τέλος για τη συνθήκη (3) παρατηρούµε ότι

(4.7) c(k)
n =

∑
n=mpk+m′qk

γmδm′ .

Υποθέτουµε πρώτα ότι n = 0. Τότε,

c
(k)
0 =

∑
mpk+m′qk 6=0

γmδm′ = γ0δ0 +
∑

mpk+m′qk=0

∗γmδm′ = γ0δ0 + T,

όπου το αστεράκι (∗) σηµαίνει ότι : |m| + |m′| 6= 0. Θα αποδείξουµε ότι το T τείνει στο
µηδέν όταν k → ∞. Γράφουµε T = T1 + T2, όπου το T1 αφορά τους δείκτες |m| 6 N ,
|m′| 6 N . Αφού η οικογένεια των διανυσµάτων {Vk} είναι κανονική, αν |m| + |m′| 6= 0,
τότε το mpk + m′qk δεν µπορεί να είναι µηδέν αν το k είναι αρκετά µεγάλο και αν τα m
και m′ επιλεγούν ανάµεσα στους πεπερασµένους το πλήθος ακεραίους που ικανοποιούν τις
|m| 6 N , |m′| 6 N . Από την άλλη µεριά, στο T2, είτε |m| > N είτε |m′| > N και έτσι το

|T2| 6

 ∑
|m|>N

|γm|

( ∞∑
−∞
|δm′ |

)
+

( ∞∑
−∞
|γm|

) ∑
|m′|>N

|δm′ |


είναι αυθαίρετα µικρό για N αρκετά µεγάλο. ∆ιαλέγοντας αρχικά ένα N και έπειτα ένα k,
ϐλέπουµε ότι

c
(k)
0 → γ0δ0

καθώς k →∞, και αφού γ0δ0 6= 0, το δευτέρο σκέλος της συνθήκης (3) έχει ικανοποιηθεί.
Αν τώρα n 6= 0, τότε το δεύτερο µέλος της (4.7) δεν περιέχει τον όρο όπου m = 0,m′ = 0.

Το ίδιο επιχείρηµα οδηγεί τότε στο συµπέρασµα ότι

c(k)
n → 0 για k →∞, n 6= 0.

Ολοκληρώνεται έτσι η απόδειξη ότι όλες οι συνθήκες του γενικού ϑεωρήµατος ικανοποιούνται,
και ως εκ τούτου ότι το σύνολο E είναι σύνολο µοναδικότητας.

5 Το ϑεώρηµα Salem-Zygmund

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα χρησιµοποιήσουµε το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Minkowski για τις
γραµµικές µορφές.

Θεώρηµα 5.1 (Minkowski). ΄Εστω οι n γραµµικές µορφές n µεταβλητών

λp(x) =

n∑
q=1

apqxq, p = 1, 2, . . . , n
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όπου υποθέτουµε πρώτα ότι οι συντελεστές apq είναι πραγµατικοι αριθµοί. Υποθέτουµε ότι η
ορίζουσα D = det(A), όπου

A =

 a1
1 · · · a1

n
...

. . .
...

an1 · · · ann


δεν είναι 0. Αν οι ϑετικοί αριθµοί δ1, δ2, . . . , δn είναι τέτοιοι ώστε δ1δ2 · · · δn > |D| τότε υπάρχει
ένα σηµείο x µε ακέραιες συντεταγµένες x = (x1, x2, . . . , xn), όχι όλες µηδέν, τέτοιο ώστε

|λp(x)| 6 δp, p = 1, 2, . . . , n.

Παρατήρηση 5.2. Το ϑεώρηµα ισχύει ακόµα και αν οι αριθµοί apq είναι µιγαδικοί, υπό τις
εξής προϋποθέσεισ:

1. οι µιγαδικοί να αποτελούν συζυγή Ϲεύγη,

2. τα δp που αντιστοιχούν σε συζυγείς µιγαδικούς να είναι ίσα.

Θεώρηµα 5.3. ΄Εστω E(ξ) ένα συµµετρικό τέλειο σύνολο στο (0, 2π), µε σταθερή αναλογία
τοµής ξ. Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι το E(ξ) σύνολο µοναδικότητας είναι ο
1/ξ να είναι αριθµός Pisot.

Απόδειξη. Το αναγκαίο της συνθήκης προκύπτει από τα αποτελέσµατα της προηγούµενης
παραγράφου. Αρκεί να δείξουµε τώρα το ικανό: αν ο ξ−1 είναι αριθµός Pisot τότε τοE(ξ) είναι
U -σύνολο. Απλοποιούµε λίγο τις εξισώσεις, κατασκευάζοντας το E(ξ) στο [0, 1]. Γραφούµε
θ = 1/ξ και υποθέτουµε, ϕυσικά, ότι θ > 2. ∆εχόµαστε ότι ο θ είναι αριθµός Pisot, και
συµβολίζουµε µε n το ϐαθµό του. Θα δείξουµε ότι το E(ξ) είναι τύπου H(n), και άρα, σύνολο
µοναδικότητας.

Τα στοιχειά του E(ξ) δίνονται από την

x = ε1r1 + · · ·+ εjrj + · · · ,

όπου

rj = ξj−1(1− ξ) =
1

θj−1

(
1− 1

θ

)
=
θ − 1

θj
,

και εj = 0 ή 1. Επιπλέον,

x = (θ − 1)
(ε1

θ
+
ε2

θ2
+ · · ·+ εj

θj
+ · · ·

)
.

Συµβολίζουµε µε λ έναν ϑετικό αλγεβρικό ακέραιο στο σώµα του θ, τον οποίο ϑα ορίσουµε
µετά. Επίσης, συµβολίζουµε µε a1, a2, . . . , an−1 τους συζυγείς του θ και µε µ1, µ2, . . . , µn−1

τους συζυγείς του λ.
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΄Εχουµε, αν x είναι ένα σταθερό στοιχείο του E(ξ) και m ένας µη-αρνητικός ακέραιος,

(5.1) λθmx = λ(θ − 1)
(εm+1

θ
+ · · ·

)
+R,

όπου
R = λ(θ − 1)(ε1θ

m−1 + ε2θ
m−2 + · · ·+ εm).

Παρατηρούµε ότι για κάθε ϑετικό ακέραιο p,

λ(θ − 1)θp +
n−1∑
i=1

µi(ai − 1)api ≡ 0 (mod 1).

΄Αρα,

λ(θ − 1)θp ≡ −
n−1∑
i=1

µi(ai − 1)api .

Συνεπώς, έχοντας και ότι |ai| < 1, παίρνουµε

(5.2) |R| 6 2
n−1∑
i=1

|µi| ·
∞∑
m=0

|ai|m = 2
n−1∑
i=1

|µi|
1− |ai|

(mod 1).

Από την (5.1) γράφουµε το άθροισµα ως εξήσ:

λθmx = λ(θ − 1)
(εm+1

θ
+ · · ·+ εm+N

θN

)
+ λ(θ − 1)

(εm+N+1

θN+1
+ · · ·

)
+R(5.3)

= P +Q+R,

όπου,

P = λ(θ − 1)
(εm+1

θ
+ · · ·+ εm+N

θN

)
Q = λ(θ − 1)

(εm+N+1

θN+1
+ · · ·

)
R = λ(θ − 1)(ε1θ

m−1 + ε2θ
m−2 + · · ·+ εm).

΄Εχουµε

(5.4) |Q| 6 λ(θ − 1)
θ−N−1

1− θ−1
=

λ

θN
.

Επιλέγουµε λ µε
λ = x1 + x2θ + · · ·+ xnθ

n−1,

όπου οι xj είναι ακέραιοι. Τότε, προφανώς,

µi = x1 + x2ai + · · ·+ xna
n−1
i , i = 1, 2, . . . , n− 1.
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Από το ϑεώρηµα του Minkowski καθορίζουµε τους ακέραιους xi, έτσι ώστε

(5.5)
λ

θn
6

σ

n2N/n
και

2|µi|
1− |ai|

6
σ

n2N/n
, i = 1, 2, . . . , n− 1,

όπου το σ ϑα το προσδιορίσουµε σύντοµα.
Η ορίζουσα των

λ

θN
και

|µi|
1− |ai|

, i = 1, 2, . . . , n− 1

γράφεται
∆

θN
,

όπου ∆ µη µηδενική ορίζουσα που εξαρτάται µόνο από το θ (είναι ανεξάρτητη του N ), και
γράφουµε ∆ = ∆(θ).

Μπορούµε να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα του Minkowski, αν έχουµε

σn

nn2N
>

∆

θN
,

και, αφού διαλέξουµε το σ, µπορούµε να προσδιορίσουµε το N έτσι ώστε η συνθήκη να
ικανοποιείται, αφού θ > 2.

Από τις (5.2), (5.3), (5.4) και (5.5) έχουµε ότι για οποιοδήποτε σταθερό x ∈ E(ξ) και
οποιονδήποτε ϕυσικό m > 0,

|λθmx− P | 6 σ

2N/n
(mod 1).

Συνεπώς,

(5.6)
∣∣∣λθmx− λ(θ − 1)

(εm+1

θ
+ · · ·+ εm+N

θN

)∣∣∣ 6 σ

2N/n
(mod 1).

Συµβολίζουµε τώρα µε gm το κλασµατικό µέρος του P (που εξαρτάται από τον m) και µε Ok,
όπου k τυχών ϕυσικός, το σηµείο µε συντεταγµένες τα gk+1, gk+2, . . . , gk+n. ∆ηλαδή,

Ok = (gk+1, gk+2, . . . , gk+n).

Το πλήθος των σηµείων Ok εξαρτάται από τα k, n και την επιλογή των ε. Θα δείξουµε όµως
ότι υπάρχουν το πολύ 2N+n−1 διακεκριµένα Ok.

Ιδιαίτερα παρατηρήστε ότι το gk+1 µπορεί να πάρει 2N τιµές (ανάλογα µε τα ε). Αλλά αν
το gk+1 είναι σταθερό, τότε το gk+2 παίρνει µόνο δύο διαφορετικές τιµές και αν τα gk+1, gk+2

είναι σταθερά τότε το gk+3 παίρνει µόνο δύο διαφορετικές τιµές. Συνεπώς, το πλήθος των
σηµείων Ok είναι το πολύ 2N+n−1.

΄Εστω τώρα Mk το σηµείο µε συντεταγµένες

(λj]θk+1x), (λθk+2x), . . . , (λθk+nx),
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όπου το (z) συµβολίζει το κλασµατικό µέρος του z. Το σηµείο αυτό ϑεωρούµε ότι ανήκει στον
n-διαστατο µοναδιαίο torus, και από την (5.6) είναι εσωτερικό σηµείο ενός κύβου µε πλευρά

2σ

2N/n

και κέντρο το Ok. Το πλήθος των κύβων είναι το πολύ 2N+n−1 και ο συνολικός τους όγκος

2N+n−1 (2σ)n

2N
= 22n−1σn =

(4σ)n

2
.

Αν πάρουµε σ 6 1
4 , ϑα παραµείνει στο torus, 0 6 xj < 1 (j = 1, 2, . . . , n), ένα «κελλί» χωρίς

σηµεία Mk. Αυτό ισχύει επίσης, για κάθε k > k0, όπου το k0 είναι αρκετά µεγάλο, για τα
σηµεία M ′k µε συντεταγµένες

(ck+1x), . . . , (ck+nx),

αν συµβολίσουµε γενικά µε cm τον πλησιέστερο ακέραιο στο λθm, αφού ξέρουµε ότι

λθm = cm + δm µε δm → 0 (m→∞).

Για να δείξουµε ότι το E(ξ) είναι τύπου H(n) µένει µόνο να αποδείξουµε ότι η ακολουθία
διανυσµάτων Vk = (ck+1, ck+2, . . . , ck+n) στον Ευκλείδειο χώρο Rn είναι κανονική.

΄Εστω a1, a2, . . . , an−1 ϕυσικοί αριθµοί, όχι όλοι µηδέν. ΄Εχουµε

a1ck+1 + · · ·+ anck+n = λ(a1θ
k+1 + · · ·+ anθ

k+n) + (a1δk+1 + · · ·+ anδk+n).

΄Οταν k →∞, η τελευταία παρένθεση τείνει στο µηδέν. Επίσης,

λ(a1θ
k+1 + · · ·+ anθ

k+n) = λθk+1(a1 + a2θ + · · ·+ anθ
n−1)

και η απολυτή τιµή της αυξάνει στο άπειρο όταν το k πάει στο άπειρο, καθώς το θ είναι
ϐαθµού n, και άρα έχουµε

a1 + a2θ + · · ·+ anθ
n−1 6= 0.

΄Ετσι ολοκληρώνουµε την απόδειξη.

Αποδείξαµε ότι αν ο θ είναι αριθµός Pisot και έχει ϐαθµό n τότε το E(ξ) είναι τύπουH(n).
Αλλά µπορεί το E να είναι και απλούστερου τύπου. Στην περίπτωση που ο θ είναι δευτέρου
ϐαθµού, το ϑεώρηµα µας δείχνει ότι E είναι τύπου H(2). Αλλά στη συγκεκριµένη περίπτωση,
µπορεί να αποδειχθεί ότι το E είναι τύπου H.

Παρατήρηση 5.4 (ευστάθεια των συνόλων µοναδικότητας). Γνωρίζουµε ότι το σύνολο των
αριθµών Pisot είναι κλειστό. Αν το E(ξ0) είναι σύνολο τύπου M , το ξ−1

0 ανήκει σε ένα
ανοικτό διάστηµα ξένο προς το σύνολο των αριθµών Pisot. Συνεπώς, υπάρχει γειτονιά του ξ0

τέτοια ώστε όλοι οι αριθµοί που ανήκουν στην γειτονιά αυτήν, να δίνουν ξανά σύνολα τύπου
M . Συνεπώς, ένα συµµετρικό τέλειο σύνολο τύπου M παρουσιάζει κάποια ευστάθεια για
µικρές µεταβολές του ξ. Αντίθετα, αν το E(ξ0) είναι U -σύνολο τότε υπάρχουν στη γειτονιά
του ξ0, αριθµοί ξ τέτοιοι ώστε το E(ξ) να είναι M -σύνολο. Τα σύνολα µοναδικότητας είναι
«ασταθή» ως προς µικρές µεταβολές του ξ.
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Μια σηµείωση. Για την οµοιόµορφη κατανοµή µιας ακολουθίας αριθµών modulo 1 µιλή-
σαµε στην πρώτη παράγραφο. Μια ικανή και αναγκαία συνθήκη ώστε µια ακολουθία {un}
να είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη modulo 1, είναι για κάθε συνάρτηση f(x) περιοδική µε
περίοδο 1 και Riemann ολοκληρώσιµη, να ισχύει

lim
n→∞

f(u1) + · · ·+ f(un)

n
=

∫ 1

0
f(x)dx.

Ο H. Weyl έδειξε ότι µια ακολουθία {un} είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη modulo 1 αν και
µόνον αν για κάθε ακέραιο h 6= 0

lim
n→∞

e2πihu1 + · · ·+ e2πihun

n
= 0.

Στον p-διαστατο Ευκλείδειο χώρο Rp η ακολουθία των διανυσµάτων Vn = (v1
n, . . . , v

p
n) είναι

οµοιόµορφα κατανεµηµένη modulo 1 στο torus Tp, αν για κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση

f(x) = f(x1, . . . ,n ),

περιοδική µε περίοδο 1 ως προς κάθε xj , έχουµε

lim
n→∞

f(V1) + · · ·+ f(Vn)

n
=

∫
Tp

f(x)dx.

Το κριτήριο του Ωεψλ γίνεται

lim
n→∞

e2πi(HV1) + · · ·+ e2πi(HVn)

n
= 0,

όπου (HVn) είναι το ϐαθµωτό γινόµενο

h1v
1
1 + · · ·+ hnv

n
n,

όπου οι hi είναι ακέραιοι, όχι όλοι µηδέν.
Αν τα ω1, ω2, . . . , ωp και το 1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, το διάνυσµα

(nω1, nω2, . . . , nωp)

είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένο modulo 1.
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