Ap1Opoi Liouville

Ioavvng Mniappuraylavvng

1 Ewayoyn

H Sswpia tov uniepBatikev apibuev £xet g apetpia piia enuopévy epyaoia tou Liouville, to 1844, o
0I1010g MEPIEYPAYE 1A KAAOT TIPAYHATIKGOV aplOpov ot oroiot Sev emaAnBevouv Kapia MOAUGVUNIKI)
e€lomOor pe aképaloug ouviedeotég (o1 mpaypatikoi apibpoi rou eivat pideg MOAUGVUP®V Pe arepaioug
ouviedeotég Aéyovial ajlys6pucol apduo). Kamowa pepovepéva mpoBAnpata, OXETKA e autd To
9¢pa, eixav Sratunwbel MOAU vopitepa, Katl 1 PEALT TOV APPNIOV AplOP@V artacoAouos ITOAAOUG
pabnuatikoug emi évav atova vepitepa. 'Hén to 1744, o Euler eixe amobeilel 6t o e eival appnrog,
Kat 1o 1761 o Lambert anédei§e 6t o m eival dppnrog. Tnv id1a mepiodo, 1 pedétn v cuveXwv
KAQOPAT®V £iXe 06nynoel oe apKetd oUPMEPAOHATA OXETIKA HE TNV MPOCEYY10T T®V ApPNIeV apldpov
and pntoug. ‘Hrav, yla mapdadetypa, yvooto ot yia Kabe dappnto aplbud o umdpyel pa Amelpn
axolouBia pnrav apduov p/q (pe ¢ > 0) mou wwavoroovv v |a — p/q| < 1/¢2. Hrav erniong yvaotd
OTL TO OUVEXEG KAAOPA €VOG TETPAYOVIKOU AppnTou aptdpou o eivatl teAkd neptodiko, dpa Umdapxet
pla 9eukn otabepd c(a) tétoa wote | — p/q| > c(a)/q? yia kaBe pnto ap®po p/q (e ¢ > 0).
[Meprypagpoupe KAmowa amnod avtda ta anotedéopata oug [Hapaypagpoug 2 kat 3.

O Liouville mapatjpnoe ot éva arnotédeopia autou tou eidoug 1oxUel yevikOtepa, KAl OTL OtV
MPAYHATIKOTNTA UTIAPXEL KATIOW 0plo otov Badpo akpiBelag pe tov oroio évag appntog aiyeBpikog
ap1Onog Propet va mPooeyy1otel anod pnroug aptdpovsg. AUty 1) IapatPnorn ToU £600e £va MPAKTIKO
Kptpto pe Bdon 1o oroio Sa Propoucs va KATAOKEUACEL UTtepBATIKOUG ap1Bpovo:

INa kade ailyebpikd apdud « Baduov n > 1, vrndpyet otadepa c(a) > 0 térowa dote
la—p/q| > c(a)/q" y1a kade pnro apwdus p/q pe q > 0.

Eekvoviag ano autryv v rapatrpnor, o Liouville amédede ot o apBpdg

=1
5 = Z 107!
n=1

etvatl uniepBatikog apibpog. Zinv mpaypankotnta, Prnopel Kaveig xpnopornowoviag v i6wa 16¢a va
arodeifel v unepBatikotntag oAdev dAdev apBpeov: kabe apiBpodg rnou 1o dexkadikod tou avaruy-
pa riepiexel ocodrrote peyddeg akodoubieg dradoxikdv pndevikov Pnoiev eival unepBatikog, eriong
KABe ouvexég KAAoPA TOU Oroiou ta pePIKa rniika au§avouv modu ypriyopa sivat uniepBatikog. Ot
ap1Bpoi autov tou eiboug, dnAadn o1 mpaypatikoi apiBpoi & yla toug ormoioug Umdpxel pia Arelpn
axoloubia pntev mpooeyyioewv py, /g, wrowv wote |€ — pp/qn| < 1/¢2™ pe limsupw, = oo, ovo-
pdowmkav apwuol Liouville, kat eivat 6ot uniepBatikoi. Ilepiypddoulpie autd ta anotedéopata otig
Mapaypdgoug 4 kat 5, omou deixvoupe emniong ot 1o ouvodo v apBpev Liouville £xel pndevikod
pétpo Lebesgue.




Ao Vv dAAn mAeupd, évag EPPecog TPOrog anodei§ng tng Uraping urepBatikov apldpav sivat
Bé€ow g €vvolag tng apldpnopotntag, n onota e10nx0n aro tov Cantor 1o 1874. Mniopet kaveig va
arodeigel 6t 10 CUVOAO TV aAyeBpik®v aplBpwv eivat aplBur oo, apa «oxXedov 6Aor o1 MPAYHATIKOL
apBpoi eivar uvnepBatikoi. Zinv IMapaypado 5 Sivoupe éva mapaderypa vnepBatikou apibpou o
oroiog dev eivat apiBpdg Liouville.

Tédog, oy Ilapaypago 6 Sivoupe pia ouvioprn replypadr| g anodedng g unepbatkotntag
TV apOpwv e rat m.

2 Pntég nMPooeyyioelg

Ocsopnpa 2.1 (Dirichlet). Av ¢ sivai évag mpayuatikog kat dppntog aptduog, 101e UTAPXOUV ATEPOL TO
nAndog pnrot apduoi p/q térolor wote

2.1) ’g—p‘<12.
q q

Andbeln. Eoto @ > 1. T'a xdbe nmpaypauxod apdps ¢ € R, oupBoAioupe pe [a] tov peyadutepo
axépato rou Sev Eemepvdet Tov a, Kat tov ovopddoupe aképaio uépog tou a, kat Yétoupe {a} = a —[al,
10 KAaouankd uépog U a. Bswpoupe ta Kdaopauxd pépn {0€}, {€}, {26}, {3}, ..., {Q€} xat @
draotparta [i/Q, (i+1)/Q], 0 < ¢ < Q71. Yrdpxouv @ + 1 kAaopaukd pépr rou diavépoviat petady
v QQ Saotudtev. ZUven®g, IPEIEL va UMdpXel KAro1o didotnua rou repléxet toudayiotov 5Uo aro
1a KAaopatikd pépn, dnAadn ta {al} xat {6}, 0 < a < b < Q, Bpilokovrai oto [5/Q, (j + 1)/Q] ya
karow j. To yeyovog 61t Bploxoviat oto 1610 draotpa onpaivel 6u [{b€} — {a&}| < 1/Q. Tpapoupe
aé = m+ {a€} ka1 b¢ = n + {b¢} yia xatddAndoug axépatoug m kat n. Tote,

{b¢} —{ag} = (6§ —n) — (a§ —m) = (b —a)§ — (n —m).

Tpagoviag ¢ = b — a (onote 0 < ¢ < Q) xat p = n — m BAénoupe ot
q

yvia xkarow 0 < g < Q. Aebopévou ot autd 1oxvet yia 6da ta @ €xoupe drelpeg Avoeig g (2.1)
(mapatnpnote o1 é < q% otav q < Q).

To endpevo Sewpnpa tou Hurwitz BeAdtiovetl 1o Sedpnpa tou Dirichlet.

Osopnpa 2.2 (Hurwitz). Av € sivat évag mpayuatucdg kat dppntog aptduog, 10te UTAp)OUV ATEPoL TO
nAndog pnroi apduoi p/q téroiot wote
1

V5g?

H ané6ei€n tou Benpripatog 2.2 xpnoponotel v Sewpia tov ouvexwv kKAaopdatev. H otabepa NG
eivat n kaAutepn Suvatn, P v €vvola Ot To arnotédeopa Sev 10XUEL, AV AVIIKATACGT|COUHE TNV V5 ané
évav peyalutepo apBpod. AnAadr), av ¢ > /5 tdte unapxouv apprnrot € yida Toug Oroioug Urapxouv
Hovo menepaocpévol o mAndog prjtot p/g mou kavorowvy v oxéon |€ — p/q| < —=. Edwotepa, o

5 ’ " ’ . ’ I3 ’ ’ I3 I3
&= 1+2\5 eivat pa térola e€aipeor). Qotdoo, propei kaveig va arodeifel 611 0 apOpog TV e§aipéoenv

eival oxetkd pikpog.

i<
q

1
cq?




@copnpa 2.3. Avn f(q)/q evar avovoa ovvaptnon tou q Kkai n ogpd

> i
= fa)
eivar anoxfivovoa, 1te yia 6fla oxebov ta & urnopovue va Bpolue pia dneipn axofoudia pniav p/q,

q > 0 étot wote
1
et
‘ af(q)

AuTo 10 arnotédeopa deiyvetl emiong Ot TASEIS MIPOCEYYI0TG OTI®G Ol

P 1 1

- < 5 rat < 5" ——
‘5 ‘ q*logq q*log qloglogg

eivat epikteg, yia oxedov oAa ta €. Asv 9a dwooupe v anddedn tou Bewprjpatog 2.3, oty ermopevn
OP®G TIAPAYPAPO ATIOSEIKVUOUE £va PEPIKO AVIioTPodo ToU.

3 Anppa Borel-Cantelli

Hapatipnon 3.1. 'Eow (A4;),i > 1 pa akodoubia ouvodev. 'Eva otoixeio z 9a avrikel oe merme-
paocpéva aro ta A4;, av kat povo av vrapxet N > 1 wote: yia kdbs n > N 1o = 6ev aviikel oto
A,.

"Et01, 10 otoixeio x 9a avrket o dnelpa anod ta A; av kat povo av yia kabe N > 1 undpyein > N
®OTE 10 T va avrkel oo A,, 8niadr av kat povo av

0o oo
T € ﬂ U Ak.
N=1k=N

Ocopnpa 3.2 (Afppa Borel-Cantell). 'Eotw (X, F,u) xopos uepov. Av Ap,As,... € F ka
ooy w(A;) < o0, e
u({z : 1w x avijker oe anepa ano 1a A;}) = 0.

Andderln. Ao v mapatrpnorn apkei va anodeixBel ot
=1k=N

Eow ¢ > 0. Ané mv undbeon 6u 1 oepd » .o, f1(A;) ouyrdiver éxoupe o unapxet M > 1 tétowo
WOoTe

Ta autd 1o M éxoupe eriong



‘Apa, XpNOI0NIoI®VIAg 61a80X1KA 1) PovoTovia Kat TV UTIOIIPOCHETIKOTTA TOU [, £XOULE
oo o0 o0 o0
;(r1UAQ<u(UAQ<§:mm<s
N=1k=N k=M i=
Aot 10 € > 0 fTav tuxov, £XoUupe T0 {NTOUNEVO. O
To Anppa Borel-Cantelli £€xet moAAég epappioyég oty @swpia ITiBavotrtov, addd 6o 6ivoupe pia
epappoyn oty Oenpia AplOP®V, OXETIKA 1€ TG TIPOOEYYIoEIS Ao pnIoug apldpoug.

@cdpnpa 3.3. Eow [ : N = R. Opifouue D C [0,1] o¢ efjo: a € D av kat uévo av vrndpyouv
aneor p/q, p,q € Z, q > 0 térotot dyote

Tote, av

=1
2 Fg <

Q
—

&xouue ot 10 uétpo Lebesgue tou D eivar undév.

_ p__1 p 1
A= U <q qf(Q)’quqf(Q))'

0<p<q

Amnoddefn. Opidoupe

Tote, o € D av kat povo av a € A, N [0, 1] yia drepa g, £tot apkei va dei§oupe out

M(ﬁ D(Akﬂ[o,l])> =0.

N=1k=N

Axopa,
1 2q+1) 4

w(AgN[0,1]) < p(Ay) <2 af(@) = afle) ~ fla)
p=0

Apa,

o0 o0 4

S Al €3 7 <o

q=1 q=1

‘Etot, ta 4, N [0, 1] ikavorowouv g ripotnodéoeig tou @ewpripatog 3.2 kat dpa

(A Denen)-o

N=1k=N

8nAadn u(D) = 0. O



Inpeioon 3.4. Autd 10 Sewpnua Seixvetl 6t 1o arotédeopa tou Dirichlet Sev prmopei va ndpet v

L0XUPOTEPT] HOPPI) .

p
et
‘ q|  ¢*(logq)?

yla tapddetypa, yia modda €.
Eival mpodavég o6tt auto to anotédeopa givat to aviiotpodo tou Bewpprpatog 2.3 orou xpetadetat
eriong 1 f(q)/q va eivar avfouoa cuvaptnon twu ¢. TMa pia o f, BAémoupe onl unapxouv dUo

TIEPUTINOELS Yld T OE1pd
o0
>
flq)’

g=1
eite 9a amoxrAivel onwg oto Benpnua 2.3, kat 1 1610 Ta 10YXVEL yia 6Aoug oxeddv Toug apdpoug, site
Ya ouykAivel oneg oto Bevpnpa 3.3, kat 1 WdotnTa dev 1oxvel oxedov yia Kavéva aplOpo. Aépie ot n
16101t ta avortotet tov 0 — 1 vépo.
'Onwg napatnprjoape Imo Mave, autd anodelkvuel ot 1o arnotédeopa tou Dirichlet yia pniég
nipooeyyioelg 6ev prnopel va Pedtwdei ovolaouxd yia 6da ta . Qotooco, undpyxouv apiOpoi £ mou
£XOUV EGAIPETIKA KAAEG MIPOOEYYIOELS.

4 Ap1Opoi Liouville

Ocopnpa 4.1. INa kdde afye6pikd apdud a Baduov n > 1, undpyxet M = M (a) > 1 téroi0¢ vyote

1
‘T 2’ ~ Mg
ywa ofloug toug akepaioug p, q ue g > 0.
Andbeln. Av undpyel p/q 1€1010G OOTE
a— p‘ >1
q

T0Te T0 anotédeopa 10XUel Katd TEIPIPHEVO TPOTIO, OmMote UToBEToUnE 0Tl yia KAbe pntod p/q Kavo-
rotettar 1 |ag — p| < q.
YroBétoupe 611 0 « gival pa pida tou

f@)=ao+ a1z + asx® + -+ apa”,

orou a; € Z. Asbopévou ororoudnnote p/q, mpénet va £xoupe f(p/q) # 0 ylati addiwg (6ndadn,
av 1o p/q eivat pida tou f) 9a pnopovoape va ypawouype to f om popony f(z) = (xg — p)g(x) ya
KAIMO10 MOAUGVUHO ¢ 1e aképailoug ouviedeotég, addd pe deg(g) = n — 1. Emiong, 6edopévou 6t «
etval adyeBpikdg Babpov auvotnpd peyadutepou anod 1, 9a eixape 6u g(a) = 0 ondte 0 a Sa frav
aAyeBpikog ap1Opog Pabpou < n — 1. To omoio eivat dtorro.

‘Eto,
aoq"aaipg" " +axp®q" 2 + - + anp”

0# f(p/q) = pm




Katd ouvénela, o agqaa;pg” ' + asp?q" % + - + a,p" eivar axépalog dedopévou ot p, q,a; € Z
kat 6ev eivat ioog pe 0. ‘Apa, 9a mpémnet va £xoupie

laog™ + a1pg™ ™' + aop®q" T+ +anp” > 1

O

IMa évav paypatiko apdpo & Kovid oto ( PIIopoulie va X P oTHoocoupie 1o @sopnpa Méong Tuyarg
yla va mapoupe

Kat €netat ot

[f(@)] = |f(x) = fla)] = (O] lz —af
yila karoio ¢ térowo wote | — af < |a — z|. EmAéyounpe = p/q 1o oroio and v naparndve urodeon
wavortotel v |p/q — a| < 1, kat étot yua 1o ¢ éxoupe ou [ — o < |p/q — a| < 1. @étoupe

M = sup{L,|£(O)] : [¢ — o] < 1}.

Tote, ouvduddoviag Tig TPELG IIPONYOUHEVEG OXEOELS EXOUHE

1 p P P
<l (D) =i [p-o| <ar|t-al.
q q q q
10 ortoio eivat Kat 1o {nroupevo. O

IMapadewypa 4.2. Mropoupe va akoloubrjcoupe v pébodo g anodeidng tou napandve Jewprjpa-
10g Otav O = % Tote f(x) = 22 —x — 1 ®a1 f/(x) = 22 — 1. KaBog naipvoupe 6Ao kat KaAUTePES
npooeyyioeig p/q ou «, 1o ¢, 10 oroio Bpioketatl petadl v « Kat p/q MPEmnet va npooeyyidet 0Ao kat
kaAutepa tov a, Sndady, 1 |f(¢)| mpémet va mpooeyyidet 6o kat kadvtepa v | f'(a)| = /5. Eto,
ev propoupe va riapoupe M peyaAutepo ané /5, Kat auté embeBaihvoviag 1o yeyovog Ot 1) otabepd
tou Sewprpatog tou Hurwitz eivatl BéAtion.

To 9edpnpa tou Liouville £xel BeAtiwBei: yia orotovdénmote alyeBpikod apibud « (ororoudnrnote
Babpov) xat yia xabe k > 2 undpyxet pia otabepa ¢ = c(a, k) rola Hote
a — p’ >

c
q ak

q

yla 6Aoug toug prtovg p/q. Ao to 9swpna tou Dirichlet gatvetat du autéd eivat 1o kaAutepo duvatd
arotédeopa, agou Sev propoupe va ndpoupe k£ < 2. IMapadddng, Sev undpxouv yvwotoi turot
| pé6odog urodoyiopou g otabepds c¢(a, k) v yével. YIAPXOUV POVO Yid OUYKEKPIHEVOUG (v Kat
OUYKeRPIPéveg TIREG Tou k. [Ma mapadewypa, ¢ V2, 2.955) > 107°, dndabdn,

10-6
V2 - p’ >
q q2.955

yla 6Aoug toug prTous p/q.

Oplopog 4.3. 'Evag npaypaukog apibpog a Agyetat aodudg Liouville av o « eival appnrog xat ya
KAaOe n > 1 unapyouv aképatot p, q pe ¢ > 0 tétolol wote

1
p‘<



Hapadewypa 4.4. O

eivat ap1Bpog Liouville.

Anodeiln. 'Eow ay 1o abpotopa v N nipdtwv opev g oepdg. Tote,

11
NT I T T om
oM 410N 2 100 41
- 10!
_10ny  p
10N T 10NV’

Y10 KAMolov aképato p, o oroiog sivat g poperg 10n + 1, dpa eival oxetkd nportog mipog tov 10V,
Tore,

p | 1 1 1
‘O‘_ 10N!‘ = Tovinr T jgmvrer T poer T
2 1

< 10(N+1)! < (10N!)N'

'Etot, yia kaBe N pnopouiie va BpoUpe jiia oAU KaAn IPOCEYYIon TOU (v ard pntoug, Kat €101 0 «
eivat ap1Bpog Liouville. O

@zopnpa 4.5. Kade apduog Liouville eivar ungpbatucdg.

Anobeiln. Ag urnoBeéooupie ot 10 oupniEpaocpa dev oxvet, dnAadr) unapyet €évag apdpog Liouville o o
oroiog eivatl aAyeBpikog Babiiov n, yla kdnow n. Ilapawpnote ott n > 1 apov o « gival dppntog.
Tote, and 10 Bcnpnua 4.1 énetar ou untapxet M > 1 tétolog dote

1
Mqg™

a—’>
q

yia 6Aoug toug axépatoug p, ¢ > 0. Ermdéyoupe évav aképaio k > n tétolov wote ¢F > " M. Tote,
agou o a eivat ap1Bpog Liouville, priopoupe va Bpoupe aképatoug p, ¢ > 0 t€toloug oote

b < L < 1
a—=Z e
q qk qu
Aoy g erndoyrg tou k. To oroio eivat atoro. Apa kdbe apidpog Liouville eivatl urepBatikog. O

'‘Eote® E 1o 0Uvolo 0Awv tov apiBuwmv Liouville.

Ocopnpa 4.6. To ovvojlo E éxer pérpo Lebesgue unbev oto [0, 1].



Anobeifn. And tov opilopo éxoupe @ € E av kat povo av a € Q° kat yia kdbe k > 1 unidpyxouv
axépatot p, ¢ > 0 tétolot Gote

Apa,

onou Gy, = U;i_oo U;O_Q (% -, % + ik) [Mapatnpoupe 6Tl

o q
1 1
GrN[0,1] C U<pk,‘2+k>.

TMa va ppddoupe autd 1o abBpotopa rapatnpoupe ot

1 </q dt
qk—l g—1 tk'—l

enmedn t* ! < ¢* "yt € [g—1,q]. Eron,

oo

1 ° a1
;qk—1</1 th=1 " L —9°
Apa, (G N[0,1]) < 4/(k —2). AAAa EN[0,1] € G, N[0, 1] yia xabe k, apa
4
MEND.) < s
yua kdbe k > 2. Zuvenwg, w(E N[0,1]) = 0. O



5 H apyn tng dewpiag TV unepbatir®dv aplOpov

Ocsopnpa 5.1. Yndoyouv unepbatucoi aptduoLl.

H npotn anodedn vnaping urnepbatikmv aptdOpov 860nke amno tov Liouville. Ipwv Sdooupe v
arodeidr) tou, 9a doupe tnv anddegn tou Cantor.

H anddeién tov Cantor: H 16¢a autg g anodeng sivat ot ot paypatkoi adyeBpikoi apiBpoti eivat
ap1lBur oo, Ve T0 GUVOAO OAGV T®V IMIPAYHATIKOV aplfpev eival uvnepapOpropo, onote Sa npérnet
va unidpxouv mpaypatikoi vnepBatikoi apiOpoi. Opidoupe

n n
P(n) =1 fl@)=> a2’ €Z[z]: 1< aj|<ny.
§=0 j=0

[apatnpoupe 6t ta P(n) sivat nenepaopéva ouvoda. Eniong, kdOe pin pndevixo moAumvupo oto Z|x]
avrkel og karow and ta P(n). @sopoviag tg pileg tov modvevupey v P(1), P(2),... (oto k-ooté
0t1dd10 cuAAéyoune Tig MPaypHatikeg pideg tov moAvavupey tou P(k) mou dev eivat pileg modumvipeov
wou P(j) yia j < k) éxoupe ot 10 oUvoro tev pidov (Kat Kat enéKtaot) tv adyeBpikmv aptdpmv) etvat
apibunowo. O

H anéden tou Liouville §60nke oto @swpnpa 4.5 mou oxupiletal ot kabe apOpog Liouville
eivat uniepBatikog. BéBata, xpetadetatl va arodeiyBel kat n vnapdn apOpov Liouville n oroia émetat
ano 1o ITapdadeypa 4.4.

Mapadewypa 5.2. @a Seifoupe 6t 0
oo
1
a= Z byl
§=0
etvat ap1Bpog Liouville.
Apxkd, apatnpoupe Ot 1o Huadiko avAamtuypa tou a TIEPIEXEL 0000 IT0TE Peyddeg akoAoubieg

dradoyikav pndevikav ynoiev, dpa o a dev propet va eivat pnrdg. Ltabeporoovpe evav Jetiko
AREPA0 N KAl Ye@POUPE TOV

e p,q € Z kat ¢ = 2™ > 1. Tére,

Pl = 1 - 1 1 11
a- ‘ - Z byl < Z 92— 9(n+1)i-1 S on(nl) — qu

‘Apa, o « etvatl apBpog Liouville. 'Enetatl pdAiota and ta napandave ot eivatl urepBatikog.

0<

Mapatipnon 5.3. Yridpxet Kat mo 1oxupr] ékdoor) tou Ocwprjpatog 4.1:

Otopnpa 5.4 (Thue-Siegel-Roth). 'Eoww a afdye6oucdg kat dpopnrog. 'Eotw € > 0. Tote undpyouv 10
oAU mengpaousva 1 nindog fevyn akepaiov (p, q) ue ¢ > 0 t€toa wote




Aev gival yvootd av otV maparndve avicotnia PIiopoule va AVIKATACTHooUnE to 8e&l tng pédog
pe o A/¢? émou A = A(a) pia 9eukr) otaPepd mou e§aptdtat pévo amod 1o a.

Me adoppt 1o ITapaderypa 5.2 ag unoBéocoupe ot pag divouv pia akodoubia Setkov akepaiov
{arp}2 pear <as <....Hoegpa ) -, T%k etvat unepBatikdg apBpog av n akodoubia {ax } auviaver

apKeTa ypnyopa, 6niadr a
liminf =t = oo
k—oo Qg

Ao v aAdn mheupd, KAmoleg akoAouBieg ou aufavouv oAy o apyd evdexetat va odnyouv Ki
autég oe unepBaTikoug aplfpoug, tid mapatfpnor mou ékave rpotog o Erdos. To emnodpevo Sswpnpa
emBeBaimvel 6t n apatrpnon tou Erdos 1oyxvet. Kat o mapakdate apiBpog 6ev eivat ap1Bpog Liouville.

@copnpa 5.5. O apduos Y oo, 2% elval utep6atiedg.

Ta va anodei§oupe 10 Sedpnpa, ya detkoug akepaioug k xat m, opioupe c¢(k, m) va eivar to
rmAn00g tov m-adav (j1,Ja, - - ., jm) BN APVNTKOV aKepaiov yia 1oug oroioug

k= 91 +2j2 +_._+2j7n.
Afppa 5.6. c(k,m) < m?™.

Andéeln. Kavoune enayeoyr oto m. Twa m = 1 éxoupe c(k, m) € {0, 1} yia xdbe k, dpa 1o oupriépa-
opa 1oxUEL.

YroBetoupe 6t m > 1. Av o k £xel meproootepa and m pn pndevikda duadika wnoia, tote Enetat
ot c(k,m) = 0. Av o k éxe1 arpBdg m pn pndevika duadikd ynoia, tote c(k, m) = m! < m™ < m?™
(j1 avuiotoryetl oe orolodrote aro ta m P Pndevikd ynoia, jo aviiotoixel o 0molodrmote aro ta
unodowrta m — 1 pn pndevika yneia, kat ovte kabetng). Av o k éxel Atydtepa and m un pndevika
duadika yneia, tdte yia KAnowoug akepaioug r kat s pe 1 < r < s < m, €Xoupe j, = js. TV
nepirmeon auty, 277 + 27 = 2771 ka1 ouprnepatvoupe du

e(k,m) < (7;) e(kym — 1) < m2(m — 1)2™2 < m2m,

OUVETIOG 1 arddei§n 0AOKANPwOnKe. O

Afjppa 5.7. 'Eote t kat m 9eukoi axépaior. Tote, c(k,m) = 0 yia kade axépaio k € (20+1 + 2042 4
cee 2t+m’ 2t+m+1)'

Amoberfn. Autod mPOKUITIEL aro v anoden wu Anppatog 5.6 agou o k €xel > m un pndevika
duabika ynoia. O

Anoédsi§n tou Ocwprnpatog 5.5. 'Ectw a = Z;OZO 2% '‘Eoto m deukdg aképarog. Tote amod tov
optopo tou ¢(k, m) énetat 6u

=1 " = e(k,m
() R

k=0

10



‘Eote t 9etukog aképatog. Xpnoponowwviag 1o Afjppa 5.7 kat ot ouvexela 1o Afjppa 5.6, éxoupe

o0
k=2t+14...42ttm 4]

22t+1+‘__+2t+m > C(]{i, m)

> o

k=2t+m+1

oo
oty yottm o, 1
—ot+m+1
41 . ot+m _ot+m+1 _ot+1
< 22 +-42 m2m2 2 +1 21 2 m2’m.

Av otaBeporourjooupie 10 m KAl aproovpe 1o ¢ va telvel oto arnepo, PAérnoupe ot 1o Suadiko ava-
mTuypa tou o mepiéxel 0000nIote peyaleg akoAoubieg Staboxikmv pundevikwv yneiov. Me v i6ia

Aoyikr), BAéroupe o1, yevikotepa, av by, by, . .., b, eivat pun apvnukoi aképaiot, tote 1o Suadiko a-
varttuypa wovu by 4+ by + - - - + by, 0™ mepiéxel ocodrmote peydeg akoAoubieg 81adox1kOV PNdevikev
ynoiov. Mdahota, €av by, by, ..., by, kat ¢g, 1, . - ., Gy €ivat pn apvnukoi aképalol Kat av £€Xoupe ta

duadika avarrtuypata

{bo + b+ -+ 4+ bpa™} = (0.didads .. .)s
Kat

{co+cra+ - +cpa™} = (0.didyds . . )2,

10te y1a kaBe Yeuko aképato N, undpxet evag detkog akéPalog J yia tov oroio

! ! /
dip1=djpo = =djun=djy =d; = =dj y =0.

Eruméov, priopoupe va emdégoupe toug N xat j €101 wote
N =2 gar j=2H14...42ttm

e tov £ aképatlo 000 peydldo (aAdd iomg X1 600 Pikpo) Sedoupe.
Topa, ag urnobéocoupe 6t 0 a etvat pida tou f(x) = Z?:o a;x) € Zlz] pe a, > 0 (o omoio woxveL
av o « etvat adyeBpikdg). Toéte priopovpe va ypayoupe to f(z) o popodn

flz) = zn:bjxj - En:cjxj,
7=0 3=0

orou ot b; kat ¢; etvatl pn apvnukoi aképatot pe bjc; = 0 yia kabe j. Edkotepa, b, = a, > 0 kat
¢n = 0. Taipvoupe m = n— 1, xat opigoupe N = 2¢, émou ¢ sivat évag 9etikds axépatog kat o j = j(t)
eivatl onwg napanave. Tote, ot

n—1 n—1
27 +2 E bl war 2912 E cat
i=0 i=0

. . . , , _ot—2 t—1, ot
Slapépouv Kat ot §Uo amno évav aképato amdotacn < 1/2V-277 =1/22 +2

. Av ypayoupe

n—1 n—
- t—2 - . t—2 .
2‘7+2 E bial =mi + 91 Kat 2‘7+2 E cial =mao + 92,
=0 =0
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OIIOU M7 KAl Mg €ival o1 PeyaAUTEPOL AKEPAIOL OTIG MTAPATIAV® EKPPACELS, TOTE PAEOUPE Ol adpou
fla) =0,

t—2 1
2 b, =m3 + 03 nems € Zxat 03] =0 — 03] < STy

(5.1) 27+
A6 v aAAn meupd, SeBopévou 6Tt To § €XEL TV Iapandve popdr), arnd tov opiopd wu c(k, m)
naipvoupie c(j + 2171 n) = 1 vat c(k,n) = 0 yia xd6e k € (j + 2872, j + 2!71). Ta t apketd peyddo,
€xoupe OTL

R oo C(k n) R o0 C(k n)

. t— . t— s

2, > — = 2y, > o
k=j+2t=241 k=j+2t-1

j4+2t=2 2no—j—2t7141
< 2]+ ban no—J +

Kat
2942 %, i c(l;”) D 22%
k=j+2t—2+41
‘Enetat ot 1y (5.1) 8ev 10xUel, Gpa £éxoupe Atoro Kat 1 arnodeiln £xel OAOKANPGOEL. O
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