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1 Στοιχειώδη Tauberian Θεωρήµατα

Εντελώς γενικά, σε ένα Tauberian ϑεώρηµα εµπλέκονται µια κλάση αντικειµένων S (συναρτήσεις,
σειρές, ακολουθίες) και ένας µετασχηµατισµός T . Ο µετασχηµατισµός είναι µια πράξη εξοµάλυνσης.
Θα πρέπει να έχει µια ιδιότητα συνέχειας : συγκεκριµένη οριακή συµπεριφορά της S ϑα πρέπει
συνεπάγεται ανάλογη οριακή συµπεριφορά της εικόνας T S. Ο στόχος ενός Tauberian ϑεωρήµατος
είναι η αντιστροφή της εξοµάλυνσης : απο µια οριακή ιδιότητα της T S να πάρουµε µια οριακή
ιδιότητα της S, ή ενός άλλου µετασχηµατισµού της S. Η αντιστροφή συνήθως απαιτεί µια επιπρόσθετη
συνθήκη, µια Tauberian συνθήκη, στην S και πιθανώς µια συνθήκη για το µετασχηµατισµό T S.

Στο κεφάλαιο αυτό, τα αντικείµενα ϑα είναι σειρές και ακολουθίες πραγµατικών αριθµών και οι
µετασχηµατισµοί διάφοροι εναλλακτικοί τρόποι άθροισης τους.
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1.1 ΄Αθροιση αποκλίνουσων σειρών

Φυσικά δεν έχει νόηµα να µιλάµε για το άθροισµα µιας αποκλίνουσας σειράς. Πολλές ϕορές όµως
υπάρχει ϕυσιολογικός τρόπος να ορίσουµε το άθροισµα µιας τέτοιας σειράς. Για παράδειγµα, ας
ϑεωρήσουµε τη σειρά

∑∞
n=0 (−1)n η οποία αποκλίνει(τα µερικά αθροίσµατα εναλάσσονται µεταξύ 0

και 1). Αν όµως ϑυµηθούµε την γεωµετρική σειρά, ϐλέπουµε ότι

∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

1 + x
, |x| < 1

και παρατηρούµε ότι το limx→1−
∑∞
n=0 (−1)nxn υπάρχει και είναι ίσο µε 1

2 . Θα µπορούσαµε έτσι να
ορίσουµε

∑∞
n=0 (−1)n = 1

2 . Παρακινούµενοι από τα παραπάνω, δίνουµε τον εξής ορισµό:

Ορισµός. Η σειρά πραγµατικών αριθµών
∑∞
n=0 an λέγεται Abel αθροίσιµη στον αριθµό s αν η σειρά∑∞

n=0 anx
nσυγκλίνει για 0 < x < 1 και

lim
x→1−

∞∑
n=0

anx
n = s

΄Ετσι η σειρά
∑∞
n=0 (−1)n είναι Abel αθροίσιµη στο 1

2 . Θα ϑέλαµε ο ορισµός της Abel αθροισιµό-
τητας να ταυτίζεται µε το συνήθη ορισµό, αν η σειρά συγκλίνει. Κάτι τέτοιο όντως ισχύει.

Λήµµα 1.1 (άθροιση κατά µέρη). ΄Εστω (an)n∈N και (bn)n∈N ακολουθίες σε δακτύλιο R και m ∈ N.
Ορίζουµε An =

∑n
i=m ai. Τότε

n∑
i=m

aibi =

n−1∑
i=m

Ai(bi − bi+1) +Anbn για κάθε m ≥ n

Απόδειξη. ΄Εχουµε διαδοχικά:

n∑
i=m

aibi =
∑
i=m

n(Ai −Ai−1)bi

=

n∑
i=m

Aibi −
n∑

i=m

Ai−1bi

=

n∑
i=m

Aibi −
n−1∑

i=m−1
Aibi+1

=

n−1∑
i=m

Ai(bi − bi+1) +Anbn −Am−1bm

=

n−1∑
i=m

Ai(bi − bi+1) +Anbn

Θεώρηµα 1.2 (Abel). ΄Εστω ότι η σειρά
∑∞
n=0 an συγκλίνει στο s ∈ R. Τότε είναι Abel αθροίσιµη στο

s.
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Απόδειξη. ΄Εστω sn =
∑n
k=0 ak και ε > 0. Αφού sn → s ∈ R, η sn είναι ϐασική, εποµένως υπάρχει

n0 ∈ N έτσι ώστε
∣∣∣∑k

l=m al

∣∣∣ < ε/3 για k ≥ m ≥ no. Απο το προηγούµενο λήµµα, µε bk = xk, έχουµε
ότι

n∑
k=m

akx
k =

n−1∑
k=m

(
k∑

l=m

al

)
(xk − xk+1) + xn

n∑
k=m

ak

΄Αρα, για n ≥ m ≥ n0, και για κάθε x ∈ (0, 1) ισχύει ότι∣∣∣∣∣
n∑

k=m

akx
k

∣∣∣∣∣ < (1− x)

n−1∑
k=m

ε

3
xk +

ε

3
xn <

ε

3
(1− x)

1− xn

1− x
+
ε

3
xn =

ε

3
.

΄Επεται ότι ∣∣∣∣∣
∞∑
k=m

akx
k

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3
.

Γράφουµε ∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

akx
k −

∞∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣ ≤
n0−1∑
k=0

|ak|(1− xk) +
ε

3
+
ε

3
.

Ο πρώτος όρος του αθροίσµατος είναι πεπερασµένο άθροισµα όρων που τείνουν στο 0, άρα τείνει στο
0 καθώς x → 1−, οπότε υπάρχει δ > 0 ώστε για 1 − δ < x < 1 να ισχύει

∑n0−1
k=0 |ak|(1− xk) ≤ ε/3.

Παίρνουµε ∣∣∣∣∣
∞∑
k=0

akx
k −

∞∑
k=0

ak

∣∣∣∣∣ ≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε

που είναι το Ϲητούµενο.

΄Ενας παρόµοιος τρόπος άθροισης σειρών που αποκλίνουν ϐασίζεται στους µέσους όρους των
µερικών αθροισµάτων. ΄Εστω

sn =

n∑
k=0

ak

τα µερικά αθροίσµατα της σειράς an, και

σn =
s0 + s1 + · · ·+ sn

n+ 1

οι αριθµητικοί µέσοι αυτών ή Cesàro µέσοι όπως είναι γνωστοί.

Ορισµός. Η σειρά
∑∞
n=0 an λέγεται Cesàro αθροίσιµη στο σ εάν σn → σ καθώς n→∞.

Είναι γνωστό ότι σn → s όταν sn → s, ενώ το αντίστροφο δεν ισχύει, δηλαδή µπορεί η sn να µη
συγκλίνει ενώ η (σn) να συγκλίνει. ΄Εχουµε δει ήδη παράδειγµα τέτοιας σειράς : η

∑∞
n=0 (−1)n έχει

µερικά αθροίσµατα sn = 1 όταν n άρτιος και sn = 0 όταν n περιττός, και έτσι είναι Cesàro αθροίσιµη
στο 1

2 , που είναι το συµπίπτει µε το άθροισµα Abel. Από την άλλη, µπορούµε να ελέγξουµε πως η
σειρά

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1) = 1− 2 + 3− 4 + 5− · · ·
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δεν είναι Cesàro αθροίσιµη, είναι όµως Abel αθροίσιµη στο 1
4 . Πράγµατι, εύκολα ϐρίσκουµε, µε

παραγώγιση της γεωµετρικής σειράς, πως

f(x) =

∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)xn =
1

1 + x2
, |x| < 1

συνεπώς

lim
x→1−

f(x) =
1

4
.

Από την άλλη, η σειρά αυτή δεν είναι Cesàro αθροίσιµη: δεν ισχύει ότι sn/n→ 0.
Τα παραπάνω µας προϊδεάζουν για το επόµενο ϑεώρηµα,σύµφωνα µε το οποίο η άθροιση κατά

Abel είναι ισχυρότερη της άθροισης κατά Cesàro.

Θεώρηµα 1.3 (Frobenius). Με τον παραπάνω συµβολισµό, εάν σn → σ καθώς n → ∞, τότε η
δυναµοσειρά f(x) =

∑∞
n=0 anx

n συγκλίνει για |x| < 1 και f(x)→ σ καθώς x→ 1−.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας την άθροιση κατά µέρη (Λήµµα 1.1) διαδοχικά λαµβάνουµε

∞∑
n=0

anx
n = (1− x)

∞∑
n=0

snx
n

= (1− x)2
∞∑
n=0

(n+ 1)σnx
n

Κάνοντας χρήση της ταυτότητας
∑∞
n=0 (n+ 1)xn = 1

1−x2 , η οποία προκύπτει απο τη γεωµετρική σειρά
µε παραγώγιση, η τελευταία ισότητα γράφεται ως εξής :

∞∑
n=0

anx
n − σ = (1− x)2

∞∑
n=0

(n+ 1)(σn − σ)xn

΄Οµως σn → σ, εποµένως για κάθε ε > 0 υπάρχει N ∈ N έτσι ώστε

|σn − σ| < ε για κάθε n > N

Τότε, για 0 < x < 1,∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

(n+ 1)(σn − σ)xn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

(n+ 1)|σn − σ|xn +

∞∑
n=N+1

(n+ 1)|σn − σ|xn

≤
∞∑
n=0

(n+ 1)|σn − σ|+
ε

1− x2

και έτσι ∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

anx
n − σ

∣∣∣∣∣ ≤ (1− x2)

N∑
n=0

(n+ 1)|σn − σ|+ ε < 2ε

για x αρκούντως κοντά στο 1. Με άλλα λόγια f(x)→ σ καθώς x→ 1−.
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΄Αρα έχουµε την παρακάτω κατάσταση.

an αθροίσιµη =⇒ an Cesàro αθροίσιµη =⇒ an Abel αθροίσιµη

Στη συνέχεια ϑα δούµε υπο ποιες προϋποθέσεις αντιστρέφονται οι παραπάνω συνεπαγωγές.
Εκτός απο τις προαναφερθείσες διαδικασίες άθροισης, πολλές ακόµη έχουν ορισθεί, και έχουν

αποδειχθεί για αυτές τα αντίστοιχα ‘Abelian ϑεωρήµατα’, που µας ϐεβαιώνουν ότι αν µια σειρά συ-
γκλίνει ή είναι αθροίσιµη µε κάποια µέθοδο, ϑα πρέπει να συγκλίνει στο ίδιο άθροισµα µε κάποια
ποιο ισχυρή διαδικασσία άθροισης. Για παράδειγµα έχουµε τον εξής ορισµο.

Ορισµός. Μια σειρά
∑∞
n=0 an λέγεται Borel αθροίσιµη αν το όριο

lim
x→∞

e−x
∞∑
n=0

1

n!
snx

n

υπάρχει.

Ο Borel εισήγαγε την παραπάνω µέθοδο το 1899 και απέδειξε το αντίστοιχο Abelian ϑεώρηµα, ότι
µια συγκλίνουσα σειρά είναι Borel αθροίσιµη στο κανονικό της άθροισµα. Η κατά Borel αθροισιµότητα
εµφανίζεται ϕυσιολογικά στην µιγαδική ανάλυση, ιδιαίτερα σε προβλήµατα αναλυτικής συνέχισης.

Ας δούµε ακόµη ένα παράδειγµα.

Ορισµός. Ο πυρήνας του Lambert είναι η συνάρτηση

L(x) =
x log(1/x)

1− x
, 0 < x < 1, και L(1) = 1

Μια σειρά λέγεται Lambert αθροίσιµη αν το όριο

lim
x→1−

∞∑
n=0

anL(xn)

υπάρχει.

Η κατά Lambert αθροισιµότητα ϐρίσκει σηµαντικές εφαρµοργές στη ϑεωρία αριθµών.

1.2 Το ϑεώρηµα του Tauber

Μια σειρά µπορεί να είναι αθροίσιµη µε διάφορες µεθόδους, και παρόλα αυτά να µην συγκλίνει.
΄Εχουµε δει παραδείγµατα σειρών που αποκλίνουν ενώ είναι Abel ή Cesàro αθροίσιµες. Στην αντί-
στροφη κατεύθυνση, ισχύει η γενική αρχή ότι αν µια σειρά είναι αθροίσιµη µε κάποια µέθοδο και δεν
αποκλίνει πολύ ‘γρήγορα’, τότε είναι συγκλίνουσα. Το πρώτο αποτέλεσµα αυτής της µορφής ϐρέθηκε
το 1897 απο τον Tauber. Ο Tauber()1866-1942) ήταν ένας Αυστριακός µαθηµατικός που ασχολήθηκε
κυρίως µε εφαρµοσµένα µαθηµατικά. Το τέλος του Tauber ήταν τραγικό : εκτελέστηκε σε στρατόπεδο
συγκέντρωσης κοντά στο Theresienstadt στις 26 Ιουλίου 1942.

Θεώρηµα 1.4 (Tauber). ΄Εστω ότι nan → 0 καθώς n→∞, ώστε η δυναµοσειρά

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n
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να συγκλίνει στο διάστηµα (−1, 1). Αν f(x) → A καθώς x → 1−, τότε η σειρά
∑∞
n=0 an είναι συγκλί-

νουσα µε άθροισµα A.

Απόδειξη. Συµβολίζοντας µε sn =
∑n
k=0 ak τα µερικά αθροίσµατα της an, γράφουµε

sn − f(x) =

n∑
k=1

ak(1− xk)−
∞∑

k=n+1

akx
k

Για 0 < x < 1 έχουµε
1− xk = (1− x)(1 + x+ · · ·+ xk−1 ≤ k(1− x)

άρα παίρνουµε

|sn − f(x)| ≤ (1− x)

n∑
k=1

k|ak|+
∞∑

k=n+1

|ak|xk.

΄Εστω ε > 0. Εξ’ υποθέσεως, µπορούµε να διαλέξουµε n αρκετά µεγάλο ώστε k|ak| < ε για κάθε
k > n. Τότε

∞∑
k=n+1

|ak|xk < ε

∞∑
k=n+1

1

k
xk <

ε

n

∞∑
k=0

xk =
ε

n(1− x)

Παίρνουµε τώρα x = xn = 1 − 1
n . Τότε 1 − xn = 1

n και xn → 1 καθώς n → ∞. Αυτό µας δίνει την
εκτίµηση

sn − f(xn) ≤ 1

n

n∑
k=1

k|ak|+ ε

για n αρκετά µεγάλο. Επειδή όµως k|ak| → 0, έπεται ότι οι αριθµητικοί µέσοι

1

n

n∑
k=1

k|ak|

επίσης τείνουν στο 0 για n → ∞. Εποµένως, |sn − f(xn)| < 2ε για n αρκούντως µεγάλο. ΄Εχουµε
όµως υποθέσει πως limx→1− f(x) = A, άρα sn → A.

Εν συντοµία, το ϑεώρηµα του Tauber µας λέει πως αν µια σειρά είναι Abel αθροίσιµη και ικανο-
ποιεί επιπλέον την συνθήκη nan = o(1) τότε ϑα συγκλίνει. Το παραπάνω ϑεώρηµα αποκαλύπτει και
µια αρκετά περίεργη συµπεριφορά. Η µέθοδος του Abel αποτυγχάνει να αθροίσει σειρές που αποκλί-
νουν γρήγορα, αλλά και σειρές που αποκλίνουν πολύ αργά. Για παράδειγµα, αν |an| < 1/(n log n),
απο το ϑεώρηµα του Tauber η an δεν είναι Abel αθροίσιµη εκτός και αν συγκλίνει. Θα δούµε αργότερα
ότι η συνθήκη nan = o(1) µπορεί να αντικατασταθεί απο την ασθενέστερη nan = O(1).

1.3 Θεωρήµατα των Hardy και Littlewood

Ξεκινώντας γύρω στο 1910, οι Βρετανοί αναλύστες G. H. Hardy(1877-1947) και J. E. Littlewood(1885-
1977) άρχισαν µια σειρά ερευνών µε αφορµή το ϑεώρηµα του Tauber. Πρώτα ο Hardy απέδειξε ένα
ανάλογο του ϑεωρήµατος του Tauber υποθέτοντας την ποιο περιοριστική Cesàro αθροισιµότητα και
απαιτώντας µόνο η ακολουθία (nan) να είναι ϕραγµένη.
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Θεώρηµα 1.5 (Hardy). Αν η σειρά
∑∞
n=0 an είναι Cesàro αθροίσιµη και η (nan) είναι ϕραγµένη, τότε

η σειρά συγκλίνει.

Ο Hardy διατύπωσε ακόµη την εικασία ότι το ϑεώρηµα του Tauber ισχύει αν η υπόθεση nan → 0
αντικατασταθεί µε την ασθενέστερη υπόθεση πως η (nan) είναι ϕραγµένη. Ο συνάδελφός του στο
Cambridge, Littlewood επαλήθευσε την εικασια, αποδεικνύοντας το επόµενο ϑεώρηµα, του γενικεύει
τα ϑεωρήµατα των Tauber και Hardy.

Θεώρηµα 1.6 (Littlewood). ΄Εστω ότι η ακολουθία (nan) είναι ϕραγµένη, έτσι ώστε η δυναµοσειρά

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n

να συγκλίνει στο διάστηµα (−1, 1). Αν f(x) → A καθώς x → 1−, τότε η σειρά
∑∞
n=0 an συγκλίνει στο

A.

Το 1914, οι Hardy και Littlewood, απο κοινού, ϐρήκαν ένα Tauberian ϑεώρηµα που µας πάει
απο την Abel στη Cesàro αθροισιµότητα, και είναι µερικό αντίστροφο του ϑεωρήµατος του Frobenius.

Θεώρηµα 1.7 (Hardy-Littlewood). Αν f(x) =
∑∞
n=0 anx

n → A καθώς x → 1− και sn ≥ 0 για κάθε
n, τότε σn → A καθώς n→∞.

Παρατηρούµε ότι το ϑεώρηµα Hardy-Littlewood ισχύει γενικότερα υπό την συνθήκη sn ≥ −C για
κάποια σταθερά C, πράγµα που ισχύει αν τα µερικά αθροίσµατα sn είναι ϕραγµένα. Οι Hardy και
Littlewood ανακάλυψαν επίσης πως η Tauberian συνθήκη στο ϑεώρηµα του Littlewood, δηλαδή η
nan = O(1), µπορεί να αντικατασταθεί µε ανισότητα της µορφής an ≥ −C/n.

Οι πρώτες αποδείξεις των ϑεωερηµάτων του Littlewood και Hardy-Littlewood παρουσίαζαν οµοιο-
ότητες και ήταν αρκέτα ποιο δύσκολες απο αυτές των ϑεωρηµάτων του Hardy και του Tauber. Για
αρκετό καιρό δεν ήταν γνωστή κάποια απλοποίηση και τα αποτελέσµατα αυτά ϑεωρούνταν αρκετά
ϐαθιά. ΄Οµως το 1930 ο Karamata πρότεινε µια ευφυή και συνάµα απλή προσσέγγιση ϐασιζόµενος
στο ϑεώρηµα του Weierstass. Η κοµψή απόδειξη του Karamata ϑα παρουσιαστεί στο επόµενο µέ-
ϱος. Αρχικά, απέδειξε το ϑεώρηµα των Hardy-Littlewood και στη συνέχεια συµπέρανε από αυτό το
ϑεώρηµα του Littlewood. Η αρχική προσσέγγιση του Llittlewood ήταν να αποδείξει τη Cesáro αθροι-
σιµότητα και στη συνέχεια να επικαλεστεί το ϑεώρηµα του Hardy για να συµπεράνει τη σύγκλιση της
σειράς. Μερικά χρόνια αργότερα, ο Wielandt απλοποίησε την απόδειξη του Karamata, αποφεύγοντας
την παράκαµψη µέσω της Cesáro αθροισιµότητας, και αποδεικνύοντας το ϑεώρηµα του Littlewood
απευθείας. Οι λεπτοµέρειες ακολουθούν.

1.4 Η απόδειξη του Karamata

Το επιχείρηµα του Karamata για την απόδειξη του ϑεωρήµατος Hardy-Littlewood περιλαµβάνει τρία
ϐήµατα:

(i) Αντικαθιστούµε το x µε xk στη σχέση
∞∑
n=0

sn(1− x)xn =

∞∑
n=0

anx
n → A καθώς x→ 1−

Παίρνοντας έναν πεπερασµένο R-γραµµικό συνδυασµό που αποτελέσµατος, το επεκτείνουµε
για κάθε πολυώνυµο
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(ii) Αποδεικνύουµε ότι καθε συνάρτηση g συνεχής κατά τµήµατα ϕράσσεται απο δύο πολυώνυµα,
το ολοκλήρωµα της διαφοράς των οποίων τείνει στο 0.

(iii) Επιλέγουµε ως g µια κατάλληλη ‘περίπου’ χαρακτηριστική συνάρτηση, ώστε το άθροισµα∑∞
n=0 sn(1− x)xn να γίνει ουσιαστικά σn(µε κάποιο παράγοντα κανονικοποίησης).

Η Tauberian συνθήκη sn ≥ 0, απαιτείται στο ϐήµα (ii). Σχετικό είναι το παρακάτω λήµµα, η
απόδειξη του οποίου ϐασίζεται στο ϑεώρηµα προσέγγισης του Weierstrass.

Λήµµα 1.8. ΄Εστω συνάρτηση g συνεχής στο διάστηµα [0, 1], εκτός απο πιθανή ασυνέχεια µε άλµα στο
σηµείο c ∈ (0, 1). Τότε, για κάθε ε > 0, υπάρχουν πολυώνυµα P (x) και Q(x) έτσι ώστε P (x) < g(x) <
Q(x) και ∫ 1

0

(g(x)− P (x)) dx < ε,

∫ 1

0

(Q(x)− g(x)) dx < ε

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η g έχει ασυνέχεια µε άλµα στο c ∈ (0, 1) και ας είναι g(c+0) και g(c−0) το
αριστερό και δεξί πλευρικό όριο αντίστοιχα. Χωρίς ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε
ότι g(c − 0) ≤ g(c + 0). Σταθεροποιούµε δ ∈ (0, c), και ϑεωρούµε τη γραµµική συνάρτηση `(x) έτσι
ώστε

`(c− δ) = g(c− δ) + ε/2, `(c) = g(c+ 0) + ε/2

Ορίζουµε

φ(x) =

{
g(x) + ε/2 αν 0 ≤ x < c− δ ή c < x ≤ 1

max{`(x), g(x) + ε/2} αν c− δ ≤ x ≤ c.

Τότε η φ είναι συνεχής στο [0, 1] και φ(x) ≥ g(x) + ε/2. Επιλέγουµε πολυώνυµο Q(x) έτσι ώστε
|Q(x)− φ(x)| < ε/2 για κάθε x ∈ [0, 1]. Τότε Q(x) > g(x) και∫ 1

0

(Q(x)− g(x)) dx < ε

για δ αρκούντως µικρό. Με παρόµοια κατασκευή, ϐρίσκουµε ένα πολυώνυµο P (x) < g(x) µε∫ 1

0
(g(x)− P (x)) dx < ε.

Με το παραπάνω λήµµα στη διάθεσή µας είµεθα έτοιµοι να αποδείξουµε, σε πρώτο χρόνο, το
ϑεώρηµα Hardy-Littlewood που είναι κάπως ποιο εύκολο απο το ϑεώρηµα του Littlewood.

Απόδειξη του ϑεωρήµατος Hardy-Littlewood. Εξ’ υποθέσεως,

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n = (1− x)

∞∑
n=0

snx
n → A, καθώς x→ 1−.

Γενικότερα, ισχύει πως

(?) lim
x→1−

(1− x)

∞∑
n=0

snx
np(xn) = A

∫ 1

0

p(t)dt
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για κάθε πολυώνυµο p(x). Πράγµατι, αρκεί να το δείξουµε για τα πολυώνυµα p(x) = xk. Τότε το
αριστερό µέλος γίνεται

(1− x)

∞∑
n=0

snx
n+kn =

1− x
1− xk+1

[
(1− xk+1)

∞∑
n=0

sn
(
xk+1

)n]

→ A

k + 1
= A

∫ 1

0

p(t)dt καθώς x→ 1−

όπως ϑέλουµε. Απο την (?), ξρησιµοποιώντας το προηγούµενο λήµµα, µπορούµε να αποδείξουµε ότι

(??) lim
x→1−

(1− x)

∞∑
n=0

snx
ng(xn) = A

∫ 1

0

g(t)dt

για κάθε g συνεχή στο [0, 1], εκτός πιθανής µοναδικής ασυνέχειας µε άλµα. Πράγµατι, σταθεροποιού-
µε ε > 0 και επιλέγουµε πολυώνυµα P και Q όπως στο λήµµα. Τότε

∞∑
n=0

snx
nP (xn) ≤

∞∑
n=0

snx
ng(xn) ≤

∞∑
n=0

snx
nQ(xn), 0 < x < 1.

Στο σηµείο αυτό χρειαζόµαστε την υπόθεση sn ≥ 0. Αφού sn ≥ 0, ϑα είναι A ≥ 0, εποµένως

lim sup
x→1−

(1− x)

∞∑
n=0

snx
ng(xn) ≤ lim

x→1−
(1− x)

∞∑
n=0

snx
nQ(xn)

= A

∫ 1

0

Q(t)dt ≤ A
∫ 1

0

g(t)dt+Aε.

Αφήνοντας το ε→ 0, ϐλέπουµε ότι

lim sup
x→1−

(1− x)

∞∑
n=0

snx
ng(xn) ≤ A

∫ 1

0

g(t)dt.

Εντελώς όµοια, ϐρίσκουµε

lim inf
x→1−

(1− x)

∞∑
n=0

snx
ng(xn) ≥ A

∫ 1

0

g(t)dt.

Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες ανισότητες λαµβάνουµε την (??). Τώρα, ϑέτουµε

g(t) =

{
0, 0 ≤ t < 1/e

1/t, 1/e ≤ t ≤ 1.

΄Εχουµε ∫ 1

0

g(t)dt =

∫ 1

1/e

g(t)dt = 1.
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Θέτουµε xN = e−1/N και παρατηρούµε ότι xnN ≥ 1/e αν και µόνο αν n ≤ N . ΄Ετσι

∞∑
n=0

snx
n
Ng(xnN ) =

N∑
n=0

sn = (N + 1)σN .

Η σχέση (??) δείνει ότι

(N + 1)(1− xN )σN = (1− xN )

∞∑
n=0

snx
n
Ng(xnN )→ A

∫ 1

0

g(t)dt = A καθώς N →∞,

αφού xN → 1. ΄Οµως
(N + 1)(1− xN ) = (N + 1)(1− e−1/N )→ 1

καθώς N →∞, εποµένως σN → A.

Απόδειξη του ϑεωρήµατος του Littlewood. Για κάθε πολυώνυµο

P (x) =

n∑
k=1

bkx
k µε P (0) = 0,

από την υπόθεση f(x)→ A έχουµε

(? ? ?)
∞∑
n=0

anP (xn) =

m∑
k=1

bk

∞∑
n=0

anx
kn → A

n∑
k=1

bk = P (1)A

καθώς x→ 1−. Τώρα ϑεωρούµε τη χαρακτηριστική συνάρτηση

g(t) =

{
0, 0 ≤ t < 1/e

1, 1/e ≤ t ≤ 1.

έτσι ώστε

sN =

N∑
n=0

an =

∞∑
n=0

ang(xnN )

όπου xN = e−1/N . Για να αποδείξουµε ότι sN → A καθώς N →∞, αρκεί να δείξουµε ότι

∞∑
n=0

ang(xn)→ g(1)A = A καθώς x→ 1−.

Για να δείξουµε ότι

lim sup
x→1−

∞∑
n=0

ang(xn) ≤ A,

ϑα εφαρµόσουµε την (? ? ?) σε πολυώνυµο P µε τις ιδιότητες P (0) = 0, P (1) = 1 και P (t) ≥ g(t) για
0 ≤ t ≤ 1. Με αυτό κατά νου, επιλέγουµε πολυώνυµο Q έτσι ώστε

Q(t) ≥ g(t)− t
t(1− t)

= h(t), 0 < t < 1,
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απο το οποίο παίρνουµε ένα δεύτερο πολυώνυµο P (t) = t+ t(1− t)Q(t) µε τις ιδιότητες του ϑέλαµε.
Η Tauberian συνθήκη |nan| ≤ C µας δίνει nan ≥ −C. Γράφουµε:

∞∑
n=0

ang(xn)−
∞∑
n=0

anP (xn) = −
∞∑
n=1

an [P (xn)− g(xn)]

≤ C
∞∑
n=1

1

n
[P (xn)− g(xn)]

≤ C
∞∑
n=1

1− x
1− xn

[P (xn)− g(xn)]

= C(1− x)

∞∑
n=1

φ(xn), όπου φ(t) =
P (t)− g(t)

1− t
.

όπου χρησιµοποιήσαµε την αξιοσηµείωτη ταυτότητα, µαζί µε τη στοιχειώδη ανισότητα

1− xn

1− x
= 1 + x+ · · ·+ xn−1 ≤ n, 0 ≤ x < 1

Ισχυριζόµαστε τώρα πως

lim
x→1−

(1− x)

∞∑
n=1

φ(xn) =

∫ 1

0

φ(t)

t
dt,

αφού η φ επεκτείνεται συνεχώς σε όλο το [0, 1] εκτός απο την ασυνέχεια µε άλµα στο t = 1/e. Πράγµατι,
για x ∈ (0, 1), το ολοκλήρωµα προσεγγίζεται απο το άθροισµα Riemann

∞∑
n=1

φ(xn)

xn
(xn − xn+1 = (1− x)

∞∑
n=1

φ(xn),

που τείνει στο ολοκλήρωµα καθώς x→ 1−. ΄Οµως∫ 1

0

φ(t)

t
dt =

∫ 1

0

[P (t)− t]− [g(t)− t]
t(1− t)

dt =

∫ 1

0

[Q(t)− h(t)]dt.

ΕπειδήQ(t) ≥ h(t), το τελευταίο ολοκλήρωµα είναι ϑετικό και από το λήµµα µπορούµε να το κάνουµε
αυθαίρετα µικρό µε κατάλληλη επιλογή του Q. Αν ακόµη ϑυµηθούµε οτι απο την (? ? ?)

lim
x→1−

∞∑
n=0

anP (xn) = A,

συνδυάζοντας όλα τα προηγούµενα, συµπεπαίνουµε ότι

(1) lim sup
x→1−

∞∑
n=0

ang(xn) ≤ A.

Με παρόµοιο επιχείρηµα δείχνουµε ότι

lim inf
x→1−

∞∑
n=0

ang(xn) ≥ A.
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Για να το δούµε αυτό, επιλέγουµε P (t) = t+ t(1− t)Q(t), όπου Q πολυώνυµο µε την ιδιότητα

Q(t) ≤ h(t) =
g(t)− t
t(1− t)

, για 0 < t < 1.

Τότε P (0) = 0, P (1) = 1, και P (t) ≤ g(t) για 0 ≤ t ≤ 1. ΄Ετσι η Tauberian συνθήκη nan ≥ −C δίνει

∞∑
n=0

ang(xn)−
∞∑
n=0

anP (xn) ≥ −C
∞∑
n=1

1

n
[g(xn)− P (xn)] ≥ C(1− x)

∞∑
n=1

φ(xn)

επειδή 1− xn ≤ n(1− x) και τώρα

φ(t) =
P (t)− g(t)

1− t
≤ 0 για 0 < t < 1.

Στη συνέχεια, µπορούµε να καταλήξουµε, όπως πριν, στο ότι

lim inf
x→1−

∞∑
n=0

ang(xn) ≥ A+ C

∫ 1

0

[Q(t)− h(t)] dt.

Επικαλούµαστε για µια τελευταία ϕορά το λήµµα, ισχυριζόµενοι πως το ολοκλήρωµα στην τελευταία
ισότητα µπορεί, για κατάλληλη επιλογή του πολυωνύµου Q, να γίνει όσο µικρό ϑέλουµε. ΄Ετσι έχουµε
τη σχέση

(2) lim inf
x→1−

∞∑
n=0

ang(xn) ≥ A

Συνδυάζοντας τις (1) και (2) παίρνουµε ότι

lim
x→1−

∞∑
n=0

ang(xn) = A.

΄Οπως προαναφέραµε, αυτό συνεπάγεται πως sn → A, και το ϑεώρηµα αποδείχθηκε. Αξίζει να
παρατηρήσουµε ότι η µόνη Tauberian συνθήκη που χρησιµοποιήσαµε είναι η nan ≥ −C, αντί της
ισχυρότερης |nan| ≤ C που υποθέσαµε.

1.5 Το ϑεώρηµα υψηλών δεικτών

Το ϑεώρηµα υψηλών δεικτών είναι ένα αξιοσηµείωτο Tauberian ϑεώρηµα για µη επεκτάσηµες σει-
ϱέσ(σειρές που δεν µπορούν να επεκταθούν ολόµορφα έξω απο την ακτίνα σύγκλισής τους).

Θεώρηµα 1.9 (Θεώρηµα υψηλών δεικτών). Αν f(x) =
∑∞
k=1 akx

λk για 0 < x < 1, όπου οι εκθέτες
αυξάνουν γεωµετρικά, δηλαδή ικανοποιούν συνθήκη της µορφής λk+1/λk ≥ ρ > 1 και f(x) → A
καθώς x→ 1−, τ ότε η σειρά

∑∞
k=1 ak συγκλίνει στο A.

Το ϑεώρηµα αποδείχθηκε αρχικά απο τους Hardy και Littlewood το 1926. Η αρχική απόδειξη
απλοποιήθηκε απο τον Ingham το 1937. Το ποιο εκπληκτικό στοιχείο του ϑεωρήµατος υψηλών
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δεικτών είναι πως η µη επεκτασιµότητα της σειράς είναι επαρκής Tauberian συνθήκη. Για παράδειγµα
ας ϑεωρήσουµε τη δυναµοσειρά του Hardy

f(x) = x− x2 + x4 − x8 + x16 − · · ·

για x πραγµατικό, µικρότερο του 1. ΄Εχει η f(x) όριο καθώς το x πλησιάζει στο 1 απο δεξιά ; Εάν ναι,
ποιο είναι αυτό ; Πριν προσπαθήσουµε να απαντήσουµε, παρατηρούµε ότι Ϲευγαρόνοντας τους όρους

f(x) = (x− x2) + (x4 − x8) + · · · > 0

και
f(x) = x− (x2 − x4)− (x8 − x16)− · · · < x

για 0 < x < 1. Ιδιαίτερα, η f είναι ϕραγµένη στο διάστηµα [0, 1]. Η ισότητα f(x) = x − f(x2) µας
ϐεβαιώνει πως αν το όριο limx→1− f(x) υπάρχει ϑα είναι ίσο µε 1

2 . Επανάληψη της ταυτότητας δείχνει
ότι f(x4) < f(x), άρα είναι λογικό να υποθέσουµε ότι η f είναι αύξουσα συνάρτηση στο διάστηµα
0 < x < 1. Αν αυτό είναι σωστό, η f ϑα είναι ϕραγµένη και αύξουσα άρα το όριο όντως ϑα υπάρχει
και limx→1− f(x) = 1

2 . ΄Ενας γράφηµα µας πείθει ακόµη περισσότερο.

Στην πραγµατικότητα, το όριο δεν υπάρχει ! Καθώς το x τείνει στο 1, το f(x) ταλαντώνεται γύρω
απο την τιµή 1

2 και δεν συγκλίνει. Αν µεγεθύνουµε το γράφηµα κοντά στο σηµείο
(
1, 12
)
αυτό γίνεται

εµφανές.
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Παρατηρούµε ότι οι εκθέτες nk = 2k της παραπάνω δυναµοσειράς ικανοποιούν την υπόθεση του
ϑεωρήµατος υψηλών δεικτών και τα µερικά αθροίσµατα της σειράς

∑
ak είναι 0 και 1 εναλλάξ, άρα

το ϑεώρηµα υψηλών δεικτών δείχνει ότι το f(x) δεν µπορεί να έχει όριο καθώς s→ 1−.
Στη συνέχεια παρουσιάζουµε µια απόδειξη του ϑεωρήµατος υψηλών δεικτών που ϐρίσκεται στο

κλασικό ϐιβλίο του Korevaar[1].

Λήµµα 1.10. ΄Εστω

f(x) = fN (x) =

N∑
n=0

anx
λn

όπου οι εκθέτες λn ικανοποιούν συνθήκη της µορφής λn+1 ≥ ρλn για κάποιο q > 1. Τότε υπάρχει
αριθµός Cρ, που εξαρτάται µόνο απο το q, ώστε

|sm| ≤ CρM, ∀m ≥ 0, όπου M = sup
0≤x<1

|f(x)|

Λήµµα 1.11. Για δοσµένα 0 < a < 1/2 < β < 1 και τυχόν δ > 0, υπάρχει πολυώνυµο P , που αυξάνει
στο [0, 1], έτσι ώστε

(i) 0 ≤ P (x) ≤ 1 για 0 ≤ x ≤ 1,

(ii) P (x) ≤ δx για 0 ≤ x ≤ a,

(iii) 1− P (x) ≤ δ(1− x) για β ≤ x ≤ 1.

Μπορούµε να πάρουµε για P ένα πολυώνυµο της µορφής

P (x) =
∑
k

bkx
k =

∫ x
0
pq(y)dy∫ 1

0
pq(y)dy

όπου p(y) = 4y(1 − y), και q ϑετικός ακέραιος εξερτώµενος από τα a, β, δ. Ακόµη ϑα συµβολίζουµε∑
k |bk| = Bq, ένας αριθµός που συµπεριφέρεται περίπου όπως το 8q. Η απόδειξη του λήµµατος ϑα

συµπληρωθεί αργότερα.
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Απόδειξη του λήµµατος 1.10. Με το P όπως παραπάνω, ορίζουµε

F (x) =

N∑
n=0

anP (xλn) =
∑
n,k

anbkx
λnk =

∑
k

bkf(xk).

΄Επεται ότι
sup

0≤x<1
|F (x)| ≤M

∑
k

|bk| = BqM.

Ας υποθέσουµε ότι sm είναι το µερικό αθροίσµα sn =
∑n
k=0 ak που έχει τη µέγιστη απόλυτη τιµή(ή ένα

απο αυτά τα µερικά αθροίσµατα). Αν m = 0 έχουµε |sn| ≤M για κάθε n εφόσον |s0| = |a0| = |f(0)|.
Υποθέτουµε λοιπόν ότι m > 0. Προφανώς |an| ≤ 2|sm| για κάθε n. ΄Αρα, για 0 < x < 1

(1)
|sm − F (x)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤n≤m

an(1− P (xλn))−
∑

m<n≤N

anP (xλn)

∣∣∣∣∣∣
≤ 2|sm|

∑
1≤n≤m

an(1− P (xλn)) + 2|sm|
∑
n>m

P (xλn).

Θα επιλέξουµε a, β και δ στο (0, 1) τέτοια ώστε xλn ≥ β όταν 1 ≤ n ≤ m και xλn ≤ a όταν n > m.
Για το σκοπο αυτό, πάιρνουµε xλm = β και a = βρ, έτσι ώστε xλm+1 = βλm+1/λm ≤ βρ = a.

Παρατηρούµε ότι 1− e−t < t και e−t < 1/t όταν t > 0. Εποµένως έχουµε

1− xλn < λn log(1/x) = (λn/λm)λm log(1/x)

≤ ρn−m log(1/β) για 1 ≤ n ≤ m.
και

(2)
xλn < 1/(λn log(1/x)) = (λm/λn)/(λm log(1/x))

≤ ρn−m/ log(1/β) για n > m.

΄Ετσι µια καλή επιλογή για το log(1/β) είναι η (1/
√
ρ) log 2, που µας δίνει

(3) xλm = β = 2−1/
√
ρ, a = 2−

√
ρ

Χρησιµοποιώντας τις ανισότητες (ii) και (iii) του λήµµατος και τη µονοτονία του P , συµπεραί-
νουµε απο τις (1),(2),(3) ότι

|sm − F (x)| ≤ 2|sm|

 ∑
1≤n≤m

δ(1− xλn) +
∑
n>m

δxλn

 .

΄Ετσι

|sm| ≤ |F (x)|+ 2δ|sm|

∑
n≤m

ρm−n−1/2 log 2 +
∑
n>m

ρm−n+1/2

log 2


≤ BqM + 5δ |sm|

∞∑
n=0

ρ−n−1/2 = BqM + 5δ|sm|
√
ρ

ρ− 1
.
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Στο λήµµα 1.11 παίρνουµε δ ώστε ο συντελεστής του |sm| στον τελευταίο όρο της παραπάνω σχέσης
να είναι 1

2 . Συµπεραίνουµε ότι για άρκετά µεγάλο q, που εξαρτάται απο το ρ,

|sm| ≤ 2BqM = 2Bq sup
0≤x<1

|f(x)|

Βλέπουµε ότι ο συντελεστής 2Bq του M εξαρτάται από το ρ αλλά όχι το N .

Το λήµµα 1.10 επεκτείνεται και για άπειρα αθροίσµατα:

Λήµµα 1.12. Η ανισότητα για τα µερικά αθροίσµατα sm =
∑
k≤m ak στο λήµµα 1.10 ισχύει και για

άπειρες σειρές της µορφής f(x) =
∑∞
n=0 anx

λn , όταν η f είναι ϕραγµένη στο διάστηµα 0 ≤ x < 1.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0 και r ∈ (0, 1). Τότε η σειρά f(rx) συγκλίνει οµοιόµορφα για 0 ≤ x < 1. ΄Αρα
υπάρχει N0 = N0(ε, r) έτσι ώστε για N ≥ N0∣∣∣∣∣f(rx)−

N∑
n=0

anr
λnxλn

∣∣∣∣∣ ≤ ε, ∀x ∈ [0, 1].

Ειδικότερα ∣∣∣∣∣
N∑
n=0

anr
λnxλn

∣∣∣∣∣ ≤M + ε, ∀x ∈ [0, 1],

όπου M = sup0≤x<1 |f(x)|. ΄Ετσι, από το λήµµα 1.10∣∣∣∣∣
m∑
n=0

anr
λn

∣∣∣∣∣ ≤ Cρ(M + ε), ∀m ≤ N και N ≥ N0(ε, r).

Η Ϲητούµενη ανισότητα για το (δεδοµένο) sm έπεται αν αφήσουµε ε→ 0 και r → 1.

Απόδειξη του ϑεωρήµατος υψηλών δεικτών. Θα χρησιµοποιείσουµε τη σύγκλιση f(x) → A καθώς
x → 1− για να συµπεράνουµε ότι sN → A καθώς N → ∞. Ορίζουµε f(1) = A, έτσι ώστε η
συνάρτηση f να γίνει οµοιόµορφα συνεχής στο [0, 1]. Τότε για ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε r ∈ (0, 1)
τέτοιο ώστε

|f(x)− f(rx)| ≤ ε, ∀x ∈ [0, 1].

Τώρα, για x ∈ [0, 1),

|f(x)− f(rx)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

an(1− rλn)xλn

∣∣∣∣∣ ,
άρα απο το λήµµα 1.12 εφαρµοσµένο στην f(x)− f(rx),∣∣∣∣∣

N∑
n=0

an(1− rλn)

∣∣∣∣∣ ≤ Cρε, ∀N.
Για N ≥ N0(ε, r) έπεται απο το ίδιο λήµµα, για x = 1, ότι∣∣∣∣∣

N∑
n=0

an − f(1)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
N∑
n=0

an(1− rλn)

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

anr
λn − f(r)

∣∣∣∣∣
+ |f(r)− f(1)| ≤ (Cρ + 2)ε.

Αφήνοντας ε→ 0 έχουµε το Ϲητούµενο.
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Μένει µόνο η απόδειξη του λήµµατος 1.11.

Απόδειξη του λήµµατος 1.11. Επιλέγουµε το P όπως στα σχόλια που ακολουθούν τη διατύπωση του
λήµµατος. Τότε το P είναι αύξουσα συνάρτηση σοτ [0, 1] και το µέρος (i) είναι άµεση συνέπεια. Για
το µέρος (ii), για 0 ≤ y ≤ x ≤ a ≤ 1/2,

p(y) ≤ 4a(1− a) < 1,

∫ x

0

pq(y)dy ≤ (4a(1− a))
q
x.

Από την άλλη µεριά, για q ≥ 2,

Iq =

∫ 1

0

pq(y)dy ≥
∫ (1/2)+1/(2q)

(1/2)−1/(2q)

(
1− 1

q2

)q
dy ≥ 1

q

(
1− 1

22

)2

>
1

2q
.

Εποµένως
P (x) ≤ 2q (4a(1− a))

q
x

που είναι ≤ δx όταν το q είναι αρκετά µεγάλο. Το µέρος (iii) προκύπτει µε παρόµοιο επιχείρηµα:
για 1/2 < β ≤ x ≤ y ≤ 1, έχουµε p(y) ≤ 4β(1− β), εποµένως

1− P (x) =
1

Iq

∫ 1

x

pq(y)dy ≤ 2q(4β(1− β))q(1− x) ≤ δ(1− x)

για q αρκετά µεγάλο.

2 Το Tauberian Θεωρήµα του Wiener

Στο κεφάλαιο αυτό, ϑα ασχοληθούµε µε την δηµοσίευση του Wiener το 1932, η οποία αποτελεί ένα
από τα κλασικά µαθηµατικά κείµενα της προπολεµικής περιόδου. Το κύριο αποτέλεσµα αναφέρει ότι
αν

f(x) ∈ L1 = L1(R),

τότε η γραµµική ϑήκη των µεταφορών της, (Taf)(x) = f(x+ a) όπου a ∈ R, είναι πυκνή στον L1 αν
και µόνο αν ο µετασχηµατισµός Fourier

F (x) = Ff(x) =

∫
R
e−itxf(t)dt

δεν έχει πραγµατικές ϱίζες. Αυτό το ϐασικό αποτέλεσµα ονοµάζεται Tauberian ϑεώρηµα του Wiener,
ένας αρκετά περίπλοκος τίτλος, η προέλευση του οποίου όµως ϑα εξηγηθεί αργότερα. Παρατηρήστε
ότι, αν g είναι µια συνεχής συνάρτηση µε συµπαγή ϕορέα για την οποία ισχύει η ανισότητα

‖f ∗ g‖ ≤ ‖f‖‖g‖,

τότε η συνέλιξη των f και g

(f ∗ g)(x) =

∫
f(x− y)g(y)dy

περιέχεται στην κλειστή γραµµική ϑήκη των µεταφορών της f .
Η ϑεωρία του Wiener υπήρξε ιδιαίτερης σηµασίας και ανάγκασε την µαθηµατική κοινότητα να

ασχοληθεί µε αυτή. Περίπου 10 χρόνια µετά τον Wiener, ο Gefland ασχολούµενος µε δακτυλίους µε
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νόρµα ή, όπως ονοµάστηκαν αργότερα ΄Αλγεβρες Banach, έθεσε τα ϑεµέλια της Abstract Αρµονικής
Ανάλυσης, η οποία µελετήθηκε µε ιδιαίτερη σπουδή για περίπου 20 χρόνια, κυρίως στις Ηνωµένες
Πολιτείες. ΄Ενας από τους λόγους που ώθησαν την ανάπτυξη της ϑεωρίας ήταν η προσπάθεια επέκτασης
του ϑεωρήµατος του Wiener στο καινούργιο µαθηµατικό περιβάλλον, ενώ στο ϐιβλίο του Walter Rudin
(1962) συνοψίζεται το µεγαλύτερο κοµµάτι της έρευνας.

Η απόδοση του χαρακτηρισισµού Tauberian ϑεώρηµα στο ϑεώρηµα του Wiener µπορεί να δη-
µιουργήσει εύλογες απορίες, αφού σε ένα τέτοιο ϑεώρηµα, γνωρίζοντας την ασυµπτωτική συµπεριφορά
καθώς x→ +∞, ενός γραµµικού µετασχηµατισµού

F (x) =

∫
K(x, y)f(y)dy

µιας συνάρτησης f(x), µπορούµε να συµπεράνουµε την ασυµπτωτική συµπεριφορά στο άπειρο της
ίδιας της f . ∆εν ϑα πρέπει όµως να παραβλέψουµε το γεγονός ότι αν f ∈ L1, ο µετασχηµατισµός
Fourier της f δεν έχει ϱίζες και

lim
x→+∞

∫
f(x− y)g(y)dy = A

∫
f(x)dx

για κάποια g ∈ L∞, τότε το ίδιο ισχύει για όλες τις f ∈ L1. Στην πραγµατικότητα το όριο της
παραπάνω σχέσης ισχύει µε ολοκλήρωση αν η f αντικατασταθεί απο οποιαδήποτε συνέλιξη

(f ∗ h)(x) =

∫
f(x− z)h(z)dz,

όπου h είναι συνεχής συνάρτηση µε συµπαγή ϕορέα και πάρουµε το όριο αντικαθιστώντας την f
από οποιαδήποτε συνάρτηση στον L1. ΄Ετσι, αν η g είναι κατάλληλα οµαλή στο άπειρο µπορούµε να
συµπεράνουµε ότι η g(t) τείνει στο A για µεγάλο t. Ο σκοπός του Wiener ειναι, µέσω του δικού του
ϑεωρήµατος, να συµπεράνει ένα µεγάλο αριθµό από ϑεωρήµατα Tauberian, όπως το ϑεώρηµα πρώτων
αριθµών, το οποίο, µπορεί να αποδειχθεί όµως και πιο απλά από το ϑεώρηµα του Ikehara, µαθητή
του Wiener : αν dµ(x) ≥ 0 είναι µέτρο, το ολοκλήρωµα

F (s) =

∫ ∞
0

e−sxdµ(x)

συγκλίνει για Res > 1, F (1 + it) 6= 0 όταν 0 6= t ∈ R και

F (s) ∼ A/(s− 1)

για s = 1, τότε
lim
t→∞

µ(t)e−t = A.

Αν και ο κύριος στόχος µας είναι να ασχοληθούµε µε το ϑεώρηµα του Wiener ή, όπως ορθώς
λέγεται, ϑεώρηµα πυκνότητας του Wiener και να παρουσιάσουµε την αρχική απόδειξη του ίδιου
του Wiener, δεν ϑα περιοριστούµε µόνο σε αυτό, αλλά στη συνέχεια ϑα συγκρίνουµε µε παρόµοια
αποτελέσµατα της ϑεωρίας των Αλγεβρών Banach και της Abstract Αρµονικής Ανάλυσης.
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2.1 Μερικές πληροφορίες για τον µετασχηµατισµό Fourier

Αν µε F συµβολίσουµε τον µετασχηµατισµό Fourier, τότε µπορεί να οριστεί ο αντίστροφός µετασχη-
µατισµός Fourier F−1 ως

F−1g(x) =
1

2π

∫
eitxg(t)dt

για κατάλληλες κλάσεις συναρτήσεων. Εάν, για παράδειγµα, f ∈ L2 είναι οµαλή και παίρνει µικρές
τιµές στο άπειρο, είναι γνωστό ότι το ίδιο ισχύει και για την F = Ff και έχουµε f = F−1F. Για αυτή
την κλάση συναρτήσεων οι ακόλουθες ανισότητες αποδεικνύονται µε ολοκλήρωση κατά παράγοντεσ:

|f(t)| ≤
∫
|F (x)|dx, |tf(t)| ≤

∫
|dF (x)|, f = F−1F.

Πιο συγκεκριµένα,

(1 + t2)|f(t)| ≤
∫

(|F (x)|dx+ |dF
′
(x)|).

Περνώντας στο όριο αυτό ισχύει για συγκεκριµένες ολοκληρώσιµες συναρτήσεις f και όλες τις συ-
ναρτήσεις F της κλάσης B0 των συνεχών συναρτήσεων µε συµπαγή ϕορέα και δεύτερες παραγώγους
ϕραγµένης κύµανσης. Συνεπώς B0 ⊂ TL1.

Είναι ϕανερό ότι η κλάση B0 περιέχει όλες τις κατά τµήµατα γραµµικές συναρτήσεις µε συµπαγή
ϕορέα και ειδικότερα όλες τις κατά τµήµατα γραµµικές συναρτήσεις P (x) που είναι ίσες µε 1 όταν
|x| ≤ 1 και 0 όταν |x| ≥ 2. Παρατηρήστε ότι το άθροισµα

N∑
k=−N

P (x+ 2k)

ισούται µε 1 όταν |x| ≤ 2N. Η συνάρτηση P (x) και οι µετασχηµατισµοί της ϑα διαδραµατίσουν
σηµαντικό ϱόλο στη συνέχεια. Εφόσον κάθε µια ισούται µε 1 σε κάποιο διάστηµα, ϑα καλούνται
τοπικά µοναδιαία στοιχεία.

Στην περίπτωση που ϐρισκόµαστε στον χώρο L2(R) τα πράγµατα απλοποιούνται. Σύµφωνα µε το
ϑεώρηµα του Plancherel ο µετασχηµατισµός Fourier

F : L1(R) ∩ L2(R)→ L2(R)

µπορεί να επεκταθεί σε ισοµετρία από τον L2(R) στον L2(R), δηλαδή∫
|f(x)|2dx =

∫
|Ff(s)|2ds,

που ϑυµίζει την ταυτότητα του Parseval, και για συνεχείς συναρτήσεις f ∈ L1(R) για τις οποίες
F ∈ L1(R) ισχύει

f(x) =

∫
Ff(t)eitxdt

.
Για τον χώρο L1 = L1(R) όµως δεν παρουσιάζεται η ίδια συµµετρία. Το µόνο που µπορεί να

ειπωθεί για τον χώρο TL1 είναι ότι τα στοιχεία του είναι οµοιόµορφα συνεχή και µηδενίζονται στο
άπειρο. Ο L1 είναι χώρος Banach µε νόρµα

‖f‖ =

∫
|f(x)|dx
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και δυικό χώρο τον χώρο L∞ των σχεδόν παντού ϕραγµένων συναρτήσεων. Η σηµαντική ιδιότητα του
L1 είναι ότι είναι άλγεβρα µέσω των συνελίξεων

(f ∗ g)(x) =

∫
f(x− y)g(y)dy, ‖f ∗ g‖ ≤ ‖f‖‖g‖,

και έχουµε
F(f ∗ g) = FfFg, F(eixaf(x)) = Ff(x− a),

τα οποία έπονται απο το ϑεώρηµα του Fubini. Συνεπώς ο µετασχηµατισµός A = FL1 είναι δακτύλιος
µέσω του κατά σηµείο πολλαπλασιασµού και όπως πριν, τα στοιχεία του ϑα συµβολίζονται µε κεφαλαία
γράµµατα, F = Ff. Αν µεταφέρουµε την νόρµα του L1 στο A = FL1 έτσι ώστε ‖F‖ = ‖f‖, έχουµε

‖FG‖ = ‖F‖‖G‖.

Ο πολλαπλασιασµός µε εκθετικό,f(t)→ eiatf(t), είναι γραµµική ισοµετρία του L1 και ο µετασχηµα-
τισµός (TaF )(x) = F (x+ a) είναι γραµµική ισοµετρία του A.

Το υποσύνολο A0 του A του οποίου τα στοιχεία έχουν συµπαγή ϕορέα, πιο συγκεκριµένα ο χώρος
B0 παραπάνω, ϑα παίξει σηµαντικό ϱόλο στη συνέχεια.

Λήµµα 2.1. 1: Ο A0 είναι πυκνός στον A

Απόδειξη. ΄Εστω 0 6= F ∈ A0 F A0. Τότε όλοι οι µετασχηµατισµοί της F ∈ A0 και επιπλέον όλα τα
γινόµενα eitaF (t) για a ∈ R. ΄Ετσι, αν g ∈ L∞ είναι κάθετη στο T−1A0 έχουµε∫

eitbf(t− a)g(t)dt = 0

για κάθε a, b ∈ R. ΄Επεται ότι f(t − a)g(t) = 0 σχεδόν για κάθε f και ένα αριθµήσιµο πυκνό σύνολο
από αριθµούς a. Αφού f 6= 0 αυτό δείχνει ότι g(t) = 0 σχεδόν παντού. ΄Ετσι ο A0 είναι πυκνός στον
A.

2.2 Το ϑεώρηµα του Wiener

Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο λήµµα, το ϑεώρηµα του Wiener παίρνει τώρα την παρακάτω µορφή
στην οποία και ϑα αποδειχθεί :

Θεώρηµα 2.2 (Θεώρηµα Wiener). Αν F ∈ A και F (x) 6= 0 για κάθε x, τότε AF είναι πυκνό στον A.

Σηµειώστε οτι αν η F παίρνει την τιµή 0 σε κάποιο x0 τότε όλα τα στοιχεία του AF µηδενίζονται
στο x0 και έτσι η κλειστή ϑήκη του AF δεν ισούται µε A.

Η απόδειξη εξαρτάται απο το ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 2.3. Ας υποθέσουµε οτι το F ∈ A και g ∈ B0. Τότε

‖(F (x)− F (0))G(x/ε)‖

τείνει στο 0 καθώς το ε > 0 τείνει στο 0.
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Απόδειξη. Η συνάρτηση G(x/ε) είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της εg(tε). Ως εκ τούτου (F (x) −
F (0))G(x/ε) ο µετασχηµατισµός Fourier της∫

f(s)εg(ε(t− s))ds− εg(εt)

∫
f(s)ds.

Μετά απο µια αλλαγή της µεταβλητής t→ tε, παρατηρούµε ότι η νόρµα του είναι∫
dt

∫
|f
′
(s)(g(t− εs)− g(t)|ds.

Απο το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης, το διπλό ολοκλήρωµα τείνει στο µηδέν καθώς ε→ 0.

Απόδειξη του ϑεωρήµατος. ΄Εστω P (x) το τοπικό µοναδιαίο στοιχείο, όπως ορίζεται παραπάνω, δηλαδή
P (x) είναι µια κατά τµήµατα γραµµική συνάρτηση η οποία µηδενίζεται όταν |x| > 2 και ισούται µε 1
όταν |x| < 1. Εξετάστε το πηλίκο

P (x/ε)

F (x)
.

και παρατηρήστε ότι, απο υπόθεση F (x) 6= 0 για κάθε x. ΄Οταν P (x/ε) 6= 0, τότε P (x/2ε) ισούται µε
1 και ως εκ τούτου µπορούµε να ξαναγράψουµε το πηλίκο ως

P (x/ε)

F (0) + P (x/2ε)(F (x)− F (0))

Απο το λήµµα η νόρµα του
Gε(x) = P (x/2ε)(F (x)− F (0))

τείνει στο µηδέν ως προς ε. Ως εκ τούτου, αν το ε ειναι αρκετά µικρό, µπορούµε να εκφράσουµε το
τελευταίο πηλίκο ως µια γεωµετρική σειρά. Το αποτέλεσµα είναι οτι

P (x/ε) = (F (x)/F (0))

∞∑
k=0

(−1)k(Gε(x)/F (0))k

όπου η σειρά συγκλίνει και η δεξιά πλευρά ανήκει στο A. Με άλλα λόγια, P (x/ε) ∈ F (x)A όταν ε > 0
αρκετά µικρό. ∆εδοµένου ότι |F (x)| έχει ϑετικό κάτω ϕράγµα σε κάθε συµπαγές διάστηµα, όλοι οι
P (x+bε ) του P (x/ε) ανήκουν στο FA όταν το b είναι ϕραγµένο και το ε είναι αρκετά µικρό.

΄Εχουµε ότι P (x/ε) = 1 στο διάστηµα [−ε, ε] και ένα άθροισµα από κατάλληλους µετασχηµατι-
σµούς ϑα ισούται µε 1 σε κάθε διάστηµα. ΄Ετσι σε κάθε διάστηµα [−N,N ] υπάρχει συνάρτηση στον
FA που ισούται µε 1. Αλλά αυτό προφανώς σηµαίνει ότι κάθε στοιχείο του A0 ανήκει στο FA. ΄Ετσι
ολοκληρώνεται η απόδειξη.

2.3 Το ϑεώρηµα του Wiener για σειρές Fourier

΄Εστω L1(Z) ο χώρος των ακολουθιών f = (f(n)) για τις οποίες

‖f‖ =
∑
|f(n)| <∞.

Ο µετασχηµατισµός Fourier F = Ff της f είναι τότε µια συνεχής συνάρτηση

F (x) =
∑

f(n)e−inx
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στο διάστηµα [−π, π] για την οποία F (−π) = F (π).Μπορούµε επιπλέον να ϑεωρήσουµε F (x) να είναι
µια συνεχής συνάρτηση στην µοναδιαία περιφέρεια και συνεπώς να αντικαταστήσουµε την ευθεία των
πραγµατικών από ένα συµπαγές σύνολο. ΄Εστω A ο χώρος αυτών των συναρτήσεων µε νόρµα

‖F‖ = ‖f‖.

Με άλλα λόγια A είναι ο χώρος των 2π-περιοδικών συναρτήσεων µε συγκλίνουσα σειρά Fourier. Σε
αντίθεση µε την προηγούµενη περίπτωση, ο δακτύλιος A περιέχει τώρα µονάδα 1. Μπορούµε τώρα
να επαναλάβουµε το προηγούµενο επιχείρηµα για την συνάρτηση P (x/ε) και να αποδείξουµε το
αποτέλεσµα του Wiener ότι η 1/F (x) έχει συγκλίνουσα σειρά Fourier όταν F (x) 6= 0 παντού.

Παρατήρηση 2.4. Στην πραγµατικότητα ο Wiener χρησιµοποίησε ένα διαφορετικό επιχείρηµα ϐασι-
σµένος στο δεδοµένο ότι, αν

|f(0)| >
∑
n6=0

|f(n)|,

τότε F (x) 6= 0 παντού και η 1/F (x) µπορεί να γραφτεί σε κλειστή µορφή ως συνάρτηση στον A. Στην
συνέχεια απέδειξε ότι αν F (0) 6= 0, ο σταθερός όρος κυριαρχεί µε τον ίδιο τρόπο που η σειρά Fourier
της

Fε(x) = P (x/ε) + F (0)(1− P (x/ε))

είναι αρκετά µικρή όταν ε > 0. ΄Ετσι η 1/Fε(x) ανήκει στο A. Επειδή Fε(x) = 1 κοντά στο 0, ο Wiener
µπόρεσε τότε να ολοκληρώσει την απόδειξη µε το ίδιο επιχείρηµα όπως παραπάνω.

Παρατήρηση 2.5. Η απόδειξη του ϑεωρήµατος πυκνότητας του Wiener για ολοκληρώµατα Fourier
χρησιµοποιεί τα αντίστοιχα αποτελέσµατα για σειρές Fourier, για συναρτήσεις οι οποίες είναι περιο-
δικές σε ένα µεγάλο διάστηµα I και µηδενίζονται κοντά στα άκρα. Σε αυτή την περίπτωση η σειρά
Fourier προσεγγίζει το ολοκλήρωµα Fourier όταν το διάστηµα τείνει να γίνει ολόκληρη η ευθεία των
πραγµατικών αριθµών.

2.4 ∆ακτύλιοι µε νόρµα

Ο χώρος L1(Z) είναι χώρος Banach µε νόρµα ‖f‖ και µεταθετικός δακτύλιος συνελίξεων f ∗ g για τις
οποίες ‖f ∗ g‖ ≤ ‖f‖‖g‖. Επιπλέον, έχει µοναδιαίο στοιχείο e που ορίζεται ως e(n) = δ(n), όπου δ(x)
είναι η συνάρτηση ∆έλτα. ΄Εχουµε έτσι ένα χώρο Banach ο οποίος είναι επιπλέον ένας µεταθετικός
δακτύλιος µε µοναδιαίο.

Στα άρθρα του το 1941, ο I.Gelfand εξέτασε τέτοια αντικείµενα τα οποία ο ίδιος αποκαλούσε
δακτυλίους µε νόρµα, δηλαδή δακτυλίους R = (e, a, b, c, ...), οι οποίοι είναι µιγαδικοί χώροι Banach
µε νόρµα |a|, µεταθετικό πολλαπλασιασµό ab = ba για τον οποίο |ab| ≤ |a||b| και µοναδιαίο e νόρµας
1. Η γεωµετρική σειρά

e

a− b
= a−1

∞∑
k=0

bka−k,

όπου a είναι αντιστρέψιµο και b µικρό, δείχνει ότι το σύνολο E των αντιστρέψιµων στοιχείων είναι
ανοιχτό. Αν R είναι ένα σώµα, δηλαδή όλα τα στοιχεία του είναι αντιστρέψιµα εκτός του 0, και ένα
στοιχείο του a δεν είναι µιγαδικό πολλαπλάσιο του e, τότε

(e+ za)−1
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είναι ακέραια αναλυτική συνάρτηση µε τιµές στο R και συνεπώς σταθερά η οποία πρέπει να είναι
µηδέν. Αυτή η αντίφαση δείχνει ότι ένα σώµα µε νόρµα αποτελείται από όλα τα µιγαδικά πολλαπλάσια
του µοναδιαίου στοιχείου.

Στη γενική περίπτωση, τώρα ϑα ϑεωρήσουµε ιδεώδη του R, εξ ορισµού διαφορετικών του R. Κάθε
τέτοιο ιδεώδες δεν τέµνει την µπάλα E : |e − a| < 1 και έτσι περιέχεται στο κλειστό σύνολο R − E.
΄Επεται ότι η κλειστή ϑήκη ενός ιδεώδους είναι ιδεώδες και έτσι γράφεται ως ένωση από αύξουσα
ακολουθία απο ιδεώδη. Συνεπώς έχουµε την ακόλουθη παρατήρηση η οποία ϐασίζεται στην ύπαρξη
µοναδιαίου:

Κάθε ιδεώδες περιέχεται σε µεγιστικό ιδεώδες

Στην συγκεκριµένη περίπτωση ένα ιδεώδες I λέγεται µεγιστικό αν δεν υπάρχει κάποιο ιδεώδες
γνήσια µεταξύ I και R. Αν I είναι ένα µεγιστικό ιδεώδες, το πηλίκο x = R/I είναι σώµα και αντιστρό-
ϕως. ΄Ετσι η απεικόνιση πηλίκο a → a(x) µπορεί να ταυτιστεί µε έναν οµοµορφισµό a → a(x) στο
µιγαδικό επίπεδο τέτοιο ώστε

(ab)(x) = a(x)b(x), |a(x)| ≤ |a|,

όπου το ιδεώδες I αποτελείται από όλα τα a τέτοια ώστε a(x) = 0.
Μπορούµε τώρα να ορίσουµε ένα χώρο µεγιστικών ιδεωδών X ως ένα σύνολο από στοιχεία x,

καθένα από τα οποία αντιστοιχίζεται σε ένα µεγιστικό ιδεώδες. Το πρώτο κεντρικό ϑεώρηµα της
ϑεωρίας του Gelfand είναι :

Θεώρηµα 2.6. ΄Ενα στοιχείο a ∈ R είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν a(x) 6= 0 για κάθε x στο χώρο
µεγιστικών ιδεωδών.

Στην πραγµατικότητα, το Ra δεν περιέχεται τότε σε κάποιο µεγιστικό ιδεώδες και πρέπει να είναι
το ίδιο το R.

2.5 Εφαρµογή στην απόλυτη σύγκλιση σειρών Fourier

Πότε R = L1(Z); Τι είναι ο χώρος µεγιστικών ιδεωδών X; Για να απαντήσουµε σε αυτή την ερώτηση
αρκεί να παρατηρήσουµε ότι ο L1(Z) έχει γεννήτορα g νόρµας 1, όπου g(n) = δ(n−1), µε αντίστροφο
g−1(n) = δ(n+ 1) νόρµας 1. Τα στοιχεία του R έχουν τη µορφή

a =
∑

cng
n, |a| =

∑
|cn|.

Αν x = R/I και I είναι ένα µεγιστικό ιδεώδες, συνεπάγεται ότι |g(x)| ≤ 1 και |g−1| ≤ 1. Εποµένως
|g(x)| = 1 και

a(x) =
∑

cng(x)n

είναι πράγµατι ένας οµοµορφισµός του R στο µιγαδικό επίπεδο. Γράφοντας a(x) = eit έχουµε ότι την
απόλυτη σύγκλιση της σειράς Fourier και το ϑεώρηµα του Wiener.

Ο δακτύλιος των συνελίξεων των απολύτως συγκλινουσών µέτρων έχει επίσης µοναδιαίο, και εδώ
οι µέθοδοι του Gelfand δίνουν µια πολύ απλή απόδειξη ενός ϑεωρήµατος των Wiener κια Pitt, το
οποίο αναφέρει ότι ένα µέτρο είναι αντιστρέψιµο αν το ολικό µέτρο του µοναδιαίου τµήµατός του είναι
µικρότερο από το ελάχιστο ϕράγµα των απολύτων τιµών του µετασχηµατισµού Fourier. Για τον χώρο
L1(R) όµως, ο οποίος είναι δακτύλιος χωρίς µοναδιαίο, αυτό το απλό επιχείρηµα µε τα µεγιστικά
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ιδεώδη δεν λειτουργεί και επιπλέον επιχειρήµατα είναι απαραίτητα. Η ενασχόληση µαζί του όµως
ήρθε η ώρα να σταµατήσει εδώ, προκειµένου να επιστρέψουµε στον χώρο L1(R) και στο ϑεώρηµα του
Wiener, ϐλέποντας το από διαφορετική σκοπιά και παρουσιάζοντας µεθόδους που εφαρµόζονται στον
Rn αλλά και σε άλλες οµάδες.

2.6 Επέκταση της ϑεωρίας του Wiener

Η δυνατότητα επέκτασης της Ανάλυσης Fourier από την ευθεία των πραγµατικών αριθµών σε τοπικά
συµπαγής αβελιανές οµάδες παρατηρήθηκε για πρώτη ϕορά από τον Andre Weil σε ένα ϐιβλίο που
άσκησε µεγάλη επιρροή στη µαθηµατική κοινότητα το 1938. Αν G = (x, y, ...) µε πρόσθεση x + y
και αντίστροφο −x είναι τέτοια οµάδα, τότε έχει µέτρο µ ≥ 0 το οποίο είναι πεπερασµένο σε συµπαγή
υποσύνολα C και παραµένει αµετάβλητο στις µεταφορές, δηλαδή µ(C + y) = µ(C). Μπορούµε να
ορίσουµε τον χώρο L1(G) των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων µε πεπερασµένη νόρµα

‖f‖ =

∫
G

|f(x)|dµ(x).

Για τέτοιες συναρτήσεις υπάρχει µεταθετική και προσεταιριστική συνέλιξη f ∗g. Η δυική οµάδα Γ είναι
ο χώρος των συνεχών οµοµορφισµών x→ (x, ξ) της G στην µοναδιαία περιφέρεια U . Παραδείγµατα:
αν G = Rµ,Γ = Zν , αν G = Zν ,Γ = Uν , αν G είναι διακριτός, Γ είναι συµπαγής.

Τότε ο µετασχηµατισµός Fourier

Ff =

∫
f(x)ei(x,ξ)dµ(x)

απεικονίζει τον L1(G) στον υπόχωρο L∞(Γ) του οποίου τα στοιχεία µηδενίζονται στο άπειρο και το
συνηθισµένο ολοκλήρωµα Fourier και η σειρά Fourier είναι ειδικές περιπτώσεις στη ϑεωρία αυτή.

Τη δεκαετία του 1940 έγιναν αρκετές προσπάθειες επέκτασης της κλασικής αρµονικής ανάλυσης
στο γενικότερο πλαίσιο των τοπικά συµπαγών αβελιανών οµάδων. ΄Ετσι και εµείς ϑα προσπαθήσουµε
να επεκτείνουµε την ϑεωρία του Wiener σε τοπικά συµπαγής αβελιανές οµάδες. Για λόγους απλότητας
ϑα ασχοληθούµε µε τον G = Rν και Γ = R̂ν , αλλά τα αποτελέσµατα µπορούν να επεκταθούν και στη
γενικότερη περίπτωση.

Προτού ξεκινήσουµε όµως ϑα κατασκευάσουµε τοπικές µονάδες.

2.7 Τοπικές µονάδες και η ανάλυσή τους

Στη συνέχεια ϑα συµβολίζουµε τον µετασχηµατισµό Fourier της f ∈ L1 = L1(G) ως

f̂(ξ) =

∫
eixξf(x)dx, xξ =

∑
xkξk.

΄Εστω A το σύνολο των µετασχηµατισµών Fourier των συναρτήσεων που ανήκουν στον L1.
Μια τοπική µονάδα είναι τώρα µια συνάρτηση στον L1 της οποίας ο µετασχηµατισµός Fourier έχει

συµπαγή ϕορέα και ισούται µε 1 σε κάποιο µη-κενό ανοιχτό σύνολο U ⊂ R̂ν .

Λήµµα 2.7. ∆οθέντος ενός ϕραγµένου ανοιχτού µη-κενού υποσυνόλου V ∈ R̂ν , υπάρχει τοπική µονάδα
F ∈ L1 τέτοια ώστε ο F̂ έχει ως ϕορέα το V και ισούται µε 1 σε µια γειτονιά U του 0. Επιπλέον,

(1) |F‖ ≤ 2c, c = (2π)ν
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και

(2) |(Tx − 1)F‖ ≤ 4c sup
V
|eixξ − 1|

όπου Tx είναι µεταφορά κατά x, (TxF )(y) = F (x+ y).

Παρατηρήστε ότι η (1.2) σηµαίνει οτι η F (x) είναι κοντά στο 1 για κάθε συµπαγές σύνολο όταν το
V είναι µικρό.

Απόδειξη. Υπάρχουν ανοιχτά σύνολα W τέτοια ώστε Ŵ ⊂ V και συνεπώς και µια ανοιχτή γειτονιά U
γύρω από το 0 τέτοια ώστε W ± U ⊂ V . ΄Εστω |V | ο όγκος του V και οµοίως για το |W |. Επιλέγουµε
W τέτοιο ώστε 4|W | > |V |. ΄Εστω f̂ , ĝ οι χαρακτηριστικές συναρτήσεις των V και W . Μπορούµε τώρα
να δούµε ότι η

F (x) = f(x)g(x)/|W |

έχει τις απαιτούµενες ιδιότητες. ΄Εχουµε ότι ‖f‖2 =
√
|V | και ‖g‖2 =

√
|W | οπότε από την ταυτότητα

του Parseval,
‖F‖ ≤ ‖f‖2‖g‖2/|W | ≤ c

√
|V |/|W | ≤ 2c

και, αφού

F̂ (ξ) =

∫
f̂(ξ − η)ĝ(η)dη,

η F̂ έχει ως ϕορέα το V και ισούται µε 1 στο U . Επιπλέον

|W |‖(Tx − 1)F‖ ≤ ‖(Tx − 1)f‖2‖g‖2 + ‖f‖2‖(Tx − 1)g‖2.

Εφόσον ο µετασχηµατισµός Fourier της (Tx − 1)f είναι (eixξ − 1)f̂(ξ), µε αντικατάσταση των ‖f‖2
και ‖g‖2 αποδεικνύεται η (1.2).

Η απόδειξη του επόµενου λήµµατος είναι προφανής και αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

Λήµµα 2.8. Αν U είναι ένα ανοιχτό σύνολο που καλύπτεται από πεπερασµένα το πλήθος U1, ..., Um
και F1, ..., Fm είναι τοπικές µονάδες τέτοιες ώστε η Fk να ισούται µε 1 στο Uk, τότε

1− (1− F̂1)...(1− F̂m)

είναι τοπική µονάδα που ισούται µε 1 στο U .

2.8 L1
πρότυπα και ϑεώρηµα Beurling

Ο δυικός χώρος του L1 = L1(G) είναι ο L∞ και αν g ∈ L∞, f ∈ L1, η συνέλιξη

f ∗ g ∈ L∞

είναι καλά ορισµένη. Με άλλα λόγια, ο L∞ είναι L1 −module.
Ας ορίσουµε τώρα την έννοια του ϕάσµατος και του µηδενικού συνόλου για συναρτήσεις στον L1

και στον L∞.
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Ορισµός. ΄Ενα σηµείο ξ ∈ Γ ανήκει στο ϕάσµα sp(g) µιας συνάρτησης g ∈ L1(G) ή L∞(G) αν, για
κάθε περιοχή N του ξ, υπάρχει f ∈ L1 τέτοιο ώστε η f̂ έχει ως ϕορέα το N και f ∗g 6= 0. Αν αντιθέτως
f ∗ g = 0 κάτω απο τις ίδιες συνθήκες, τότε το ξ ανήκει στο µηδενικό σύνολο N(g) του g.

Παρατήρηση 2.9. ΄Επεται από τον ορισµό ότι τα sp(g) καιN(g) είναι κλειστά σύνολα και τα εσωτερικά
τους είναι ξένα. ΄Οταν g ∈ L1, ο µετασχηµατισµός Fourier της f ∗ g είναι f̂ ĝ και συνεπώς ο sp(g) είναι
ο ϕορέας της ĝ. ΄Οταν g ∈ L∞, osp(g) είναι επίσης ο ϕορέας του µετασχηµατισµού Fourier της g,
ϑεωρούµενο ως κατανοµή. Αλλά αφού τα επιχειρήµατά µας προορίζονται να εφαρµοστούν για τοπικά
συµπαγής αβελιανές οµάδες, δεν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την έννοια της κατανοµής. Ακόµα
όµως µπορούµε ϕανταζόµαστε το sp(g) ως τον ϕορέα του µετασχηµατισµού Fourier.

Μέσω πολλαπλασιασµού µε εκθετική συνάρτηση το ϕάσµα µεταφέρεται. Για την ακρίβεια, ο
µετασχηµατισµός Fourier της eixng(x) είναι ο ĝ(ξ − η) όταν g ∈ L1 και µε µικρούς υπολογισµούς
µπορούµε να δούµε ότι το ίδιο ισχύει όταν g ∈ L∞. Οµοίως µια µεταφορά στο G αντιστοιχεί σε
πολλαπλασιασµό µε κάποιο εκθετικό στη Γ.

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε το ϑεώρηµα του Beuling το οποίο συνεπάγεται το ϑεώρηµα του
Wiener.

Θεώρηµα 2.10 (Θεώρηµα Beuling). ΄Εστω ότι g ∈ L∞ και ξ ∈ sp(g). ΄Εστω επιπλέον Fn µια ϕραγµένη
ακολουθία από τοπικές µονάδες των οποίων οι µετασχηµατισµοί Fourier ισούνται µε 1 κοντά στο ξ και το
ϕάσµα τους τείνει στο ξ. Τότε όλα τα όρια των συναρτήσεων Fn ∗ g µέσω τοπικά οµοιόµορφης σύγκλισης
είναι πολλαπλάσια του eixξ.

Παρατήρηση 2.11. Το παραπάνω ϑεώρηµα συνεπάγεται το ϑεώρηµα του Wiener, επειδή αν ο µετα-
σχηµατισµός Fourier µιας συνάρτησης f ∈ L1 δεν έχει ϱίζες και f ∗ g = 0 για κάποια 0 6= g ∈ L∞,
τότε το ϕάσµα sp(g) πρέπει να περιέχει ένα σηµείο ξ τέτοιο ώστε f̂(ξ) = 0 το οποίο έρχεται σε αντίφαση
µε την υπόθεση. ΄Αρα f ∗ g = 0 συνεπάγεται ότι g = 0, οπότε ο L1 ∗ f πρέπει να είναι πυκνός στον L1.

Παρατήρηση 2.12. Στο πρωτότυπο κείµενο, ο Beurling διαφοροποιήθηκε από τον Wiener διατυπώ-
νοντας το ϑεώρηµά του ως ιδιότητα των ϕραγµένων και οµοιόµορφα συνεχών πραγµατικών συναρτή-
σεων f(x) : Αν f δεν είναι ταυτοτικά µηδέν, τότε υπάρχει εκθετική συνάρτηση eixt και γραµµικός
συνδυασµός µεταφορών,

g(x) =
∑

ckf(x− kx),

που τείνει στην εκθετική συνάρτηση οµοιόµορφα στα συµπαγή σύνολα και sup |g(x)| → 1. Στην
παρακάτω απόδειξη ϑεωρώντας ως µοναδική συνθήκη ότι ηf(x) είναι σχεδόν παντού ϕραγµένη και
όχι µηδέν, υπάρχουν συνελίξεις ∫

f(x− y)g(y)dy, g ∈ L1

οι οποίες τείνουν στην εκθετική συνάρτηση µε τον προαναφερθέντα τρόπο. ΄Οταν η f(x) είναι επιπλέον
οµοιόµορφα συνεχής, τέτοια ολοκληρώµατα µπορούν να προσεγγιστούν µέσω γραµµικών συνδυασµών
µεταφορών.

Απόδειξη. Με κατάλληλη µεταφορά του ϕάσµατος sp(f), µπορούµε χωρίς ϐλάβη της γενικότητας να
υποθέσουµε ότι ξ = 0. Θεωρούµε τις τοπικές µονάδες Gn όπως στο Λήµµα 1.7 το ϕάσµα των οποίων
τείνει στο 0 και Gn ∗ Fn = Fn. Τότε κανένα gn = Gn ∗ g δεν µηδενίζεται, η ακολουθία ‖gn‖ είναι
ϕραγµένη, sp(gn)→ 0 και από το λήµµα,

|gn(x)− gn(0)| = |Fn ∗ gn(x)− Fngn(0)| ≤ ‖(Tx − 1)Fn‖‖g‖∞
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τείνει στο 0 τοπικά οµοιόµορφα καθώς n→∞. Συνεπώς κάθε υπακολουθία της (gn) έχει υπακολουθία
(gnk

) για την οποία το gnk
(0) συγκλίνει και άρα η gnk

(x) είναι ϕραγµένη ακολουθία συναρτήσεων
που συγκλίνει σε µια σταθερά c, οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα.

Παρατήρηση 2.13. Αν κανονικοποιήσουµε και µεταφέρουµε τις gn έτσι ώστε

‖gn‖∞ = 1, gn

1 ≥ gn(0) ≥ 1/n,

η ακολουθία έχει νόρµα 1 και συγκλίνει στο 1 τοπικά οµοιόµορφα, ενώ αν το ϕάσµα sp(g) = 0, τότε
gn(x) = c 6= 0.

2.9 Φάσµατα και µηδενικά σύνολα ιδεωδών

Το µηδενικό σύνολο N(I) ιδεώδους I ορίζεται ως η τοµή όλων των N(f) για f ∈ I,ενώ το ϕάσµα sp(I)
ως η ένωση όλων των sp(f). Και τα δύο υποσύνολα του Γ είναι κλειστά και παραµένουν αµετάβλητα
ως προς την κλειστή ϑήκη του ιδεώδους στον L1(G).

Μετά απο τους παραπάνω ορισµούς, το ακόλουθο ερώτηµα µοιάζει ϕυσιολογικό : υπάρχουν δια-
ϕορετικά κλειστά ιδεώδη µε το ίδιο µηδενικό σύνολο· Το 1948 ο Laurent Schwartz απέδειξε πολύ
απλά ότι η απάντηση είναι αρνητική όταν το µηδενικό σύνολο είναι η µοναδιαία σφαίρα E του Γ = R3.
Για την ακρίβεια, ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier του αµετάβλητου ως προς µοναδιαίες στρο-
ϕές µέτρου dµ(ξ) στην E αποδεικνύεται πως είναι sin|x|/|x|. Συνεπώς, αν f και f̂ είναι οµαλές
συναρτήσεις, τότε ∫

f(x)
x1
|x|
sin|x|dx = c

∫
∂f̂(ξ)

∂ξ1
dµ(ξ).

Το αριστερό µέλος είναι συνεχής συνάρτηση f ∈ L1 η οποία µηδενίζεται στην κλειστή ϑήκη I όλων
των οµαλών συναρτήσεων f για τις οποίες

f̂(ξ) = 0,
∂f̂(ξ)

∂ξ1
= 0

στο E αλλά δεν µηδενίζονται στο σύνολο J των οµαλών συναρτήσεων οι οποίες ικανοποιούν την πρωτη
ισότητα. Επιπλέον, τόσο το I όσο και το J παραµένουν αµετάβλητα ως προς τις µεταφορές. Συνεπώς
N(I) = N(J) = E αλλά I 6= J .

2.10 Πότε ένα στοιχείο ανήκει σε ένα ιδεώδες ;

΄Επειτα από το αντιπαράδειγµα παραπάνω, ϑα ϑέλαµε να µάθουµε γενικότερα κριτήρια που σχετίζονται
µε το ϕάσµα και να διασφαλίζουν ότι κάποια δεδοµένη συνάρτηση ανήκει σε συγκεκριµένο ιδεώδες.

Θεώρηµα 2.14. Αν I ⊂ L1 είναι κλειστό ιδεώδες, f ∈ L1 και N(I) ∩ sp(f) είναι αριθµήσιµο σύνολο,
τότε f ∈ I.

Παρατήρηση 2.15. Εφόσον N(I) και sp(f) είναι κλειστά σύνολα, η τοµή τους είναι κλειστό, αριθ-
µήσιµο σύνολο.
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Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι
I ∗ g = 0⇒ f ∗ g = 0

για κάθε 0 6= g ∈ L∞. Από την πρώτη ισότητα, το ϕάσµα της g έχει κενή τοµή µε το εσωτερικό
του ϕάσµατος του I. Με άλλα λόγια, sp(g) ⊂ N(I). Από την υπόθεση N(I) ∩ sp(f) ϑα πρέπει
να έχει αποµονωµένα σηµεία ξ. Συνεπώς αν H είναι τοπική µονάδα µε ϕορέα αρκετά κοντά στο
ξ, η συνάρτηση H ∗ f ∗ g είναι ανεξάρτητη του H,δηλαδή H1 ∗ f ∗ g = H2 ∗ f ∗ g για H1, H2

όπως το H. Από το ϑεώρηµα του Beurling, υπάρχει ακολουθία Hn από τοπικές µονάδες των οποίων
τα ϕάσµατα τείνουν στο ξ τέτοια ώστε τα όρια της Hn ∗ g είναι πολλαπλάσια του eixξ και συνεπώς
limn→∞Hn ∗ f ∗ g = kf̂(ξ) = 0. ΄Αρα H ∗ f ∗ g = 0 όταν H είναι τοπική µονάδα της οποίας το ϕάσµα
είναι αρκετά κοντά στο ξ.

Εφόσον κάθε υποσύνολο της τοµής N(I) ∩ sp(g) πρέπει να έχει αποµονωµένα σηµεία, έπεται ότι
H ∗ f ∗ g = 0 για κάθε τοπική µονάδα µε ϕάσµα κοντά στο N(I) ∩ sp(g). Συνεπώς το ίδιο ισχύει για
κάθε τοπική µονάδα και τελικά f ∗ g = 0.

2.11 Permitted σύνολα

Αν C ⊂ Γ κλειστό, έστω I(C) το ιδεώδες των συναρτήσεων f ∈ L1(G) για τις οποίες f̂ µηδενίζεται στο
C. Θα λέµε ότι το σύνολο C είναι permitted αν I(C) είναι το µόνο ιδεώδες για το οποίο το µηδενικό
σύνολο είναι το C.

Το ϑεώρηµα παραπάνω δείχνει απλώς ότι ένα πεπερασµένο σύνολο από σηµεία στον G ή ένα
πεπερασµένο σύνολο από κλειστά διαστήµατα στον R είναι permitted. ΄Οµως υπάρχουν και πολλά
άλλα σύνολα που είναι permitted, τουλάχιστον στον Γ = R̂ν , για παράδειγµα σύνολα radial µε την
ιδιότητα να περιέχουν ένα σηµείο ξ τέτοιο ώστε

∩a≥1a(C − ξ) ⊃ C − ξ

για κάποιο ξ. Στην απόδειξη µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι ξ = 0. ΄Εστω ότι f̂ µηδενίζεται στο C. Τότε
f̂(ξ/a) µηδενίζεται και σε γειτονιά του C και είναι ο µετασχηµατισµός Fourier της fa(x) = anf(ax)
η οποία ανήκει στο I(C). Εφόσον lima→1+ ‖fa − f‖ = 0, έχουµε ότι f ∈ I(C).

Το ταξίδι µας που είχε ως αφετηρία το ϑεώρηµα του Wiener και συνεχίστηκε ως µια περιπλάνηση
στο χώρο της Αρµονικής Ανάλυσης πλησιάζει στο τέλος του. Για όσους ενδιαφέρονται στο ϐιβλίο του
Rudin (1962) περιέχονται περεταίρω πληροφορίες, ενώ µεταξύ άλλων υπάρχει απόδειξη για το εξής
αρνητικό αποτέλεσµα του Malliavin: υπάρχουν κλειστά σύνολα σε κάθε µη-διακριτή αβελιανή οµάδα
που δεν είναι permitted.
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