




11. ΄Εστω f ∈ L∞(T) µε την ιδιότητα |kf̂(k)| 6 A για κάθε k ∈ Z. ∆είξτε ότι, για κάθε n και για
κάθε x ∈ T ισχύει

|sn(f, x)| 6 ‖f‖∞ + 2A.

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι

sn(f, x) = σn+1(f, x) +

n∑
k=−n

|k|
n+ 1

f̂(k)eikx.

12. ΄Εστω p > 1 και έστω f ∈ Lp(T) µε την ιδιότητα

lim
n→∞

n‖σn(f)− f‖p = 0.

∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

13. ΄Εστω (fn) ακολουθία στον L1(T) µε την ιδιότητα : για κάθε g ∈ L1(T),

lim
n→∞

‖g − g ∗ fn‖1 = 0.

∆είξτε ότι limn→∞ f̂n(k) = 1 για κάθε k ∈ Z.

14. ΄Εστω f ∈ L1(T). ∆είξτε ότι : για κάθε µετρήσιµο A ⊆ T, η σειρά∑
k

f̂(k)

∫
A

eiktdλ(t)

είναι Cesàro αθροίσιµη στο
∫
A
f(t) dλ(t).
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15. ΄Εστω f : [−π, π]→ R αύξουσα συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει M > 0 ώστε

|f̂(k)| 6 M

|k|

για κάθε k ∈ Z \ {0}.
Υπόδειξη. Υπολογίστε αρχικά τους συντελεστές Fourier συναρτήσεων της µορφής h := χ[bs,bs+1].
Κατόπιν, δείξτε ότι η f προσεγγίζεται (ως προς την ‖ · ‖1) από κλιµακωτές συναρτήσεις της µορφής

g(x) =

N∑
k=1

tkχ[bs,bs+1](x),

όπου −π = b1 < b2 < · · · < bN+1 = π και −‖f‖∞ 6 t1 6 · · · 6 tN 6 ‖f‖∞.

16. ΄Εστω 0 < α 6 1 και έστω f ∈ L1(T). Υποθέτουµε ότι για κάποιο t ∈ T η f ικανοποιεί την
συνθήκη Lipschitz

|f(t+ x)− f(t)| 6 A|x|α, |x| 6 π.

∆είξτε ότι : αν α < 1 τότε

|σn(f, t)− f(t)| 6 π + 1

1− α
A

nα
,

ενώ αν α = 1 τότε
|σn(f, t)− f(t)| 6 2πA

ln(n+ 1)

n
.

17. ΄Εστω {an}∞n=−∞ ακολουθία µη αρνητικών πραγµατικών αριθµών µε τις εξής ιδιότητεσ: (α)
a−n = an για κάθε n, (ϐ) limn→∞ an = 0, και (γ) για κάθε n > 0,

2an 6 an−1 + an+1.
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