Kegpalaio 4: Xopor L,

OpGada A’

1. 'Eow E petprioto ouvodo kat €0t 1 < p < 00. Av f € L,y(E) beifte 6u: yia kabe a > 0 woxvet

151> ap < (1)

2. Eow FE petpriomo ovvodo pe 0 < AM(E) < co katéoww 1 < p < oo. Av f : E — R givar
Hetpriowin ouvaptnon, eigte o f € L,(E) av kat povo av

an)\({n—1§ |f] <n}) < oc.
n=1

3. Eow E petprioo ouvodo kat €0t 1 < p < 00. Av f,, f € L,(E) xat f, — f oxeb6v naviou
oto F, 6eigte ou
[fn = Fllp =0 avxarmpovoav || fullp = [1f[lp-

4. Eow F petpriompo ouvodo kat £0te 1 < p < oo Kat ¢ o ouluyng ekOEGg tou p. Av f, — f otov
L,(F) kat g, — g owv Ly(E), b¢i€te 6t frgn, — fg otov L1 (E).

5. 'Eotw E petpriopo ouvodo pe 0 < A(E) < oo xat éotw 1 < p < ¢ < 0.
(@) Av f: E — R eivar perpriowan ouvaptnor, deiSte 6t

1£1la < 11, A(E) 5.

(B) Asigte o Ly(E) C
() Aeire 6u Ly(E) #

(E)

LP
Ly(E)

6. Eow E petprioio ouvoro kat ot 1 < p < ¢ < r < 00. Aeifte ou kabe f € Ly(E) ypagpetat
oy popony f = g + h ya kanoweg g € L,(E) kar h € L, (E).
Ynobeiln. @ewpriote 1o B = {|f| > 1} karugg= fxp. h=f —g.

7. Eow E petprioio ovvodo kat éotw 1 < p < r < oo. Aei€te 6u: av f € Ly(E) N Ly (E) e
feLy(E)yiaxdbe p < g < 7.

8. Eow E petpriotno ouvodo pe A(E) = 1 xat éotwo f € L,(E) yia xaroov p > 1. Aeigte ou

log |f1l, > /E log /1.
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9. Eow FE petpriotpo oUvolo KAl €0T® C1,...,Cpm > 0 pe cg + -+ 4+ ¢y = 1. Aci€te ou: av
fi,---y fm 1 E — R eivar perprioeg ouvaptroeig, tote

[ () <T1 ()

=1
10. 'Ecww E petprjopo ouvodo xat é0te p,q = 1. Avt € (0,1) xarr = tp + (1 — t)q 6eidte ou yia
KAOe petprjoyan ouvaptnon f : E — R woxvet

17 < A1+ NG 0.

11. 'Ecw E petprjopo ouvodo, éote p > 1 kat éotw (fy,) axodoubia otov Ly, (E) pe || frll, < 1y
kaBe n € N. Av f,, = f oxebov maviou oto E, eifte o f € L,(E) rat ||f||p <1

12. Eow (f,) axoloubia pn apvnukev cuvaptjoeev otov Li(R) pe [ f, = 1 yia kabe n € N.
YroBgtoupe ott: yia kébe § > 0,

lim fn=0.

N0 g |w|>6}

Asgigte ot: yua kabe p > 1,

Jim [ £ ], = oo

13. 'Ecww E petprjopo ouvolo, éotw p > 1 kat éotww f € L,(E). Aeigte ou

[isr=» / Tz B |f(@)] > 1)) di

14. Eow E petpriopo ouvolo, £ote p > 1 kat éote (f,) akodoubia otov L, (E) ne || fr, — fll, — 0.
"Eowo (g,) opodpopoa @paypévn akodoubia petprioipov ouvaptijosoy o E pe g, — g oxebov
navtou oo E. Asigte 6u || frogn — f9gll, — 0.
15. Eowo f € L1(RY). Ta xabe t € R? opidoune fi(z) = f(z + 1), = € RY. Aeite ou:
(@ Ta xdBe ¢t éxoupe fr € Li(RY) xar [ f; = [ f.
li — fe| =0.
® lim [[f = fi[ =0

16. Eoto E petprjotio umootvodo tou RY pe 0 < A(F) < oo kat éote f : E — R petpromn
ouvapton. Aei€te ot limy, o0 || flp = || f]loo-

17. Eow 1 < pp < p1 < 00. Agote apadetypata petpriopev ouvaptijosav f : (0,00) — R mou
1Kavoroouv ta £Ero:

(@ f € Ly(0,00) avkat pévo av pg < p < pj.

(B) f € Ly(0,00) avkat povo av pg < p < pi.

() f € Ly(0,00) av kat pévo av p = po.
[Ynode1&n. Aoxipdote ouvaptroetg tng popdng f(z) = 2| log z|°.]

18. 'Eote E, F petpropa vroouvoda tou RY pe 0 < A(E), A(F) < oc.
(@) Asi€te o n x g * xF eival cuvexng ouvaptnon.

(B) Aeitte ot undpxet € > 0 @ote: av |z| < £ wte A(E N (F+z)) > 0.

15



Opada B’

19. Eow {f,} akoloubia pn apvnukov cuvexov ouvaptioswv oto R. Ynobétoupe ou kdbe f,
pndevitetat £€e aro 1o [0, 1/n] kat
1/n
fa(t) dt = 1.
0

'Eow g € L1(R). Opidoupe g, = fp * g. Acire ot ||gn — g|l1 — 0 xabbg o n — oo.
20. 'Eoww F petprioippo oUvoAo Kat €0t p, q, 7 = 1 pe % =
g € Ly(E)wte fg € L.(E) rat

+ 2. Aeire 0w av f € L,(E) rat

1
e

AL

1fgllr < 17 1lpllgllq-

21. Eote E petprjoio unootvodo tou RY pe 0 < A(E) < oo kat ¢otw f : E — R petprjomn
ouvaptnon. YroBgtoupe 6t untdpyouv p = 1 kat otabepa C > 0 tétowa wote

C
Mz e B:f@) 1) < &
yia xkabe t > 0. Aei€e 6u f € L, (u) yia kabe 1 < 7 < p.

22. Ector > 1 xat f,, : (0,1) — R petpriopeg ouvapujoeig pe || frll» < M yia kabe n. YroBétoupe
ou f, — f oxedov maviov oo (0,1). Aeigte ou yia xabe 1 < p < r woxvet || fr, — fllp — 0.

23. Aivetat @paypévn Lebesgue petpriowun ouvaptorn f @ R — R mou pndevidetat £é§w amno to
[-1,1]. Ta kdBe h > 0 opioupe ) ouvapon ¢p : R — R pe

1 x+h

on(z) = 7/ (1) dA(t), =€ R.
2h x—h

Aei€re 6t ||dpll2 < || fll2 xat ||¢n — fll2 — 0 étav h — 0T,

24. Eow FE petpriopo unioouvodo tou R, pe 0 < A(E) < co. Aeifte dun - (XE * X[o,l/n]) — XE
oxedov nmaviou kabwg 1 — oo.

25. Eow g : R? — R petprioiun ouvdpmon. YmoBétoupe ot yia kdbe f € Li(RY) 1oxvet
g€ Li(RY). Aeifte 611 g € Loo(R?).

26. Eow 1 < p < ooxat f € L,[0,1]. Ta ka6e n € N opioupe

.
Fo =2 an i (F)X s
k=1

Jim [[f = fallp, = 0.

27. Eow 1 < p < oo xat éoww f € L,[0,00). Aeifte ou

] [ s dA(t)\ < Il

ya kdfe z > 0 kat ot

) 1
lim T

/0 " r ) art) = o.

28. YroBétoupe ou f € L,y(R) yia kabe 1 < p < 2 kat eruridéov out

sup || fllp < +oc.
1<p<2
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Aeigte ou f € Lo(R) kat
1l = tim (7],
p—2

29. Eow f € L1[0, 1] pe mv £&n¢ 1&10tta: undpxet C' > 0 oote

/ ] dh < CV/A(A)
A

yia kaBe Lebesgue petprioo uroouvoro A C [0, 1]. Aeire ou f € L,[0,1] yia xabe 1 < p < 2.
Eivat avaykaoukd n f otov Lo[0, 1];

30. Eow [ : R? — R perprioman ouvdptnon, yia mv oroia oxvet

(+) [ e (@) ir@) = 1.

érou E = supp(f). Anodeifte ou f € L,(RY) yia kdbe 1 < p < oo xat ||f||, < Cp, énou C > 0
pia anodut otabepd. Aoote apddslypa petprioung ouvaptnong f mou wkavorotel my (x) adda

f ¢ Loo(RY).

31. Eow f € L'((0,1)). Ta z € (0,1) opidoupe

g(x):/ @dt.

Aeigre 6ut g € LY((0,1)) xat

/ g(e) dA() = /  fla) dr(a).

32. Eow f : (0,1) — R Lebesgue petprjomn ouvaptnon. Av n g(z,y) = f(z) — f(y) stvar
olorAnpoon oto (0,1) x (0,1), 8ei&te 6t f € L(0,1).

33. Eow 0 < p < 1. Opidoupe tov (apvnTiké auvty ) @opd) ouluyn ekOETN ¢ TOU P A0 I OXEON
L1 1 1. Ecte E perpriorpo unootvodo tou RY. Av f, g : E — [0, 0o] beifte ot

/fgdu> </f” du>1/p </gq du)l/q
(/(f+g)p du)l/p> (/fp du)l/er (/gp du)l/p.

34. Acife donav 1 < p < ¢ < 00, Wte 0 L0, 1] eivar mpoing katyopiag unootvodo tou L, [0, 1].

Kat
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