


9. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω c1, . . . , cm > 0 µε c1 + · · · + cm = 1. ∆είξτε ότι : αν
f1, . . . , fm : E → R είναι µετρήσιµες συναρτήσεις, τότε∫

E

(
m∏
i=1

|fi|ci
)

6
m∏
i=1

(∫
E

|fi|
)ci

.

10. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω p, q > 1. Αν t ∈ (0, 1) και r = tp+ (1− t)q δείξτε ότι για
κάθε µετρήσιµη συνάρτηση f : E → R ισχύει

‖f‖rr 6 ‖f‖tpp + ‖f‖(1−t)qq .

11. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο, έστω p > 1 και έστω (fn) ακολουθία στον Lp(E) µε ‖fn‖p 6 1 για
κάθε n ∈ N. Αν fn → f σχεδόν παντού στο E, δείξτε ότι f ∈ Lp(E) και ‖f‖p 6 1.

12. ΄Εστω (fn) ακολουθία µη αρνητικών συναρτήσεων στον L1(R) µε
∫
fn = 1 για κάθε n ∈ N.

Υποθέτουµε ότι : για κάθε δ > 0,

lim
n→∞

∫
{x:|x|>δ}

fn = 0.

∆είξτε ότι : για κάθε p > 1,
lim
n→∞

‖fn‖p =∞.

13. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο, έστω p > 1 και έστω f ∈ Lp(E). ∆είξτε ότι∫
|f |p = p

∫ ∞
0

tp−1λ({x ∈ E : |f(x)| > t}) dt.

14. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο, έστω p > 1 και έστω (fn) ακολουθία στον Lp(E) µε ‖fn−f‖p → 0.
΄Εστω (gn) οµοιόµορφα ϕραγµένη ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E µε gn → g σχεδόν
παντού στο E. ∆είξτε ότι ‖fngn − fg‖p → 0.

15. ΄Εστω f ∈ L1(Rd). Για κάθε t ∈ Rd ορίζουµε ft(x) = f(x+ t), x ∈ Rd. ∆είξτε ότι :

(α) Για κάθε t έχουµε ft ∈ L1(Rd) και
∫
ft =

∫
f .

(ϐ) lim
t→0

∫
|f − ft| = 0.

16. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε 0 < λ(E) < ∞ και έστω f : E → R µετρήσιµη
συνάρτηση. ∆είξτε ότι limp→∞ ‖f‖p = ‖f‖∞.

17. ΄Εστω 1 6 p0 < p1 6 ∞. ∆ώστε παραδείγµατα µετρήσιµων συναρτήσεων f : (0,∞) → R που
ικανοποιούν τα εξήσ:

(α) f ∈ Lp(0,∞) αν και µόνο αν p0 < p < p1.

(ϐ) f ∈ Lp(0,∞) αν και µόνο αν p0 6 p 6 p1.

(γ) f ∈ Lp(0,∞) αν και µόνο αν p = p0.

[Υπόδειξη. ∆οκιµάστε συναρτήσεις της µορφής f(x) = xa| log x|b.]

18. ΄Εστω E,F µετρήσιµα υποσύνολα του Rd µε 0 < λ(E), λ(F ) <∞.

(α) ∆είξτε ότι η χE ∗ χF είναι συνεχής συνάρτηση.

(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει ε > 0 ώστε : αν |x| < ε τότε λ(E ∩ (F + x)) > 0.
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Οµάδα Β΄

19. ΄Εστω {fn} ακολουθία µη αρνητικών συνεχών συναρτήσεων στο R. Υποθέτουµε ότι κάθε fn
µηδενίζεται έξω από το [0, 1/n] και ∫ 1/n

0

fn(t) dt = 1.

΄Εστω g ∈ L1(R). Ορίζουµε gn = fn ∗ g. ∆είξτε ότι ‖gn − g‖1 → 0 καθώς το n→∞.

20. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο και έστω p, q, r > 1 µε 1
r = 1

p + 1
q . ∆είξτε ότι : αν f ∈ Lp(E) και

g ∈ Lq(E) τότε fg ∈ Lr(E) και
‖fg‖r 6 ‖f‖p‖g‖q.

21. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε 0 < λ(E) < ∞ και έστω f : E → R µετρήσιµη
συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν p > 1 και σταθερά C > 0 τέτοια ώστε

λ ({x ∈ E : |f(x)| > t}) 6 C

tp

για κάθε t > 0. ∆είξτε ότι f ∈ Lr(µ) για κάθε 1 6 r < p.

22. ΄Εστω r > 1 και fn : (0, 1)→ R µετρήσιµες συναρτήσεις µε ‖fn‖r 6M για κάθε n. Υποθέτουµε
ότι fn → f σχεδόν παντού στο (0, 1). ∆είξτε ότι για κάθε 1 6 p < r ισχύει ‖fn − f‖p → 0.

23. ∆ίνεται ϕραγµένη Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση f : R → R που µηδενίζεται έξω από το
[−1, 1]. Για κάθε h > 0 ορίζουµε τη συνάρτηση φh : R→ R µε

φh(x) =
1

2h

∫ x+h

x−h
f(t) dλ(t), x ∈ R.

∆είξτε ότι ‖φh‖2 6 ‖f‖2 και ‖φh − f‖2 → 0 όταν h→ 0+.

24. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του R, µε 0 < λ(E) < ∞. ∆είξτε ότι n ·
(
χE ∗ χ[0,1/n]

)
→ χE

σχεδόν παντού καθώς n→∞.

25. ΄Εστω g : Rd → R µετρήσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι για κάθε f ∈ L1(Rd) ισχύει
f · g ∈ L1(Rd). ∆είξτε ότι g ∈ L∞(Rd).

26. ΄Εστω 1 6 p <∞ και f ∈ Lp[0, 1]. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

fn = 2n
2n∑
k=1

an,k(f)χJn,k ,

όπου Jn,k =
[
k−1
2n ,

k
2n

)
και an,k(f) =

∫
Jn,k

f dλ. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

‖f − fn‖p = 0.

27. ΄Εστω 1 < p <∞ και έστω f ∈ Lp[0,∞). ∆είξτε ότι∣∣∣∣∫ x

0

f(t) dλ(t)

∣∣∣∣ 6 ‖f‖px1− 1
p

για κάθε x > 0 και ότι

lim
x→∞

1

x1−
1
p

∫ x

0

f(t) dλ(t) = 0.

28. Υποθέτουµε ότι f ∈ Lp(R) για κάθε 1 6 p < 2 και επιπλέον ότι

sup
16p<2

‖f‖p < +∞.
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∆είξτε ότι f ∈ L2(R) και
‖f‖2 = lim

p→2−
‖f‖p.

29. ΄Εστω f ∈ L1[0, 1] µε την εξής ιδιότητα : υπάρχει C > 0 ώστε∫
A

|f | dλ 6 C
√
λ(A)

για κάθε Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο A ⊆ [0, 1]. ∆είξτε ότι f ∈ Lp[0, 1] για κάθε 1 6 p < 2.
Είναι αναγκαστικά η f στον L2[0, 1];

30. ΄Εστω f : Rd → R µετρήσιµη συνάρτηση, για την οποία ισχύει

(∗)
∫
E

exp (f(x)) dλ(x) = 1.

όπου E = supp(f). Αποδείξτε ότι f ∈ Lp(Rd) για κάθε 1 6 p < ∞ και ‖f‖p 6 Cp, όπου C > 0
µια απόλυτη σταθερά. ∆ώστε παράδειγµα µετρήσιµης συνάρτησης f που ικανοποιεί την (∗) αλλά
f /∈ L∞(Rd).

31. ΄Εστω f ∈ L1((0, 1)). Για x ∈ (0, 1) ορίζουµε

g(x) =

∫ 1

x

f(t)

t
dt.

∆είξτε ότι g ∈ L1((0, 1)) και ∫ 1

0

g(x) dλ(x) =

∫ 1

0

f(x) dλ(x).

32. ΄Εστω f : (0, 1) → R Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση. Αν η g(x, y) = f(x) − f(y) είναι
ολοκληρώσιµη στο (0, 1)× (0, 1), δείξτε ότι f ∈ L1(0, 1).

33. ΄Εστω 0 < p < 1. Ορίζουµε τον (αρνητικό αυτή τη ϕορά) συζυγή εκθέτη q του p από τη σχέση
1
p + 1

q = 1. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του Rd. Αν f, g : E → [0,∞] δείξτε ότι

∫
fg dµ >

(∫
fp dµ

)1/p(∫
gq dµ

)1/q

και (∫
(f + g)p dµ

)1/p

>

(∫
fp dµ

)1/p

+

(∫
gp dµ

)1/p

.

34. ∆είξτε ότι αν 1 6 p < q 6∞, τότε ο Lq[0, 1] είναι πρώτης κατηγορίας υποσύνολο του Lp[0, 1].
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