
Ανάλυση Fourier και Ολοκλήρωµα Lebesgue

Ασκήσεις (2014–15)

Κεφάλαιο 1: Μέτρο Lebesgue

Οµάδα Α

1. (α) ΄Εστω A ϕραγµένο υποσύνολο του Rd. ∆είξτε ότι λ∗(A) < +∞.
(ϐ) ΄Εστω ότι το A ⊆ Rd έχει τουλάχιστον ένα εσωτερικό σηµείο. ∆είξτε ότι λ∗(A) > 0.

2. (α) Αν το A είναι µετρήσιµο και λ(A4B) = 0, τότε το B είναι µετρήσιµο και λ(B) = λ(A) (µε
A4B συµβολίζουµε τη συµµετρική διαφορά (A \B) ∪ (B \A) των A και B).
(ϐ) Αν τα A,B είναι µετρήσιµα, τότε

λ(A ∪B) + λ(A ∩B) = λ(A) + λ(B).

(γ) Αν τα A,B είναι µετρήσιµα, A ⊆ B και λ(A) = λ(B) < +∞, τότε λ(B \A) = 0.
(δ) ∆ώστε παράδειγµα µετρήσιµων συνόλων A,B µε A ⊆ B και λ(A) = λ(B), αλλά λ(B \A) > 0.

3. (α) Αν A,B ⊆ R και λ∗(B) = 0, δείξτε ότι λ∗(A ∪B) = λ∗(A).
(ϐ) Αν A,B ⊆ R και λ∗(A4B) = 0, δείξτε ότι λ∗(A) = λ∗(B).

4. (α) ΄Εστω A ⊆ R και t > 0. Συµβολίζουµε µε tA το σύνολο tA = {tx | x ∈ A}. ∆είξτε ότι
λ∗(tA) = t λ∗(A).
(ϐ) ΄Εστω f : B ⊆ R→ R συνάρτηση Lipschitz µε σταθερά C, δηλαδή |f(x)− f(y)| 6 C|x− y| για
κάθε x, y ∈ B. ∆είξτε ότι

λ∗(f(A)) 6 Cλ∗(A)

για κάθε A ⊆ B.
(γ) ΄Εστω A ⊆ R µε λ(A) = 0. ∆είξτε ότι το σύνολο A′ = {x2 | x ∈ A} έχει επίσης µέτρο λ(A′) = 0.

Υπόδειξη : Εξετάστε πρώτα την περίπτωση όπου A ⊆ [−M,M ] για κάποιο M > 0.

5. (α) ΄Εστω E ⊆ R µε 0 < λ∗(E) < +∞ και έστω 0 < α < 1. ∆είξτε ότι υπάρχει ανοιχτό διάστηµα
I µε την ιδιότητα

λ∗(E ∩ I) > α `(I).

(ϐ) ΄ΕστωA µετρήσιµο υποσύνολο του R και δ > 0 ώστε λ(A∩I) > δ `(I) για κάθε ανοιχτό διάστηµα.
∆είξτε ότι λ(Ac) = 0.

6. ΄Εστω A,B ⊆ R µε
dist(A,B) = inf{|x− y| : x ∈ A, y ∈ B} > 0.

∆είξτε ότι
λ∗(A ∪B) = λ∗(A) + λ∗(B).

7. ΄Εστω A ⊆ R. ∆είξτε ότι τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Το A είναι µετρήσιµο.

(ii) Για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό F ⊆ R µε F ⊆ A και λ∗(A \ F ) < ε.

(iii) Υπάρχει Fσ-σύνολο Γ ώστε Γ ⊆ A και λ∗
(
A \ Γ

)
= 0.
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8. ΄Εστω E ένα υποσύνολο του R. Ορίζουµε το εσωτερικό µέτρο Lebesgue του E ϑέτοντας

λ(i)(E) = sup{λ(F ) : F ⊆ E,F κλειστό}.

(α) ∆είξτε ότι λ(i)(E) 6 λ∗(E).
(ϐ) Υποθέτουµε ότι λ∗(E) <∞. ∆είξτε ότι το E είναι Lebesgue µετρήσιµο αν και µόνο αν λ(i)(E) =
λ∗(E).
(γ) ∆είξτε ότι αν λ∗(E) =∞ τότε η ισοδυναµία στο (ϐ) δεν είναι πάντα σωστή.

9. ΄Εστω A ⊆ R µετρήσιµο σύνολο µε 0 < λ(A) < +∞.
(α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = λ(A ∩ (−∞, x]) είναι συνεχής.
(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει µετρήσιµο σύνολο F µε F ⊆ A και λ(F ) = λ(A)/2.

10. (α) ΄Εστω (An) ακολουθία υποσυνόλων του R. Ορίζουµε τα σύνολα

lim supAn = {x ∈ R | x ∈ An για άπειρα n}

και
lim inf An = {x ∈ R | υπάρχει n0(x) ∈ N ώστε x ∈ An για κάθε n > n0(x)}.

∆είξτε ότι

lim supAn =

∞⋂
n=1

∞⋃
k=n

Ak και lim inf An =

∞⋃
n=1

∞⋂
k=n

Ak.

(ϐ) ΄Εστω (An) ακολουθία µετρήσιµων υποσυνόλων του R. ∆είξτε ότι :

(i) Τα lim supAn και lim inf An είναι µετρήσιµα σύνολα.

(ii) λ(lim inf An) 6 lim inf λ(An) και αν λ(∪∞n=1An) < +∞ τότε

lim supλ(An) 6 λ(lim supAn).

(iii) (Λήµµα Borel-Cantelli) Αν
∑∞
n=1 λ(An) < +∞, τότε λ(lim supAn) = 0.

11. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείσ:

(i) Αν A ⊆ R και λ∗(A) = 0, τότε το A είναι πεπερασµένο ή άπειρο αριθµήσιµο σύνολο.

(ii) Αν A ⊆ R και το A δεν είναι µετρήσιµο, τότε λ∗(A) > 0.

(iii) Αν A,B ⊆ R, λ∗(A) < +∞, B ⊆ A, το B είναι µετρήσιµο και λ(B) = λ∗(A), τότε το A είναι
µετρήσιµο.

(iv) ΄Εστω A ⊆ [a, b]. Τότε, λ∗(A) = 0 αν και µόνο αν υπάρχει κάλυψη του A από µια ακολουθία
ανοικτών διαστηµάτων (In) ώστε

∑∞
n=1 `(In) < +∞ και κάθε x ∈ A ανήκει σε άπειρα το

πλήθος από τα διαστήµατα In.

(v) Αν A ⊆ R τότε λ(A) = 0 αν και µόνο αν όλα τα υποσύνολα του A είναι µετρήσιµα.

12. (α) ΄Εστω A ⊆ [a, b] µε λ(A) > 0. ∆είξτε ότι υπάρχουν x, y ∈ A ώστε x− y ∈ R \Q.
(ϐ) (Λήµµα Steinhsus) ΄Εστω A µετρήσιµο σύνολο µε λ(A) > 0. ∆είξτε ότι το «σύνολο διαφορών»

A−A := {x− y | x ∈ A, y ∈ A}

του A περιέχει διάστηµα της µορφής (−t, t) για κάποιο t > 0.
(γ) ΄Εστω E ένα Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) > 1. ∆είξτε ότι υπάρχουν x 6= y στο
E ώστε x− y ∈ Z.

13. ΄Εστω f : R→ R. ∆είξτε ότι το σύνολο

A = {x ∈ R : η f είναι συνεχής στο x}
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είναι σύνολο Borel.

14. ΄Εστω fn : R→ R ακολουθία συνεχών συναρτήσεων. ∆είξτε ότι το σύνολο

B = {x ∈ R : lim
n→∞

fn(x) = +∞}

είναι σύνολο Borel.

15. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι για κάθε Borel B ⊆ R το f−1(B) είναι σύνολο
Borel.

Υπόδειξη : Θεωρήστε την κλάση A = {A ⊆ R : το f−1(A) είναι σύνολο Borel}.

16. Για κάθε x ∈ [0, 1) συµβολίζουµε µε (x1, x2, x3, . . .) την δεκαδική παράσταση του x (αν το x
έχει δύο διαφορετικές δεκαδικές παραστάσεις ϑεωρούµε εκείνη που τελειώνει σε άπειρα µηδενικά).
Βρείτε το εξωτερικό µέτρο καθενός από τα σύνολα:

(i) A1 = {x ∈ [0, 1) | x1 6= 5}.

(ii) A2 = {x ∈ [0, 1) | x1 6= 5 και x2 6= 5}.

(iii) A3 = {x ∈ [0, 1) | για κάθε n = 1, 2, . . . , xn 6= 5}.

17. ΄Εστω θ ∈ (0, 1). Επαναλαµβάνουµε την διαδικασία κατασκευής του συνόλου του Cantor µε
τη διαφορά ότι στο n-οστό ϐήµα αφαιρούµε κεντρικό ανοιχτό διάστηµα µήκους θ/3n από κάθε
διάστηµα που έχει αποµείνει στο (n − 1)-οστό ϐήµα. Καταλήγουµε σε ένα σύνολο Cθ «τύπου
Cantor». ∆είξτε ότι :
(α) Το Cθ είναι τέλειο και δεν περιέχει ανοιχτά διαστήµατα.
(ϐ) Το Cθ είναι υπεραριθµήσιµο.
(γ) Το Cθ είναι µετρήσιµο και λ(Cθ) = 1− θ > 0.

18. ΄Εστω {qn}∞n=1 µια αρίθµηση του Q ∩ [0, 1]. Για κάθε ε > 0 ορίζουµε

A(ε) =

∞⋃
n=1

(
qn −

ε

2n
, qn +

ε

2n

)
.

Τέλος, ϑέτουµε A = ∩∞j=1A(1/j).
(α) ∆είξτε ότι λ(A(ε)) 6 2ε.
(ϐ) Αν ε < 1

2 δείξτε ότι το [0, 1] \A(ε) είναι µη κενό.
(γ) ∆είξτε ότι A ⊆ [0, 1] και λ(A) = 0.
(δ) ∆είξτε ότι Q ∩ [0, 1] ⊆ A και ότι το A είναι υπεραριθµήσιµο.

19. (α) ΄Εστω {An} ακολουθία Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του [0, 1] µε την ιδιότητα

lim sup
n→∞

λ(An) = 1.

∆είξτε ότι : για κάθε 0 < α < 1 υπάρχει υπακολουθία {Akn} της {An} µε

λ (∩∞n=1Akn) > α.

(ϐ) ΄Εστω E ένα Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λk(E) < ∞. ΄Εστω {An} ακολουθία
Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του E και έστω c > 0 µε την ιδιότητα λ(An) > c για κάθε
n ∈ N. ∆είξτε ότι λk(lim supAn) > 0 και ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία {kn} ϕυσικών
µε την ιδιότητα

∞⋂
n=1

Akn 6= ∅.
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20. Για κάθε A ∈M και για κάθε x ∈ R ορίζουµε

ρ(A, x) = lim
t→0+

λ(A ∩ (x− t, x+ t))

2t
,

αν αυτό το όριο υπάρχει. Ο ρ(A, x) είναι η µετρική πυκνότητα του A στο σηµείο x.
(α) ∆είξτε ότι ρ(Q, x) = 0 και ρ(R \Q, x) = 1 για κάθε x ∈ R.
(ϐ) ΄Εστω 0 < α < 1. Κατασκευάστε σύνολο A ⊆ R µε την ιδιότητα ρ(A, 0) = α.

Οµάδα Β

21. ΄Εστω E και F δύο συµπαγή υποσύνολα του R µε E ⊂ F και λ(E) < λ(F ). ∆είξτε ότι για κάθε
α ∈

(
λ(E), λ(F )

)
µπορούµε να ϐρούµε συµπαγές σύνολο K ώστε E ⊂ K ⊂ F και λ(K) = α.

22. Κατασκευάστε ένα Lebesgue µετρήσιµο σύνολο E ⊆ [0, 1] µε την εξής ιδιότητα : για κάθε
διάστηµα J ⊆ [0, 1],

λ(J ∩ E) > 0 και λ(J \ E) > 0.

23. ΄Εστω E Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του R µε 0 < λ(E) <∞. ∆είξτε ότι, για κάθε k ∈ N,
υπάρχουν x, s ∈ R ώστε

x, x+ s, x+ 2s, . . . , x+ (k − 1)s ∈ E.

24. ΄Εστω A,B ⊆ R µε λ(A) > 0 και λ(B) > 0. ∆είξτε ότι το A+B περιέχει διάστηµα.

25. ΄Εστω E µετρήσιµο υποσύνολο του R µε λ(E) > 0. Υποθέτουµε ότι για κάθε x, y ∈ E ισχύει
1
2 (x+ y) ∈ E. ∆είξτε ότι το E έχει µη κενό εσωτερικό.

26. ∆είξτε ότι το σύνολο των x ∈ [0, 2π) για τα οποία η ακολουθία {sin(2nx)}∞n=1 συγκλίνει έχει
µηδενικό µέτρο Lebesgue.

27. ΄Εστω A ⊂ R µε λ(A) > 0. ∆είξτε ότι

λ
(
R \ (A+ Q)

)
= 0.

28. ∆είξτε ότι υπάρχουν µετρήσιµα σύνολα A,B ⊆ R µε λ(A) = λ(B) = 0 και λ(A + B) > 0.
Μπορεί το A+B να περιέχει διάστηµα ;

29. ∆ώστε παράδειγµα ανοικτού υποσυνόλου G του [0, 1] µε την εξής ιδιότητα : το σύνορο του G
έχει ϑετικό µέτρο Lebesgue.

30. Γνωρίζουµε ότι κάθε ανοικτό υποσύνολο του R γράφεται ως ένωση ξένων ανοικτών διαστηµάτων.
∆είξτε ότι ο δίσκος D = {(x, y) : x2 + y2 < 1} δεν µπορεί να γραφτεί ως ξένη ένωση ανοικτών
ορθογωνίων.

31. ∆ώστε παράδειγµα συνόλου Borel που δεν είναι Gδ-σύνολο ούτε Fσ-σύνολο.

32. ΄Εστω A και B κλειστά υποσύνολα του R. ∆είξτε ότι το A + B = {a + b : a ∈ A, b ∈ B} δεν
είναι απαραίτητα κλειστό. ∆είξτε όµως ότι είναι πάντα Fσ-σύνολο.

33. ΄Εστω ε > 0. ΄Εστω A το σύνολο των x ∈ R για τους οποίους υπάρχουν άπειρα ανάγωγα
κλάσµατα p

q που ικανοποιούν την
∣∣∣x− p

q

∣∣∣ 6 1
q2+ε . ∆είξτε ότι λ(A) = 0.

34. Θέτουµε A = Q ∩ [0, 1]. ∆είξτε ότι :
(α) Για κάθε ε > 0 υπάρχει ακολουθία {Rj}∞j=1 ανοικτών διαστηµάτων ώστε : A ⊆ ∪∞j=1Rj και∑∞
j=1 λ(Rj) < ε.
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