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8.3 Ασκήσεις

Ομάδα Α΄

1. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση με την ιδιότητα∫ 1

0

xnf(x) dx = 0

για κάθε n = 0, 1, 2, . . .. Αποδείξτε ότι f ≡ 0.

2. ΄Εστω f, g : [0, 1] → R συνεχείς συναρτήσεις. Αν ισχύει
∫ 1

0
xnf(x) dx =

∫ 1

0
xng(x) dx

για κάθε n = 0, 1, . . . δείξτε ότι f ≡ g.

3. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση. Αν ισχύει
∫ 1

0
x2nf(x) dx = 0 για κάθε

n = 0, 1, 2, . . . δείξτε ότι f ≡ 0.

4. Δώστε παράδειγμα ακολουθίας πολυωνύμων pn : [0, 1] → R με pn(x) → 0 για κάθε

x ∈ [0, 1] και
∫ 1

0
pn(x) dx→ 1.

5. Δώστε παράδειγμα συνεχούς και φραγμένης συνάρτησης f : (0, 1] → R ώστε να μην

υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων pn : (0, 1]→ R με pn → f ομοιόμορφα στο (0, 1].

6. (α) ΄Εστω f, g : [0, 1] → R συνεχείς συναρτήσεις με f(x) < g(x) για κάθε x ∈ [0, 1].
Αποδείξτε ότι υπάρχει πολυώνυμο p : [0, 1] → R ώστε f(x) < p(x) < g(x) για κάθε

x ∈ [0, 1].

(β) Αποδείξτε ότι υπάρχει πολυώνυμο q ώστε ex ≤ q(x) ≤ e2x για κάθε x ∈ [0, 1].

(γ) Αν h : [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση, αποδείξτε ότι υπάρχει γνησίως αύξουσα ακο-

λουθία πολυωνύμων (pn) ώστε pn → h ομοιόμορφα στο [0, 1].

7. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση. Δείξτε ότι, για κάθε ε > 0
υπάρχει πολυώνυμο p ώστε ‖f − p‖∞ < ε και ‖f ′ − p′‖∞ < ε.

Ομάδα Β΄

8. Δείξτε ότι ο C([0, 1]) είναι διαχωρίσιμος.

9. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση.

(α) Δείξτε ότι |Bn(f)| ≤ Bn(|f |) και Bn(f) ≥ 0 αν f ≥ 0.

(β) Δείξτε ότι ‖Bn(f)‖∞ ≤ ‖f‖∞.
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10. ΄Εστω 0 < a < b < 1 και f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Δείξτε ότι υπάρχει

ακολουθία (pn) πολυωνύμων με ακέραιους συντελεστές, ώστε pn → f ομοιόμορφα στο

[a, b].

11. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση, η οποία δεν είναι πολυώνυμο. Αν (pn) είναι

ακολουθία πολυωνύμων ώστε pn → f ομοιόμορφα, δείξτε ότι deg(pn)→∞.

12. ΄Εστω f : [1,∞)→ R συνεχής συνάρτηση με limx→∞ f(x) = L ∈ R.

(α) Αν η f δεν είναι σταθερή, δείξτε ότι δεν υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων (pn) ώστε

pn → f ομοιόμορφα στο [1,∞).

(β) Αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία πολυωνύμων (pn) ώστε pn( 1
x ) → f(x) ομοιόμορφα

ως προς x στο [1,∞).

13. Δείξτε ότι το σύνολο των πολυωνύμων (των περιορισμών τους στο [0, 1]) είναι σύνολο

πρώτης κατηγορίας στον C([0, 1]).


