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Tonohoyia petpxdy xHpwy — Aoxnoelg

Oudda A’

1. Eow (X, p) petpwxds xodpog xou F, G vnocbvora tou X. Av 1o F elvar xhetotd xat 10 G elvan
avowto, deléte ot o F \ G elvan xhewotd xouw to G\ F elvon avouxto.

2. Eotw (X, p) yetpinde xopoc. AelZte 1 xdlde unocivoro A tou X ypdgetar we Touh avoTtéy
unocLYéAwY Tou (X, p).

3. Eoww f : R — R ovveyfc ouvdptnon. Acilte 61 o G = {x € R: f(z) > 0} elvar avowxto
utoovvoho tou R xaw 10 F = {z € R: f(z) = 0} elvon xhetot6 unoctvoro tou R.

4. Acite 61 xdie xhewotd ddotnua 610 R ypdpetar w¢ aprduriowdn Tour avoixtdy Stao T Twy
xat xde avouxtd ddotnua oto R ypdpetar we apriunoun évewon xAEloTOY SlaoTUdTwy.

5. Anodel€te 61 xd¥e TENEPAOUEVO UTOGUVOAD EVOG HETPIXOU YWEOL Elval XAeoTo.

6. Anodellte 6Tt xdle ogaipa evoc PETELXOU YDpEoL elvon XAewoTd clvoho. Mnopel ce €vay petpixd
YWEo o agatpa vor efva 10 xevd GOVORO;

7. Eoww (X,d) petpinde ywpeog, x € X xou € > 0. E€etdote, av woylel ndvtote n odtnta
B(z,e) ={y € X : d(z,y) <e}.
[ YrevOtuon: T xdde A C X oupPoriloupe pe A v xheot| 9xn tou Al

8. Eow (X, d) petpixdc yodpoc. H duaydviogs o X x X elvar 10 ovoro A = {(z,z) : x € X}.
Anodelgte 61 0 A glvon xhetot6 otov X X X w¢ mpog N uetpwt| da, 6mou

dy((21,1), (22, 42)) = VA2 (21, 41) + (22, y2).-

Tevixdrepa, anodel€te 61l 10 A glvon xAelotd W Tpoc xdle Yetpixy| Yivouevo otov X x X.

9. Tndpyel dnewpo xAelotd unoclvoro tou R 1o onolo amoteleltan povo and prrovg; Ymndpyel
avoxt6 urtocbvoho tou R 1o omolo amotekeitan wdvo amd dppnToug;

10. Eotww A, B 800 utocivora evée petpixol ywpou (X, d). Arnodeilte 6t
() AvAUB =X, t61e AUB° = X.
(B) Av ANB =10, t6tc AN B° =0.

11. Eow (X, d) yetpwde yopoc. Anodellte bt
() (A\ B)° C A°\ B° vy x&de A,B C X.
(B) A\BC A\ By xé9¢ A, B C X.

MmopoUpE Vo ayTIXATACTHCOVUE TOUS EYXAELOUOUC UE LOOTNTEC;

12. 'Eotw (X, p) yetpixée yodpoc xor ) # A C X. AelEte 6t diam(A) = diam(A). Ioyve 7o B0
Yo To €0WTEPXS Tou A;

13. (a) Eotw A avowxtd vnoctvoro tou (X, p) xar G C A. Aeigte 6t 10 G elvon avoxtéd oto A
av xou uévo av elvon avowxtéd otov X.

(B) Eotww A xhewotd unoclvoho tou (X, p) xau G C A. Eivor owoté 6t 10 G elvar xhewoté 610 A
av ot uévo av elvan xAeloto otov X

14. Bpeite éva aprdurowo xat tuxvé utoovvoro touv R\ Q we mpoc ™ cuvidn petpind.



Opdda B’
15. 'Eotwo (X, ||-]]) yoOpoc pe vépua. Aciite 6T B(z,r) = B(z,7) yio %80 © € X xou xdde r > 0.

16. Aci&te 61t 0 ¢ elvan xhetoté unocOvoro tou £°. Tu unopelte va melte v tov cop; Elvon
AVOXTO UTOGUVONO TOU £op; YAELGTO UTOGUVONO TOU {op;

17. Eow (X, p) yetpwde yodpoc. Aeilte bt 1o axdrovda elvar loodbvaya:
(o) To G eivar avoxtéd.
(B) Twxdde ACX,GNACGNA.

(v) Twxdde ACX,GNA=GNA.

18. AceiZte 61 xde avorxtod utocHvoro Tou R ypdgeTtar we Eveon aptduRotuwy To TARYOC AVoLXTHhY
SLICTNUATWY UE pNTE dxpaL.

19. Anodellte 61t oto R Sev undpyouv un tetppéva utoctvoha (SnAddY Srapopetind and o ?
xat 0 R) o omola va efvat ouyyEdVLE avorxTd xaL XAELoTd.

20. (o) I xdde n € Z, éotw F, x\ew01d utooivoho tou (n,n + 1). Oétoupe I = |, oy Frn-
Anodellte 6T o F elvan xhetotéd oo R.

Yréoatn: AelEte npdta 6Tt Yia xdde n undpyel 6, > 0 étol dote |z —y| > §,, onotedhnote & € F,,
xuy € Fipy, n# m.

(B) Beelte wa axohoudio Eévwy avd duo xhelot®y cuvOwy 010 R wwy onolwv 1 évwon dev elvan
x\elotd ohvoho.

21. Eow (X, d) petpds xdpog. Anodelgte ot

(a) Av To X éyeL nepioodrepa amd éva otouyela, totE UTdEYEL avoxtd G C X, wote G # 0 xou
X\ G #0.

(B) Av 10 X elvar drelpo obvolo, téte undpyet avoxté G C X dote 10 G xou 10 X \ G va elvan
dmelpa.

22. Eotw (X, p) uetpide yodpoc xaw 7,y € X pe x # y. Acilte 6Tt undpyouv avoixtd chvola
UVaoocterelU,yeVxa UNV = (.

23. Eow (X, p) petpde yopoc, € X xar F xhetotd unoolvoho tou X pe x ¢ F. Acei&te 6u
undeyouy avowtd chvora U,V dote . € U, F CV xou UNV = (). Mropolye vo TeTUYoupE var
oy Ve, emmiéoy, 6Tt UNV =

24. Eow (X, p) yetpinog yodpoc xar A € X. Oétouge A’ 1o mapdywyo atvodo tou A, dnhadt to
oUVOAO TV oNuelwY cucaatpevone Tov A. Amodel€te to axdrouvda

() A= AUA’. Supnepdvorte 61t 1o A elvon ¥Ael6Td oy %o POvo av TepLéyeL ToL oNuelo GUGCHPEUCHC
ToU.

B) To A’ elvar xhetot6 GOVOAO.
v) Ay ACBC X t6e A’ C B.
5) A

) A" = (A). Anadn, o A xan A éyovv Ta (Bl onuela cusohpeuoTC.
g) (A") C A'. Bpeite unocivoro A tou R dote 0 gyxheoude va elval yvhotoc.
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25. E&etdote av ot axéhouvdol oyvplopol elvar aindeic:
(o) Trdpyer A CR wote A’ =N.
(B) Trdpyer A CR wote A’ =Z.
(v) Trdpyer A C R dote A" =Q.

26. Eotww (X, p) petpwdc yodpoc. Av A, B C X, n andotaon tou A and 10 B opiletoa we e€hc:
dist(4, B) = inf{p(a,b) : a € A,b € B}.

Anodel&te g androudeg WBL6TNTEC TNE ANGOTACTS:



(o) av AN B # 0, t6te dist(4, B) = 0.

(B) dist(A4, B) = dist(4, B).

(v) dist(A, BU C) = min{dist(4, B),dist(A, C)}.

(8) Addote mapdderyua XAELOTOVY Xt EEVmY UTocUVOALY A, B evidc yetpiol yopou (X, p) ta otola
€youv Undevixy artéoTac).

27. Eoww (X, p) yetpwmde yodpoc xaw A C X. Av 2 € X opilouye v andotoon tou z and 10 A
va glvon 1) amdoToon TV oUVOwY {z}, A:

dist(z, A) = inf{p(x,a) : a € A}.
Anodellte 6T B
(o) dist(z, A) = 0 av xot uévo av x € A.
(B) |dist(x, A) — dist(y, A)| < p(z,y) yia xdde z,y € X.
(v) To cOvoro {x € X : dist(z, A) < e} elvar avoxtd, eved to ovvoro {z € X : dist(z, A) < e}

ebvou xhewot6d.
() Av AC B C A, t6te dist(x, A) = dist(z, B) vy xde z € X.

28. Eotww (X, p) yetpxdc yweoc xat A C X. Anodellte 6Tt
A'={z e X :dist(z, A\ {z}) = 0}.

29. 'Eow (X, p) yetpinds yopoc. Amodellte dtt xdle xhewotd unoodvoro tou X ypdgetal we
aELIUAoUYN ToRY AVOIXTWY CLUVOAWY Xal XdVe avouxtd utocUvolo Tou X ypedgeton we aptduriown
EVWOT) YAELOTOY CUVOAWV.

30. Eow (X, p) petpwdc yodpoc xoaw A C X. Anodei&te tic e€hc idtnteg tou cuvbpou Ttou A:
(o) bd(A) = bd(A°).

(B) cl(A) =bd(A) U A°.

(v) X = A°UDbd(A) U (X \ A)°. -

(8) bd(A) = A\ A° ¥ wwodlvapa bd(A) = AN X \ A. Enopévec, to o0vopo eivon xhetotéd ohvolo.
(e) To A elvar xhetot6 av %o wévo av bd(A4) C A.

31. Eoww (X, p) yetpxde ywpoc xow A, B C X. Anodei&te ta axdhouvda:
(o) Av 0 A elvar avowxtéd ) xhetotéd utoolvoro tou X tote t0 bd(A) €xel xevd ecwteptxd.
(B) Av AN B = t6te bd(AU B) = bd(A) Ubd(B).

32. Bpeite unocivoro A tou R dote (bd(A))° = R.

33. 'Ectww A unoclUvoro tou (X, p). Av G xou H elvar Eéva avoixtd ovvora oto A, dellte 6T
undpyouy Eéva avowxtd obvoha U xou V oto X @ote G=ANU xar H=ANV.

34. Eow (X,p) dwywelowoc petpixdc yweoc. Acellte 6t xdde owovévela ZEvwy avotdy
unocLVOALY Tou X elva Tenepaopévn 1 aptdurown.

35. 'Eotw (X, p) yetpxdc ywpoc. Aeilte bt

() Av D elvar éva tuxvé utocsivolro tou X, téte D NG = G v xdde avowxtd unocivoro G tou
X.

(B) Av 10 G elvon avouxtd xat Tuxvd urtochvolo tou X xat to D elvar tuxvé unochvolo touv X,
161 10 G N D elvan muxvd urnoctvoro tou X. Ioylet 1o (Bio av 1o G dev utotedel avoixtd;

(v) Elvon owotéd 61t 1 topr| plag axohoudlag avotédy xat TuxveY LTocuvérwy tou X elvan muxvéd
unoovolo tou X;

36. Eotww (X1,d1),...,(Xn,dn) petpxol yodpol. Oewpolue tov ywpo ywépevo (X, d) ye X =
[T, X; xou d = maxi<;<n d;. AclZte 6T



(o) Av xde G; ebvon di-avoxtd otov X, i =1,...,n, t6t€ 10 [ | G; elvar d-avoixtd otov X.
(B) Av x&49e F; elvon d;-xdhewotd otov X;, i = 1,...,n, t6te 10 [, F; elvar d-xheioté otov X.
(Y) Av x&9¢ D; eivor muxvéd otov X;, i = 1,...,n, t6te 10 D =[] D; evor muxvéd otov X.

Edwdétepa, av xdde (X;,d;), i = 1,...,n elvor daywplowoc téte o (X, d) elvar Sraywplooc.

Opdda I

37. 'Eow (X, p) yetpwde yodpoc xar P C X. To P héyetan tédewo av elvar xevd A elvar xhetotd
xat xdVe onpelo tou elvan onuelo cuoohpevone Y’ autd. Anodellte ta axdrovda:

(o) "Eva ouvéro P C (X, p) eivar téheto av xou uévo av P = P’.

(B) Kdde xheotd (un tetpyupévo) didotnua oto R (ue tn ouvidn petpny)) elvon téheto obvolo.
Eriong, to R elvon téheto av dewpndel we unosivoro tou R

(v) Kde un %evé téheio vroctvoro P tou R elvan unepaptdurowo. [Yrddaén. To P elvar drelpo.
Av elvar apripfotpo, yedgetar ot wopphy P = {z, : n € N}. Oplote xatddnin axohoudia
HPOTIOPEVLY DUCTNUETOY [ay, by ] GoTe, Yo xdde n € N, [an, by] NP # 0 00N 4y & [an, bn].]

38. 'Eotw A C R xouw x € R. To x Myetar onuelo ovundkvwong tou A av v xdde € > 0 to
oOvoho AN (x — e,z + ¢€) elvar unepaprdurowo. AnodelEte ta axdlouda:

() Av 7o A elvar apriurioo téte Sev Exel onueio cuPTUXVWONS.

(B) Av to A eivon urepaptiufiowo xou P elvor 10 obvoho twv onueiny cuundxvwons tou A t61e
P’ = P xo 10 A\ P eivon aprdurioo.

(v) Av o A elvar xhetot6 utoctvolo tou R tdte undpyouv télelo civoro P xou aptdurioo chvolo
Z wote A=PUZ xuw PNZ=0.

39. Eow (X, p) yetpixde xodpoc xat (z,) axorovdia oo X. To x € X Myetou opiakd onueio
e () av undpyer unaxohoudia (zx, ) e (z,) Gote z, — x. Oétouue L(x,) 10 6OVOAO TV
optaxwy onueiwy tne axorovdac (x,). Anodellte 6Tt

(@) Av z, 2 z t6te L(z,) = {x}. Toyler 10 avtiotpogo;

(B) Av A= {z,:neN} C X t6te A’ C L(z,,) C A. Aclfte pe éva mopdderypa 6Tt oL eyxhelopol
unopet va elvar yvioto.

(v) Aeite 6t o L(x,,) evon xhetoté unoclvoro tou X.

(8) Av 1o A Bev elvor xhetot0, dellte 6t L(wy,) # 0. Av emniéov, 0 (z,) elvan p-Cauchy, téte elvon
P-CLUYXAVOUGA.

(e) To x elvan optaxd onuelo e (z,) av xou wévo yia xdde € > 0 xou yia xdde n € N undpyet
m > n OoTE Ty, € By(z,¢€).

40. Xwot6 f Mdog; T xdde dnepo petpixd ywpo (X, d) undpyet dnetpo unoctvoro A tou X
wote xde G C A va elvat avoixto wg mpog TN oyetiny| et oto A.

41. 'Eow (X, p) doaywplowoc petpndc yopoc. Anodellte 6t
(o) To clvoro Twv epovwuévey onuelwy tou X elvat to ToAd aprdurfotuo.

(B) Av S elvar éva umepaprdunioo utocOvoho tov X téte umdpyel axoloudior BLPOPETIXWY v
duo otouyelwy Tou S, n onola cuYXAivel oe onuelo Tou S.

42. Eotww 6 € R\ Q. Acigte 61t 10 chvoro
D(0) := {(cos(2mnb),sin(27nd)) : n € N}
elvon Tuxvéd otov xixho St = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1}.

43. 'Eotww (X, p) petpiedc yopoc. To A C X Myetar movdevd mukvd av int(A) = (). Anodet&te
ot
() To A C X eivor moudevd muxvé av xar gévov av A C (X \ A).

(B) To A C X eivor moudevd muxvo xon xAetotd av xat uévov av 1o X \ A elvor Tuxvd xat avoxto.



(v) Av o A elvar xhewotd unochvolo tou X, téte o A elvar Toudevd muxvéd av xal pévov ov
A =Dbd(A).

(3) Av 10 A elvor Toudevd tuxvéd uTostvoro tov X o 1o X \ B elvor tuxvé t61e 10 X \ (AU B)
elvon muxvo otov X.

(e) H évwon mencpaopévou mhidouc moudevd muxvedy utocuvohwy tou X elvar moudevd muxvéd
urtocUvolo Tou X.

44. Eotww (g,) pa apldunon tov Q. Opilouye
1 1
AetEte 6t o U =, I, elvor avouxtd xou muxvé unostvoho tou R xar 61t 1o UC elvan toudevd

TUXVO.

45. 'Eow (X, p) petpdc yopoc xar A C X. Anodellte 6t ta axdhovda givan toodOvapa:

() To A elvar toudevd Tuxvo.

(B) To A dev mepiéyer un xevd avoxtd clhvolo.

(v) Kéde un xevé avoixtd unocivoro tou X meptéyet €va un xevéd avolxtd obvolo Eévo mpog 1o A.
(®)

0) Kdle un xevé avouxtd uvnochvoho tou X mepiéyet o avoth undho E€vn mpog 1o A.

46. Eotw (X, pn), n = 1,2,... axoloudia petpx@dv y&ewv Ye pp(z,y) < 1 yia xde z,y €
Xn, no= 1,2,.... Oewpolye t0 ywpo ywouevo (X,p), émou X = [[°2, X, xou p(z,y) =
Yoo 127 pn(x(n), y(n)). Etadeponowolue a = (a(n)) otov X. Oewpolue o GhVORa

Dy ={z=(z(n) e X:z(n)=a(n), n>m}, m=1,2,...

xat opilouye

Arnodei€te 6t o Dy, elvar Ttunvé otov X.

47. 'Eow A, B apdunowa, ntuxvd uvtocuvoha tou R. Aei€te éti undpyet ouvdptnon f: A — B 7
onola elvat avouvoa, 1-1 xat enl.



