Hpaypatixr Avéaiuon (2010-11)

Yuveyeic ouvaptioels — Aoxnoelg

Opdda A’

1. Eow f,g: (X,p) — (Y,0) 800 cuveyeic ouvaptAoec xat D tuxvéd utocivoro tou (X, p).
Acelte 6t

() To obvoro E ={z € X : f(z) = g(z)} elvar xhetoT6.

(B) Av f(z) = g(x) ywa x&9e € D, téte f =g.

2. Bow f:(X,p) = (Y,0) xu zg € X. Acl€te 6u n f elvar ouveyric ato zp ov xat u6vo av yia
xdde € > 0 undpyet § > 0 dote av x,y € X xou p(x,x9) < d, ply,zo) < 0 t61€ o(f(z), f(y)) < €.

3. Eotww (X, p) petpndc yopoc xou G C X. Aceifte 61 10 G elvar avoixtd o xat pévo oy UTdpyouy
cuveyfic owdptnon f 1 (X, p) — R xou V C R avowxtd, dote G = f~H(V).

4. (o) Eoww f: (X,d) — R ouvdptnon xat Z(f) to otvoro undeviopot tng f, dnhady
2(f) = {z € X : f(z) = 0}.

AeiZte 6t av n f elvon ouveyhc téte 10 Z(f) elvar xhewotd otov X.

(B) Eow F C X. Aci€te 6n 10 F elvor xhelotd av xou povo ov Umdpyel cLVEYHS ouvdptnom
f:(X,p) >R oote Z(f)=F.

5. Eow (X, p) petpinde yopoc xoar A € X. ZuuBollovye ue x4 TNV XapakTnpiotiky ouvvdptnon
zov A, 6mou x4 1 X — R opiletan w¢

1, teA

Anodei&te 6t o 0Ovolo TwV onueiwy cuvEyelas TS x4 ewvar To A° U (X \ A)°, 10 olvoho twy
onuelwy acuvéyelde tne elvar o bd(A) xar étL N x4 elvar cuveyc av xan pévo av to A elvon avoxtéd
xat xAeloté (clopen).

6. Eotw f: (X,p) — (Y,0). To ypdgnua tnc f elvar to cbvoro
Gr(f) ={(z,f(z)):2€ X} CX xY.

Ae{Zte 6, av n f elvar cuveyric ouvdptnom, tote To Ypdynua Gr(f) e f elvow xhewtd otov
X XY ¢ npog xdlde petpiny) yivouevo. Adocte mopddelypa o onolo va Setyvel 6t o avtiotpopo
Oev Loy VeL.

‘Eow f : (X,p) — (Y,0) ouveyhc ouvdptnon xa éotww A daywplowo utoodvoro tou X
(Bnhadn, o (A, pa) elvan draywplowog). Aet&te bt to f(A) elvou draywplowo unocivolo tou Y.

8. Awote napdderyya QpoyUévng, ouveyols cuvdptnong f : R — R 7 onola Sev eivar opolépopea
cuveyhic. Mropel pla un geaypévn cuvdptnon va elvat opoLouop@a GUVEYNS;

9. Adote éva mapdderypa 300 EEvmv UTOCLYOAWY EVOC PETPXOL YWpoL ta ontola oy wpellovta,
ahhd e Saywpilovton TARPLGE.

10. Eow f: (X, p) — (Y, 0) ouotopoppioude. Aeléte 6t o (X, p) elvan Soywplopog av xat uévo
av o (Y, o) elvar Saywploog.



Ouéda B’

11. Eow f: (X,p) — (Y,0). Acite 61, av vy xdde A C X wyver f(A') C (f(A)), téten f
ebvar ouveync. Ioyler To avtioTpogo;

12. Afveton pua ouvdptnon f : R — (Y,6), 6mou § 1 Saxprtn petpixd otov Y. Aellte du n f elvan
GLVEYNC AV %ol HOvo av efvon otadepy.

13. M owvdptnon f : (X, p) — (Y,0) Nyetou tomikd gpayuérn (locally bounded) av yio xdde
x € X undpyet neptoyh Uy tou z wote 1 fly, vou elvar @paypévn.
(a) Eotww f: (X,p) — (Y,0) ouveyhc ouvdptnon. Téte n f eivon tomxd gpoyuévn. Ioylel to
avtioTPOYO;
(B) Eoww f: R — R. Aci&te du 1o axdrouvdu eivor toodlvopa:

(i) H f elvor ouveyte.

(i) H f elvon tomxd gpaypévn xo €xel XAeloTO YPAQNUAL.

14. 'Eow f : (X, p) — (Y, 0) ouveyhc ouvdptnon xou D muxvéd unocivoho tou X. EEetdote av
oL oo dTw Loyvplouol eivar aandeic.

() Av n flp ebvan gpaypévn, t6te 1 f elvon Pporyévn.

(B) Av n f|p elvon opobpoppa cuveyhc, T6te 1 f elvon opolduopgpa cuveyhc.

(v) Av 7 f|p eivar 1-1, téte 1 f elvan 1-1.

15. Eow (X, p), (Y,0) petpwol ydpot xou f: X — Y. Aellte 6t ta axdhouda elvar toodlvapa:
() H f elvon opolduopga cuveyng.

(B) Tw x&de € > 0 undpyer & = d(e) > 0 dote: av A, B C X pe dist(4,B) < 4, t61e
dist(f(A), f(B)) < e.

16. Eow (X, p) petpwmdc yopoc xaw A, B C X xhewotd xat Zéva. Av f: X — [0,1] elvar 7
ouvdptnon tou Urysohn, dnhadf f(z) = %, amodelfte 6tu
(o) Av dist(A, B) = 0, t6te 1 f dev elvar opotduoppa cUvEYTC.

(B) Av dist(A, B) =6 > 0, t6te 0 f elvor 6~ '-Lipschitz.

17. 'Eow (X, p) petpde yodpoc xar A, B C X ye dist(4,B) > 0xo f1 : A — R, fo: B—R
(ouotbpoppa) cuveyelc ouvapthoec. Anodei&te 1 n ouvdptnon f: AUB — R pe

| filz), z€A
f(:c){ f;(x), r€B

elvor (opotéuopga) cuveyhc.

18. 'Eotw (X, p) petpixdc yopog xaw A C X. Av f: A — R elvor opotépopga ouveyfc ouvdptnon,
anodellte 6t N f enextelveTa OE Wiot OPOLOPOPQPA GLVEYT cuvdptnon F': A — R.

19. E€etdote av woylouv o Topaxdtw.
() To R elvon opologoppxd pe to Z.
(B) To R eivar opotopoppixé ye 10 Q.
(v) To Q elvor oyotopoppixé pe to Z.
(8) To Z elvon opotopoppixé pe o N.

20. Alvovtar ot yetpxol yopor (Xi,d1),. .., (Xk, di) xou 0 xOpog yvéuevo Hle X ye petpu
Ywouevo Ty doo = max{d; : 1 <i < k}. Eow (X, d) évac petpide yopog xou f: X — Hle X
we f=(f1,.--, fx), 6mou fi : X — X; vy i =1,..., k. Aeilte to e€Ac:
(o) H f elvon ouveynhc av xou wévo av ot f;, i =1,..., k elvon ouveyelc.

(B) H f etvar Lipschitz av xat pévo av xdde f; eivar Lipschitz.



(v) H f eivou opoopbdpga cuveyhic av xou wévo av ot f;, i =1,..., k elvon opobpoppa cuveyeic.
(8) Eivar owoté étL n f elvan ioopetpio av xar uévo av ol f; elval oopetplec;

(e) Eivar owoté ot n f elvon opologopglopds av xon wévo av ot f; elval ogotopop@iolol;
Opdda I

21. 'Eow F un xevéd xhewotd vnocvvoro tou R xou f 1 F' — R cuveyrc ouvdptnon. Aceite 6t
urdpyer ouveyhc ouvdptnon ¢ : R — R pe my Wbiétnta g(z) = f(z) yia xéde x € F.

22. Eow (X,p), (Y,0) yetpwol yodpolt xou f : X — Y. T xdde § > 0 opiloupe 10 puétpo
ovvéyeas (modulus of continuity) e f we e€hc:

wi(0) = sup{o(f(2), f(y)) = d(z,y) <6, x,y € X}

(o) AefZte 6t n ouvdptnon wy : [0,00) — [0,00] elvar adZovoa, dnhadh av 0 < §; < Oz toTE
wy(61) < wy(d2)-

(B) AelZte 6ty ouvdptnon f: X — Y elvan opolduoppa cuveyfic av xou wévo av toylet wy(d) — 0
xodog § — 01, [Trddeaén. Aeite 6t o(f(x), f(y)) < wp(d(z,y)) yio x&de z,y € X].

23. Eow f: (X,p) — (Y,0). H f Myetow avoikti av yio xdde avoxté G C X 1o f(G) elvou
avowxtd utocUvoro tou Y. Avdloya, n f Myetar kA€ot av v xd9e xhewoté6 F C X o f(F)
efvan xAelot6 unocvoho Tou Y.
(o) Addote napdderypa: cuveyolc cuVEETNOTG N onolo dev elvar avoLx T, avoxTic CUVAPTNONS N
omolo dev efvan ouveyrc, ouveyolg cuvdptnone 1 onola dev efvan ¥AeloTH, xAEWOTAC cuVdETNOTNC 1)
omola dev elval cuveyTc.
B) Avn f: (X,p) — (Y,0) elvar 1-1 xou enl, detlte 6t ta e€rc elvar woodlvopa: (i) n f elvon
avowth, (i) n f elvon ey, (iil) n f~1 elvon cuveyrc.

Tuvenae, av n f elvar ouveyhic xaw avoxth (f xhewoth) T6TE elvon opoloop@iopdc.

24. 'Eow (X;,d;) ,i=1,...,m petpol yopot xar X = [, X; 0 ydpoc Yvépevo ye tn uetpixh
d=>3"",d;. Houdptnon i—mpofodn elvor n m; : X — X; nou oplletar we e&hc:

Ti(T1y ey Ty ooy Tn) = Ty
ArnodelZte 6t n m; elvar cuveyhc, enl xat avorxT.

25. Eow f: (X,p) — (Y,0). Aci&te 6t n f elvar avoxth av xot wévo av f(A°) C (f(A))° v
xde A C X. A®oTe mopdderyya plag ouveyolg, avoxtig ouvdptnong f @ X — Y xa xdnolou

(o)

A C X ote 10 f(A°) va nepiéyetar yviowr oto (f(A))°.
26. Eow (X, p) petpdc xodpog. Amodelgte ot ta axdrouda elvar Lloodivaya:
o) H p elvar tood0vaun pe ) droxpit| petpxh) otov X.

B) Kdde ouyxhivovoa axorouvdio otov X elvar tehnd otordepn.

(

®)

(v) O X Bev éyer onuelo cucotpeuong.

() T xd&de petpind xodpo Y, xdde f: X — Y elvar cuveyrc.
(

g) H xdetoth 9hxn xdde avoxtol cuvéhou G C X elvor avorxtd chvoho.

27. (o) Mt ouvdptnon f : (X, p) — R Ayeton kdww nuuouvrvexnis av yia xdde t € R 1o olvoho
{z € X : f(z) <t} elvoar xhew0t6 LToolvoro Tov X. Acei&te bt 1 f elvon xdtw Nuouveyhc av xan
povo av, yua xdde axohovdia (,) otov X pe z, — z € X, woylel

f() < liminf f(z,).

AdoTe Topdderypo xdtw NuoLveyolc cLVdETNONG 1 omtola dev elvon cuvEYNC.

(B) M ouvdptnon f @ (X,p) — R Myetaw dvo nuovvexns av n —f evor xdtw nuouveyic.
AlTun®oTE X amodEl€TE YOPAXTNELOUOUEC TNE AVe MUICLVEYOUS GUVAETNONG, AVTICTOLYOUC UE
TOUG YAEAXTNELOMOVE TG XETw NULGLVEYOUS GUYAPTNATS TIOU TERLYpd@TNXay oTo (a).

28. Anodei&te 61t undpyouv dbo uetpxol yodpol (X, p), (Y, o) ol onolot dev elvar opolopop@ixol
ohhd ixavomololy o e€AC: undpyouy cuvapthoels f: X — Y, g: Y — X ot onoleq elvar cuveyelc,
1-1 »ou emt.



