
Kef�laio 1

UpakoloujÐec kai

akoloujÐec Cauchy

Om�da A'. Erwt seic katanìhshc

Exet�ste an oi parak�tw prot�seic eÐnai alhjeÐc   yeudeÐc (aitiolog ste pl rwc
thn ap�nths  sac).

1. an → +∞ an kai mìno an gia k�je M > 0 up�rqoun �peiroi ìroi thc (an) pou
eÐnai megalÔteroi apì M .

L�joc. Jewr ste thn akoloujÐa (an) me a2k = k kai a2k−1 = 1 gia k�je k ∈ N.
Tìte, gia k�je M > 0 up�rqoun �peiroi ìroi thc (an) pou eÐnai megalÔteroi apì
M . Pr�gmati, up�rqei k0 ∈ N ¸ste k0 > M , kai tìte, gia k�je k ≥ k0 isqÔei
a2k = k ≥ k0 > M . 'Omwc, an 6→ +∞: an autì Ðsque, ja èprepe ìloi telik� oi ìroi
thc (an) na eÐnai megalÔteroi apì 2, to opoÐo den isqÔei afoÔ ìloi oi perittoÐ ìroi
thc (an) eÐnai Ðsoi me 1.

H �llh kateÔjunsh eÐnai swst : an an → +∞ tìte (apì ton orismì) gia k�je
M > 0 ìloi telik� oi ìroi thc (an) eÐnai megalÔteroi apì M . 'Ara, gia k�je M > 0
up�rqoun �peiroi ìroi thc (an) pou eÐnai megalÔteroi apì M .

2. H (an) den eÐnai �nw fragmènh an kai mìno an up�rqei upakoloujÐa (akn
) thc

(an) ¸ste akn
→ +∞.

Swstì. Upojètoume pr¸ta ìti up�rqei upakoloujÐa (akn
) thc (an) ¸ste akn

→
+∞. 'Estw M > 0. AfoÔ akn → +∞, ìloi telik� oi ìroi akn eÐnai megalÔteroi
apì M . Opìte, up�rqoun �peiroi ìroi thc (an) pou eÐnai megalÔteroi apì M . AfoÔ
o M > 0  tan tuq¸n, h (an) den eÐnai �nw fragmènh.

'Alloc trìpoc: an h (an)  tan �nw fragmènh, tìte kai k�je upakoloujÐa thc
(an) ja  tan �nw fragmènh. Tìte ìmwc, h (an) den ja mporoÔse na èqei upakoloujÐa
h opoÐa na teÐnei sto +∞.

AntÐstrofa, ac upojèsoume ìti h (an) den eÐnai �nw fragmènh. Ja broÔme
epagwgik� k1 < · · · < kn < kn+1 < · · · ¸ste akn

> n. Tìte, gia thn upakoloujÐa
(akn

) thc (an) ja èqoume akn
→ +∞:

AfoÔ h (an) den eÐnai �nw fragmènh, mporoÔme na broÔme k1 ∈ N ¸ste ak1 > 1.
Ac upojèsoume ìti èqoume breÐ k1 < · · · < km ¸ste akj

> j gia k�je j = 1, . . . ,m.
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Jètoume M = max{a1, a2, . . . , akm ,m + 1}. AfoÔ h (an) den eÐnai �nw fragmènh,
mporoÔme na broÔme km+1 ∈ N ¸ste akm+1 > M . Apì ton orismì tou M èqoume
akm+1 > m + 1 kai akm+1 > an gia k�je n = 1, 2, . . . , km. Sunep¸c, km+1 > km.
Autì oloklhr¸nei to epagwgikì b ma.

3. K�je upakoloujÐa miac sugklÐnousac akoloujÐac sugklÐnei.

Swstì. Upojètoume ìti an → a. 'Estw (bn) = (akn
) mia upakoloujÐa thc (an) kai

èstw ε > 0. Up�rqei n0 ∈ N ¸ste: gia k�je n ≥ n0 isqÔei |an − a| < ε. Tìte, gia
k�je n ≥ n0 èqoume kn ≥ n ≥ n0, �ra |bn − a| = |akn

− a| < ε. 'Epetai ìti bn → a.

4. An mia akoloujÐa den èqei fjÐnousa upakoloujÐa tìte èqei mia gnhsÐwc aÔxousa
upakoloujÐa.

Swstì. JumhjeÐte ton orismì tou shmeÐou koruf c miac akoloujÐac (an): h (an)
èqei shmeÐo koruf c ton ìro ak an ak ≥ am gia k�je m ≥ k.

AfoÔ h (an) den èqei fjÐnousa upakoloujÐa, den mporeÐ na èqei �peira shmeÐa
koruf c: pr�gmati, ac upojèsoume ìti up�rqoun k1 < k2 < · · · < kn < · · · ¸ste oi
ìroi ak1 , . . . , akn , . . . na eÐnai shmeÐa koruf c thc (an). Tìte,

ak1 ≥ ak2 ≥ · · · ≥ akn
≥ · · · ,

dhlad  h upakoloujÐa (akn
) eÐnai fjÐnousa.

'Ara, h (an) èqei peperasmèna to pl joc shmeÐa koruf c: Up�rqei dhlad  k1 ∈ N
(to teleutaÐo shmeÐo koruf c   o k1 = 1 an den up�rqoun shmeÐa koruf c) me thn
idiìthta: an n ≥ k1, up�rqei n′ > n ¸ste an′ > an.

BrÐskoume k2 > k1 ¸ste ak1 < ak2 , katìpin brÐskoume k3 > k2 ¸ste ak2 < ak3

kai oÔtw kajex c. Up�rqoun dhlad  k1 < k2 < · · · < kn < · · · ¸ste

ak1 < ak2 < · · · < akn
< · · · .

'Ara, h (an) èqei toul�qiston mÐa gnhsÐwc aÔxousa upakoloujÐa.

5. An h (an) eÐnai fragmènh kai an 6→ a tìte up�rqoun b 6= a kai upakoloujÐa (akn)
thc (an) ¸ste akn

→ b.

Swstì. Sthn 'Askhsh 15 parak�tw apodeiknÔetai ìti an h akoloujÐa (an) den
sugklÐnei ston a tìte up�rqoun ε > 0 kai upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste: gia
k�je n ∈ N isqÔei |akn − a| ≥ ε. AfoÔ h (an) eÐnai fragmènh, h (akn) eÐnai epÐshc
fragmènh. Apì to je¸rhma Bolzano–Weierstrass h (akn

) èqei upakoloujÐa (akln
)

h opoÐa sugklÐnei se k�poion b ∈ R. 'Omwc, |akln
− a| ≥ ε gia k�je n ∈ N, �ra

|b− a| = limn→∞ |akln
− a| ≥ ε. Dhlad , b 6= a.

6. Up�rqei fragmènh akoloujÐa pou den èqei sugklÐnousa upakoloujÐa.

L�joc. Apì to je¸rhma Bolzano–Weierstrass, k�je fragmènh akoloujÐa èqei sug-
klÐnousa upakoloujÐa.

7. An h (an) den eÐnai fragmènh, tìte den èqei fragmènh upakoloujÐa.

L�joc. Jewr ste thn akoloujÐa (an) me a2k = k kai a2k−1 = 1 gia k�je k ∈ N. H
(an) den eÐnai fragmènh, ìmwc h upakoloujÐa (a2k−1) eÐnai stajer  (�ra, fragmènh).
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8. 'Estw (an) aÔxousa akoloujÐa. K�je upakoloujÐa thc (an) eÐnai aÔxousa.

Swstì. Jewr ste mia upakoloujÐa (akn
) thc (an). An n ∈ N tìte kn < kn+1.

H (an) eÐnai aÔxousa, �ra: an s, t ∈ N kai s < t tìte as ≤ at (exhg ste giatÐ).
PaÐrnontac s = kn kai t = kn+1 sumperaÐnoume ìti akn

≤ akn+1 .

9. An h (an) eÐnai aÔxousa kai gia k�poia upakoloujÐa (akn
) thc (an) èqoume

akn
→ a, tìte an → a.

Swstì. Upojètoume ìti h (an) eÐnai aÔxousa kai ìti up�rqei upakoloujÐa (akn) thc
(an) h opoÐa sugklÐnei ston a ∈ R.

AfoÔ akn
→ a, h (akn

) eÐnai fragmènh. Sunep¸c, up�rqei M ∈ R tètoioc ¸ste:
gia k�je n ∈ N isqÔei akn

≤ M . Ja deÐxoume ìti: gia k�je n ∈ N isqÔei an ≤ M .
Tìte, h (an) eÐnai aÔxousa kai �nw fragmènh, �ra sugklÐnei.

Jewr ste tuqìnta n ∈ N. AfoÔ n ≤ kn kai h (an) eÐnai aÔxousa, èqoume
an ≤ akn ≤ M .

10. An an → 0 tìte up�rqei upakoloujÐa (akn
) thc (an) ¸ste n2akn

→ 0.

Swstì. Ja broÔme epagwgik� k1 < · · · < kn < kn+1 < · · · ¸ste |akn | < 1
n3 . Tìte,

gia thn upakoloujÐa (akn
) thc (an) ja èqoume n2akn

→ 0 (exhg ste giatÐ).
AfoÔ an → 0, mporoÔme na broÔme k1 ∈ N ¸ste |ak1 | < 1. Ac upojèsoume

ìti èqoume breÐ k1 < · · · < km ¸ste |akj
| < 1

j3 gia k�je j = 1, . . . ,m. Jètoume

ε = 1
(m+1)3 > 0. AfoÔ an → 0, mporoÔme na broÔme n0 ∈ N ¸ste |an| < 1

(m+1)3

gia k�je n ≥ n0. Eidikìtera, up�rqei km+1 > km ¸ste |akm+1 | < 1
(m+1)3 . Autì

oloklhr¸nei to epagwgikì b ma.

Om�da B'

11. 'Estw (an) mia akoloujÐa. DeÐxte ìti an → a an kai mìno an oi upakoloujÐec
(a2k) kai (a2k−1) sugklÐnoun sto a.

Upìdeixh. Upojètoume ìti oi upakoloujÐec (a2k) kai (a2k−1) sugklÐnoun ston a.
'Estw ε > 0. Up�rqei n1 ∈ N me thn idiìthta: gia k�je k ≥ n1 isqÔei |a2k−a| <

ε. EpÐshc, up�rqei n2 ∈ N me thn idiìthta: gia k�je k ≥ n2 isqÔei |a2k−1 − a| < ε.
An jèsoume n0 = max{2n1, 2n2 − 1} tìte gia k�je n ≥ n0 isqÔei |an − a| < ε.

[Pr�gmati, parathr ste ìti an o n eÐnai �rtioc tìte n = 2k gia k�poion k ≥ n1 en¸
an o n eÐnai perittìc tìte n = 2k − 1 gia k�poion k ≥ n2.]

AfoÔ to ε > 0  tan tuqìn, èpetai ìti an → a.
To antÐstrofo eÐnai aplì: èqoume dei ìti an mia akoloujÐa (an) sugklÐnei ston

a ∈ R tìte k�je upakoloujÐa (akn
) thc (an) sugklÐnei ston a.

12. 'Estw (an) mia akoloujÐa. Upojètoume ìti oi upakoloujÐec (a2k), (a2k−1) kai
(a3k) sugklÐnoun. DeÐxte ìti:

(a) lim
k→∞

a2k = lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

a3k.

(b) H (an) sugklÐnei.

Upìdeixh. Ac upojèsoume ìti a2k → x, a2k−1 → y kai a3k → z. Parathr ste ìti:

(i) H (a6k) eÐnai tautìqrona upakoloujÐa thc (a2k) kai upakoloujÐa thc (a3k). 'Ara,
h (a6k) sugklÐnei kai x = lim

k→∞
a2k = lim

k→∞
a6k = lim

k→∞
a3k = z.
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(ii) H (a6k−3) eÐnai tautìqrona upakoloujÐa thc (a2k−1) kai upakoloujÐa thc (a3k).
'Ara, h (a6k−3) sugklÐnei kai y = lim

k→∞
a2k−1 = lim

k→∞
a6k−3 = lim

k→∞
a3k = z.

'Epetai ìti x = y = z. AfoÔ oi (a2k) kai (a2k−1) èqoun to Ðdio ìrio, h 'Askhsh 11
deÐqnei ìti h (an) sugklÐnei.

13. 'Estw (an) mia akoloujÐa. Upojètoume ìti a2n ≤ a2n+2 ≤ a2n+1 ≤ a2n−1

gia k�je n ∈ N kai ìti lim
n→∞

(a2n−1 − a2n) = 0. Tìte h (an) sugklÐnei se k�poion

pragmatikì arijmì a pou ikanopoieÐ thn a2n ≤ a ≤ a2n−1 gia k�je n ∈ N.

Upìdeixh. DeÐqnoume diadoqik� ta ex c:

(a) H (a2n) eÐnai aÔxousa kai �nw fragmènh apì ton a1 en¸ h (a2n−1) eÐnai fjÐnousa
kai k�tw fragmènh apì ton a2. Pr�gmati, apì thn upìjesh èqoume ìti h (a2n) eÐnai
aÔxousa kai h (a2n−1) eÐnai fjÐnousa. Eidikìtera,

a2 ≤ a2n ≤ a2n−1 ≤ a1

gia k�je n ∈ N.
(b) Up�rqoun a, b ∈ R tètoioi ¸ste a2n → a kai a2n−1 → b. Autì eÐnai �meso apì
to gegonìc ìti h (a2n) eÐnai aÔxousa kai h (a2n−1) eÐnai fjÐnousa (gnwrÐzoume ìti
k�je monìtonh kai fragmènh akoloujÐa sugklÐnei).

(g) a = b: autì prokÔptei apì thn upìjesh ìti a2n−1 − a2n → 0. AfoÔ a2n → a
kai a2n−1 → b, èqoume

b− a = lim
n→∞

a2n−1 − lim
n→∞

a2n = lim
n→∞

(a2n−1 − a2n) = 0.

(d) an → a = b: sto (g) eÐdame ìti

a = lim
n→∞

a2n = lim
n→∞

a2n−1 = b.

Apì thn 'Askhsh 11 èpetai ìti h (an) sugklÐnei kai

lim
n→∞

an = a = b.

(e) a2n ≤ a ≤ a2n−1 gia k�je n ∈ N. Autì eÐnai fanerì afoÔ h (a2n) eÐnai aÔxousa,
h (a2n−1) eÐnai fjÐnousa kai o a eÐnai to koinì touc ìrio. GnwrÐzoume ìti

a = sup{a2n : n ∈ N} = inf{a2n−1 : n ∈ N}.

14. 'Estw (an) mia akoloujÐa kai èstw (xk) akoloujÐa oriak¸n shmeÐwn thc (an).
Upojètoume oti xk → x. DeÐxte oti o x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an).

Upìdeixh. SÔmfwna me ton qarakthrismì tou oriakoÔ shmeÐou akoloujÐac, arkeÐ na
deÐxoume ìti gia k�je ε > 0 up�rqoun �peiroi ìroi thc (an) pou ikanopoioÔn thn
|an − x| < ε.

'Estw ε > 0. AfoÔ xk → x, up�rqei k ∈ N ¸ste |xk − x| < ε
2 (gia thn akrÐbeia,

ìloi telik� oi ìroi thc (xk) èqoun aut  thn idiìthta). StajeropoioÔme ton xk kai
qrhsimopoioÔme to gegonìc ìti o xk eÐnai oriakì shmeÐo thc (an): up�rqoun �peiroi
ìroi thc (an) pou ikanopoioÔn thn |an − xk| < ε

2 . Gia ìlouc autoÔc touc ìrouc
blèpoume ìti

|an − x| ≤ |an − xk|+ |xk − x| < ε

2
+

ε

2
= ε.
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15. DeÐxte ìti h akoloujÐa (an) den sugklÐnei ston pragmatikì arijmì a, an kai
mìno an up�rqoun ε > 0 kai upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste |akn −a| ≥ ε gia k�je
n ∈ N.

Upìdeixh. DeÐxte tic isodunamÐec (1) ⇐⇒ (2) ⇐⇒ (3) ⇐⇒ (4):

(1) H akoloujÐa (an) den sugklÐnei ston a.

(2) Up�rqei ε > 0 ¸ste �peiroi ìroi am thc (an) na ikanopoioÔn thn |am−a| ≥ ε.

(3) Up�rqoun ε > 0 kai fusikoÐ arijmoÐ k1 < k2 < · · · < kn < · · · ¸ste: gia k�je
n ∈ N isqÔei |akn − a| ≥ ε.

(4) Up�rqoun ε > 0 kai upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste: gia k�je n ∈ N isqÔei
|akn

− a| ≥ ε.

16. 'Estw (an) akoloujÐa pragmatik¸n arijm¸n kai èstw a ∈ R. DeÐxte ìti an → a
an kai mìno an k�je upakoloujÐa thc (an) èqei upakoloujÐa pou sugklÐnei sto a.

Upìdeixh. (=⇒) Upojèste pr¸ta ìti an → a. An (akn
) eÐnai mia upakoloujÐa thc

(an) tìte akn
→ a. 'Ara, ìlec oi upakoloujÐec thc (akn

) sugklÐnoun ki autèc ston
a.

(⇐=) Me apagwg  se �topo: upojèste ìti h (an) den sugklÐnei ston a. Apì thn
'Askhsh 15, up�rqoun ε > 0 kai upakoloujÐa (akn) thc (an) ¸ste: gia k�je n ∈ N
isqÔei |akn

− a| ≥ ε. Tìte, an p�roume opoiad pote upakoloujÐa thc (akn
), ìloi oi

ìroi thc ja eÐnai ε-makri� apì ton a. Dhlad , h (akn
) den èqei upakoloujÐa pou na

sugklÐnei ston a.

17. OrÐzoume mia akoloujÐa (an) me a1 > 0 kai

an+1 = 1 +
2

1 + an
.

DeÐxte ìti oi upakoloujÐec (a2k) kai (a2k−1) eÐnai monìtonec kai fragmènec. BreÐte,
an up�rqei, to lim

n→∞
an.

Upìdeixh. DeÐxte pr¸ta ìti h (an) orÐzetai kal� kai an > 0 gia k�je n ∈ N. EpÐshc,
deÐxte ìti an an → x tìte x =

√
3.

(i) Upojèste ìti 0 < a1 <
√

3. DeÐxte diadoqik� ta ex c:

(a) a2 >
√

3.

(b) Gia k�je n ∈ N isqÔei h an+2 = 3+2an

2+an
.

(g) Gia k�je k ∈ N isqÔoun oi a2k−1 <
√

3 kai a2k−1 < a2k+1.

(d) Gia k�je k ∈ N isqÔoun oi a2k >
√

3 kai a2k+2 < a2k.

Qrhsimopoi¸ntac thn 'Askhsh 13 deÐxte ìti oi (a2k−1) kai (a2k) sugklÐnoun. Qrhsi-
mopoi¸ntac thn anadromik  sqèsh an�mesa ston an+2 kai ton an deÐxte ìti lim

k→∞
a2k =

lim
k→∞

a2k−1 =
√

3. Apì thn 'Askhsh 11 èpetai ìti an →
√

3.

(ii) Exet�ste me ton Ðdio trìpo thn perÐptwsh a1 >
√

3.
(iii) Tèloc, deÐxte ìti an a1 =

√
3 tìte èqoume an =

√
3 gia k�je n ∈ N.
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18. BreÐte to an¸tero kai to kat¸tero ìrio twn akolouji¸n

an = (−1)n+1

(
1 +

1
n

)
,

bn = cos
(πn

3

)
+

1
n + 1

,

γn =
n2((−1)n + 1) + 2n + 1

n + 1
.

Upìdeixh. (a) Parathr ste ìti −1 − 1
n ≤ an ≤ 1 + 1

n gia k�je n ∈ N. An
loipìn jewr soume opoiad pote sugklÐnousa upakoloujÐa (akn) thc (an), tìte to
krit rio parembol c deÐqnei ìti −1 ≤ lim akn

≤ 1. 'Epetai ìti lim inf an ≥ −1 kai
lim sup an ≤ 1.

Apì thn �llh pleur�, a2n = −1 − 1
2n → −1 kai a2n−1 = 1 + 1

2n−1 → 1.
Dhlad , o 1 kai o −1 eÐnai oriak� shmeÐa thc (an). 'Epetai ìti lim sup an = 1 kai
lim inf an = −1 (exhg ste giatÐ).

'Alloc trìpoc: Dokim�ste na deÐxete ìti 1 = lim sup an me ton qarakthrismì tou
lim sup: p�rte tuqìn ε > 0 kai deÐxte ìti to {n : an > 1 − ε} eÐnai �peiro (oi
perittoÐ ìroi eÐnai megalÔteroi apì 1) en¸ to {n : an > 1 + ε} eÐnai peperasmèno
(gia na isqÔei an > 1 + ε ja prèpei na èqoume n = 2k − 1 kai 1

2k−1 > ε, dhlad 

k < 1
2

(
1 + 1

ε

)
).

(b) Parathr ste ìti, an υ ∈ {0, 1, . . . , 5} tìte

cos
(

(6k + υ)π
3

)
= cos

(
2kπ +

υπ

3

)
= cos

(υπ

3

)
.

'Epetai ìti

b6k = 1 +
1

6k + 1
→ 1

b6k+1 =
1
2

+
1

6k + 2
→ 1

2

b6k+2 = −1
2

+
1

6k + 3
→ −1

2

b6k+3 = −1 +
1

6k + 4
→ −1

b6k+4 = −1
2

+
1

6k + 5
→ −1

2

b6k+5 =
1
2

+
1

6k + 6
→ 1

2
.

Apì ta parap�nw prokÔptei ìti lim sup bn ≥ 1 (diìti b6k → 1) kai lim inf bn ≤ −1
(diìti b6k+3 → −1). 'Estw t¸ra (bkn) tuqoÔsa sugklÐnousa upakoloujÐa thc (bn).
Aut  ja èqei �peirouc koinoÔc ìrouc me toul�qiston mÐa apì tic èxi upakoloujÐec
pou perigr�yame (exhg ste giatÐ). Dhlad , ja èqei koin  upakoloujÐa (bkλn

) me
k�poia apì tic èxi upakoloujÐec parap�nw. Anagkastik�,

lim bkn = lim bkλn
∈
{
−1,−1

2
,
1
2
, 1
}

.
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Dhlad , to sÔnolo twn oriak¸n shmeÐwn thc (bn) eÐnai to K =
{
−1,− 1

2 , 1
2 , 1
}
.

'Epetai ìti lim sup bn = 1 kai lim inf bn = −1.

(g) Parathr ste ìti γ2n = 2n2+2n+1
n+1 → +∞ kai γ2n−1 = 2n+1

n+1 → 2. Me to
epiqeÐrhma pou qrhsimopoi same gia to er¸thma (b) �   me opoiond pote �llo trìpo
� deÐxte ìti lim sup γn = +∞ kai lim inf γn = 2.

19. 'Estw (an), (bn) fragmènec akoloujÐec. DeÐxte oti

lim inf an + lim inf bn ≤ lim inf(an + bn)
≤ lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn.

Upìdeixh. H mesaÐa anisìthta isqÔei profan¸c. DeÐqnoume th dexi� anisìthta (h
arister  apodeiknÔetai me an�logo trìpo).

'Estw (akn
+ bkn

) upakoloujÐa thc (an + bn) me akn
+ bkn

→ lim sup(an + bn).
H (akn

) eÐnai fragmènh, �ra èqei peraitèrw upakoloujÐa (akλn
) h opoÐa sugklÐnei:

akλn
→ x ∈ R. O x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an), �ra

x = lim akλn
≤ lim sup an.

Tìte,
bkλn

= (akλn
+ bkλn

)− akλn
→ lim sup(an + bn)− x.

O lim sup(an + bn)− x eÐnai oriakì shmeÐo thc (bn), �ra

lim sup(an + bn)− x lim sup bn.

'Epetai ìti

lim sup(an + bn) ≤ x + lim sup bn ≤ lim sup an + lim sup bn.

20. 'Estw an > 0, n ∈ N.
(a) DeÐxte oti

lim inf
an+1

an
≤ lim inf n

√
an ≤ lim sup n

√
an ≤ lim sup

an+1

an
.

(b) An lim an+1
an

= x, tìte n
√

an → x.

Upìdeixh. H mesaÐa anisìthta isqÔei profan¸c. DeÐqnoume thn dexi� anisìthta (h
arister  apodeiknÔetai me an�logo trìpo).

Gia thn apìdeixh thc anisìthtac lim sup n
√

an ≤ lim sup an+1
an

mporoÔme na upo-

jèsoume ìti lim sup an+1
an

= x < +∞ (alli¸c, den èqoume tÐpota na deÐxoume). 'Estw
ε > 0. Apì ton qarakthrismì tou lim sup, up�rqei k ∈ N ¸ste gia k�je n ≥ k na
isqÔei an+1

an
< x + ε. 'Epetai ìti: gia k�je n > k isqÔei

an < an−1(x + ε) < an−2(x + ε)2 < · · · < ak(x + ε)n−k =
ak

(x + ε)k
(x + ε)n.

Jètontac M = ak/(x + ε)k, èqoume

an ≤ M(x + ε)n gia k�je n > k.
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QrhsimopoioÔme aut  thn anisìthta wc ex c: jewroÔme upakoloujÐa ( sn
√

asn) thc
( n
√

an) gia thn opoÐa
sn
√

asn
→ lim sup n

√
an.

Lìgw thc sn ≥ n, gia k�je n > k èqoume sn > k. 'Ara,

sn
√

asn ≤
sn
√

M (x + ε).

'Omwc, sn
√

M → 1. 'Ara,

lim sup n
√

an = lim sn
√

asn
≤ x + ε.

To ε > 0  tan tuqìn, �ra

lim sup n
√

an ≤ x = lim sup
an+1

an
.

21. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa. DeÐxte oti

lim sup(−an) = − lim inf an kai lim inf(−an) = − lim sup an.

Upìdeixh. DeÐqnoume thn pr¸th isìthta. H deÔterh apodeiknÔetai me ton Ðdio trìpo
  an jèsoume sthn pr¸th ìpou an thn −an.

Jètoume x = lim sup(−an) kai y = lim inf an. Up�rqei upakoloujÐa (−akn
) thc

(−an) me −akn
→ x. Tìte, −x = lim akn

, �ra

−x ≥ y = lim inf an.

OmoÐwc, up�rqei upakoloujÐa (aλn
) thc (an) me aλn

→ y. Tìte, −y = lim(−aλn
),

�ra
−y ≤ x = lim sup(−an),

dhlad  y ≥ −x.
'Epetai ìti y = −x.

22. 'Estw (an) fragmènh akoloujÐa. An

X = {x ∈ R : x ≤ an gia �peirouc n ∈ N},

deÐxte ìti supX = lim sup an.

Upìdeixh. Jètoume s = sup X. Ja qrhsimopoi soume ton qarakthrismì tou lim sup an:

(a) 'Estw ε > 0. AfoÔ s = supX, up�rqei x ∈ X ¸ste s− ε < x. Apì ton orismì
tou sunìlou X, isqÔei h anisìthta x ≤ an gia �peirouc n ∈ N. Dhlad , isqÔei h
anisìthta s− ε < an gia �peirouc n ∈ N. 'Eqoume loipìn deÐxei ìti: gia k�je ε > 0
to sÔnolo {n ∈ N : an > s− ε} eÐnai �peiro.
(b) 'Estw ε > 0. An h anisìthta s + ε < an Ðsque gia �peirouc n ∈ N, tìte apì
ton orismì tou sunìlou X ja eÐqame s + ε ∈ X. Autì den mporeÐ na sumbaÐnei,
diìti s + ε > s = sup X. 'Eqoume loipìn deÐxei ìti: gia k�je ε > 0 to sÔnolo
{n ∈ N : an > s + ε} eÐnai peperasmèno.

Apì ta (a) kai (b) sumperaÐnoume ìti supX = s = lim sup an.



· 9

23. Qrhsimopoi¸ntac thn anisìthta

1
n + 1

+
1

n + 2
+ · · ·+ 1

2n
≥ 1

2
,

deÐxte ìti h akoloujÐa an = 1+ 1
2 + · · ·+ 1

n den eÐnai akoloujÐa Cauchy. Sumper�nate
ìti an → +∞.

Upìdeixh. Parathr ste ìti: gia k�je n ∈ N,

1
n + 1

+
1

n + 2
+ · · ·+ 1

2n
≥ 1

2n
+ · · ·+ 1

2n
=

n

2n
=

1
2
.

Ac upojèsoume ìti h akoloujÐa an = 1 + 1
2 + · · · + 1

n eÐnai akoloujÐa Cauchy.
Tìte, paÐrnontac ε = 1

4 > 0, mporoÔme na broÔme n0 ∈ N me thn idiìthta: gia k�je
m,n ≥ n0 isqÔei |am − an| < 1

4 .
P�rte n ≥ n0 kai m = 2n > n ≥ n0. Tìte, |a2n − an| < 1

4 . Autì den mporeÐ na
isqÔei, diìti

|a2n − an| =
(

1 +
1
2

+ · · ·+ 1
n

+
1

n + 1
+ · · ·+ 1

2n

)
−
(

1 +
1
2

+ · · ·+ 1
n

)
=

1
n + 1

+
1

n + 2
+ · · ·+ 1

2n
≥ 1

2
.

Exhg ste t¸ra ta ex c:

(a) AfoÔ h (an) den eÐnai akoloujÐa Cauchy, h (an) den sugklÐnei se pragmatikì
arijmì.

(b) AfoÔ h (an) eÐnai aÔxousa kai den sugklÐnei, h (an) den eÐnai �nw fragmènh.

(g) AfoÔ h (an) eÐnai aÔxousa kai den eÐnai �nw fragmènh, anagkastik� an →
+∞.

24. 'Estw 0 < µ < 1 kai akoloujÐa (an) gia thn opoÐa isqÔei

|an+1 − an| ≤ µ|an − an−1|, n ≥ 2.

DeÐxte ìti h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy.

Upìdeixh. 'Estw a = a1 kai b = a2. Apì thn |an+1 − an| ≤ µ|an − an−1| èpetai
(exhg ste giatÐ) ìti: gia k�je n ≥ 2 isqÔei

|an+1 − an| ≤ µn−1|a2 − a1| = |b− a| · µn−1.

An loipìn m,n ∈ N kai m > n, tìte

|am − an| ≤ |am − am−1|+ · · ·+ |an+1 − an|
≤ |b− a|

(
µn−1 + · · ·+ µm−2

)
= |b− a| · µn−1 · 1− µm−n

1− µ

≤ |b− a|µn−1

1− µ

=
|b− a|

µ(1− µ)
· µn.
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Jewr ste ε > 0 kai breÐte n0 ∈ N pou ikanopoieÐ thn |b−a|
µ(1−µ)µ

n0 < ε. Tètoioc n0

up�rqei giatÐ µn → 0 ìtan n →∞. Tìte, an m > n ≥ n0,

|am − an| ≤
|b− a|

µ(1− µ)
· µn ≤ |b− a|

µ(1− µ)
· µn0 < ε.

Dhlad , h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy.

25. OrÐzoume a1 = a, a2 = b kai an+1 = an+an−1
2 , n ≥ 2. Exet�ste an h (an) eÐnai

akoloujÐa Cauchy.

Upìdeixh. Parathr ste ìti: gia k�je n ≥ 2 isqÔei

an+1 − an =
an + an−1

2
− an = −an − an−1

2
,

dhlad 

|an+1 − an| ≤
1
2
|an − an−1|.

Apì thn 'Askhsh 24, h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy.

Om�da G'

26. 'Estw m ∈ N. BreÐte mia akoloujÐa (an) h opoÐa na èqei akrib¸c m diaforetikèc
upakoloujÐec.

Upìdeixh. An m = 1, jewroÔme th stajer  akoloujÐa an = 1. Parathr ste ìti
k�je upakoloujÐa thc (an) eÐnai stajer  akoloujÐa me ìlouc touc ìrouc thc Ðsouc
me 1, dhlad  sumpÐptei me thn (an).

'Estw m > 1. JewroÔme thn akoloujÐa (an) pou orÐzetai wc ex c: an = 0
an n < m kai an = 1 an n ≥ m. Parathr ste ìti k�je upakoloujÐa thc (an)
eÐnai telik� stajer  kai Ðsh me 1, mporeÐ de na èqei apì kanènan wc m− 1 pr¸touc
ìrouc Ðsouc me 0 (autì exart�tai apì to pìsouc apì touc m − 1 pr¸touc ìrouc
thc (an) èqei san ìrouc h upakoloujÐa). Sunep¸c, to pl joc twn diaforetik¸n
upakolouji¸n thc (an) eÐnai akrib¸c m.

27. 'Estw (an) mia akoloujÐa. An sup{an : n ∈ N} = 1 kai an 6= 1 gia k�je n ∈ N,
tìte up�rqei gnhsÐwc aÔxousa upakoloujÐa (akn

) thc (an) ¸ste akn
→ 1.

Upìdeixh. Jètoume A = {an : n ∈ N}. Apì ton basikì qarakthrismì tou supre-
mum, gia k�je ε > 0 up�rqei x = x(ε) ∈ A ¸ste 1 − ε < x ≤ 1. AfoÔ 1 /∈ A,
èqoume thn isqurìterh anisìthta 1− ε < x < 1.

Qrhsimopoi¸ntac to parap�nw, ja broÔme epagwgik� k1 < · · · < kn < kn+1 <
· · · ¸ste ak1 < · · · < akn

< akn+1 < · · · kai 1− 1
n < akn < 1. Tìte, gia thn gnhsÐwc

aÔxousa upakoloujÐa (akn
) thc (an) ja èqoume akn

→ 1.
Efarmìzontac ton qarakthrismì tou supremum me ε = 1, brÐskoume ak1 ∈ A

pou ikanopoieÐ thn 0 < ak1 < 1.
Ac upojèsoume ìti èqoume breÐ k1 < · · · < km ¸ste ak1 < · · · < akm kai

1− 1
j < akj < 1 gia k�je j = 1, . . . ,m. Jètoume s = max{1− 1

m+1 , a1, a2, . . . , akm}.
AfoÔ s < 1 (exhg ste giatÐ), mporoÔme na broÔme akm+1 ∈ A pou ikanopoieÐ thn
s < akm+1 < 1. Tìte, km+1 > km, akm < akm+1 kai 1 − 1

m+1 < akm+1 < 1. Autì
oloklhr¸nei to epagwgikì b ma.
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28. 'Estw (an) akoloujÐa jetik¸n arijm¸n. JewroÔme to sÔnolo A = {an : n ∈ N}.
An inf A = 0, deÐxte ìti h (an) èqei fjÐnousa upakoloujÐa pou sugklÐnei sto 0.

Upìdeixh. Ac upojèsoume ìti èqoume breÐ fusikoÔc k1 < · · · < km pou ikanopoioÔn
ta ex c:

0 < akm
< akm−1 < · · · < ak1 kai 0 < akm

<
1
m

.

Jètoume εm+1 = min
{
a1, . . . , akm

, 1
m+1

}
> 0. AfoÔ inf(A) = inf{an : n ∈ N} = 0

kai εm+1 > 0, up�rqei km+1 ∈ N ¸ste akm+1 < εm+1. Apì ton orismì tou εm+1

èpetai ìti (exhg ste giatÐ):

(a) km < km+1, (b) akm+1 < akm
, (g) akm+1 <

1
m + 1

.

'Etsi orÐzetai epagwgik� mia gnhsÐwc fjÐnousa upakoloujÐa (akn
) thc (an) h opoÐa

sugklÐnei sto 0.

29. OrÐzoume mia akoloujÐa wc ex c:

a0 = 0, a2n+1 =
1
2

+ a2n, a2n =
a2n−1

2
.

BreÐte ìla ta oriak� shmeÐa thc (an).

Upìdeixh. An gr�yete touc dèka pr¸touc ìrouc thc akoloujÐac (an) ja mantèyete
ìti

a2n =
1
2
− 1

2n+1
kai a2n+1 = 1− 1

2n+1
, n = 0, 1, 2, . . .

DouleÔontac ìpwc sthn 'Askhsh 18, deÐxte ìti lim inf an = 1
2 kai lim sup an = 1.

30. 'Estw (xn) akoloujÐa me thn idiìthta xn+1−xn → 0. An a < b eÐnai dÔo oriak�
shmeÐa thc (xn), deÐxte ìti k�je y ∈ [a, b] eÐnai oriakì shmeÐo thc (xn).

Upìdeixh. Me apagwg  se �topo. 'Estw y ∈ (a, b) o opoÐoc den eÐnai oriakì shmeÐo
thc (xn). Tìte, mporoÔme na broÔme ε > 0 kai n1 ∈ N ¸ste a < y − ε < y + ε < b
kai xn /∈ (y − ε, y + ε) gia k�je n ≥ n1.

AfoÔ xn+1 − xn → 0, up�rqei n2 ∈ N ¸ste: gia k�je n ≥ n2,

|xn+1 − xn| < 2ε.

Jètoume n0 = max{n1, n2}. AfoÔ oi a, b eÐnai oriak� shmeÐa thc (xn), mporoÔme na
broÔme s > m > n0 ¸ste

xm < y − ε kai y + ε < xs.

H epilog  tou m > n0 eÐnai dunat  diìti o a eÐnai oriakì shmeÐo thc (xn) kai
a < y − ε, en¸ h epilog  tou s > m eÐnai dunat  diìti o b eÐnai oriakì shmeÐo thc
(xn) kai y + ε < b.

MporoÔme t¸ra na broÔme m ≤ n < s ¸ste xn ≤ y− ε kai xn+1 ≥ y− ε. ArkeÐ
na p�roume san n ton megalÔtero fusikì � apì touc m,m + 1, . . . , s− 1 � gia ton
opoÐo xn ≤ y − ε.

'Omwc tìte,
xn+1 − xn ≥ (y + ε)− (y − ε) = 2ε,
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to opoÐo eÐnai �topo, diìti n ≥ m > n0 ≥ n2 (ja èprepe na isqÔei |xn+1−xn| < 2ε).
Katal xame se �topo, �ra k�je y ∈ (a, b) eÐnai oriakì shmeÐo thc (xn). Autì

apodeiknÔei to zhtoÔmeno, afoÔ oi a, b eÐnai epÐshc oriak� shmeÐa thc (xn).

31. (a) 'Estw A arijm simo uposÔnolo tou R. DeÐxte ìti up�rqei akoloujÐa (an)
¸ste k�je x ∈ A na eÐnai oriakì shmeÐo thc (an).
(b) DeÐxte ìti up�rqei akoloujÐa (xn) ¸ste k�je x ∈ R na eÐnai oriakì shmeÐo thc
(xn).

Upìdeixh. (a) An A = {xs : s ∈ N}, mporeÐte na jewr sete thn akoloujÐa (an) pou
orÐzetai wc ex c:

b1, b1, b2, b1, b2, b3, b1, b2, b3, b4, . . . , b1, b2, . . . , bn, . . .

Gia k�je s ∈ N up�rqei upakoloujÐa (akn) h opoÐa eÐnai stajer  kai Ðsh me xs (diìti
�peiroi ìroi thc (an) eÐnai Ðsoi me xs). 'Ara, gia k�je s ∈ N o xs eÐnai oriakì shmeÐo
thc (an).
(b) P�rte san A to Q sto (a). AfoÔ to Q eÐnai arijm simo, up�rqei akoloujÐa (an)
¸ste k�je q ∈ Q na eÐnai oriakì shmeÐo thc (an). H (an) ikanopoieÐ to zhtoÔmeno:
gia k�je x ∈ R up�rqei akoloujÐa (qk) sto Q ¸ste qk → x. AfoÔ k�je qk eÐnai
oriakì shmeÐo thc (an), h 'Askhsh 14 deÐqnei ìti kai o x eÐnai oriakì shmeÐo thc (an).

32. 'Estw (an) mia akoloujÐa. OrÐzoume

bn = sup{|an+k − an| : k ∈ N}.

DeÐxte ìti h (an) sugklÐnei an kai mìno an bn → 0.

Upìdeixh. 'Estw ε > 0 kai èstw n0 ∈ N. DeÐxte ìti ta ex c eÐnai isodÔnama:

(a) Gia k�je m,n ≥ n0 isqÔei |am − an| ≤ ε.

(b) Gia k�je m > n ≥ n0 isqÔei |am − an| ≤ ε.

(g) Gia k�je n ≥ n0 kai k�je k ∈ N isqÔei |an+k − an| ≤ ε.

(d) Gia k�je n ≥ n0 isqÔei bn := sup{|an+k − an| : k ∈ N} ≤ ε.

Qrhsimopoi¸ntac thn isodunamÐa twn (a) kai (d) deÐxte ìti h (an) eÐnai akoloujÐa
Cauchy (isodÔnama, sugklÐnei) an kai mìno an bn → 0.

33. 'Estw a, b > 0. OrÐzoume akoloujÐa (an) me a1 = a, a2 = b kai

an+2 =
4an+1 − an

3
, n = 1, 2, . . .

Exet�ste an h (an) sugklÐnei kai an nai, breÐte to ìriì thc.

Upìdeixh. Parathr ste ìti

an+2 − an+1 =
4an+1 − an

3
− an+1 =

4an+1 − an − 3an+1

3
=

an+1 − an

3
.

'Epetai ìti

|an+2 − an+1| ≤
1
3
|an+1 − an|.
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Apì thn 'Askhsh 24, h (an) eÐnai akoloujÐa Cauchy. Sunep¸c, sugklÐnei.
Gia na broÔme to ìrio, parathroÔme ìti

an+1 − an =
an − an−1

3
=

an−1 − an−2

32
= · · · = a2 − a1

3n−1
=

b− a

3n−1
.

'Ara,

an = an−1 +
b− a

3n−2
= an−2 +

b− a

3n−3
+

b− a

3n−2
= · · ·

= a1 + (b− a)
n−2∑
k=0

1
3k

→ a + (b− a)
∞∑

k=0

1
3k

= a +
3(b− a)

2
=

3b− a

2
.


