KegpdAaio 8

Kupteg nat xoileg
CLVOETNOELS

8.1 Oplopog
Ye auté 1o xepdhato, pe I ouuBolilouue éva (xAeloth, avoixtd f nuLavoLxtd, Tenepao-
wévo 1 dmetpo) ddotnua oto R.

‘Eow a,b € R ye a < b. Xt0 endpevo Afpua neplypdpoupe to onuelor Tou
eud0ypappou Tuhuatoc [a, b).

Afppa 8.1.1. Ava <b oo R tére
(8.1.1) [a,b] = {(1 —t)a+1tb: 0 <t <1}
Eibixdrepa, ya kdde x € [a,b] éxouue

b—x erfa
= a
b—a b—a

(8.1.2) x b.

ArnddeiEn. Edxolo ehéyyoupe ot yio xd0e ¢ € [0, 1] oy et

(8.1.3) a<(l—-tha+thb=a+t(b—a)<b,
onhad”
(8.1.4) {1—ta+th: 0<t<1}C [a,b].

Avtlotpoga, x84V x € [a,b] ypdgetar ot LopeH

b—ux +:vfa
= a
b—a b—a

(8.1.5) x b.

Mopatnpodvtac 6t t = (x —a)/(b—a) € [0,1] xav 1 —t = (b—x)/(b — a), BAémoupe
ot

(8.1.6) [a,0] C{(1—t)a+tb: 0 <t <1}

To onuela (1 —t)a + tb tou [a, b] Aéyovton kuptol ourdvaouol Ty a xot b. O
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Opropdc 8.1.2. 'Eotw f: I — R po cuvdptnon.
() H f Myetou kupzrj av

(8.1.7) F((L=t)a+th) < (1—t)f(a) + Lf(b)

yior xdde a,b € I xou vy xdde t € R pe 0 < t < 1 (mopatnphiote 61, agol to I elvon
ddotnua, o Afuua 8.1.1 Setyvel 61t 1o onuelo (1 —t)a +tb € [a,b] C I, dnhadh 7
f opileton xakd oe avtd). H yewuetpn) onuacia tou optopgol elvar 1 e€X¢: 1 yopdh
Tou €yet oav dxpa o onueia (a, f(a)) xou (b, (b)) dev elvar Toudevd xdtw amd o
edgnuo tne f.

(B) H f Myetuw yrnoiog kuptn) av elvar xUpTH Xot EYOUME YVACLY avloGTNTOL OTNY
(8.1.7) vt xé&de a < b oto I xau yiat xdde 0 < ¢t < 1.

(v) H f: I — R Myetu koidn (avtiotoya, ywnolwe xofdn) av n —f elvar xupth
(avtioToya, Yvnolng xupth).

IMapatrpnon 8.1.3. Ioodlvayol Tpémol e Toug omoloug umopel vo meprypagel 7
xuptétnta e f 1 I — R elvon ot e€c:

() Av a,b,z € I xu a < x < b, t61€

b—=x T—a

b—af(a)+ b—a

(8.1.8) f(z) < f(b).

HMapatnehiote dtL 10 Be€Ld YENOC QUTAS TS AVIGOTNTAG LooUTaL UE

(8.1.9) fla) + ————=
B)Ava,belIxuoavt,s>0puet+s=1, téte

(8.1.10) f(ta+ sb) <tf(a)+ sf(b).

8.2 Kuptéc oLVARTNOELS OPIOUEVES GE AVOLXTO BLACTNUAL

e avth v Hopdypapo UEAETAUE WC TPOC TN GUVEYEL XaL THY TOEAYWYLOWOTNTA
Lo xVpTH cuvdptnom Tou opiletal oe avoxtd ddotnua. ‘Olo To ATOTEAEGUOTA TTOL
Yo amodelouye elval GUVETEIEC TOL AUOAOLTOU CAAUUATOC TV TELOY YOPdOVY:

ITpétaom 8.2.1 (to Mjupa Twv Tewdy xoeddy). FEotw f : (a,b) — R kupth
ouvdptnon. Avy < x < z oo (a,b), téte

[@) = JW) [ =1 _ f2) = f(z)

(8.2.1)
T—y z—y z—

Anédatn. Agol n f elval xupty, €youue

2+ sz,

(8.2.2) @ s -

Ané auth) ty avicdtnTa BAénovye 6Tt

(823)  J@)-I) < T )+ L= f) = TG - f)




8.2 KYPTEY SYNAPTHIEIL OPIEMENEY £E ANOIKTO AIAXTHMA - 129

10 onolo anodetvieL Ty aplotep aviodtnta oty (8.2.1). Eexwdvtac tdAL and Thy

(8.2.2), ypdpouue

(8.2.4) fl@) = f(z) <

zZ—X r—z zZ—XT

) T SR = T ) - Fw))

an’ 6mou mpox¥TTEL 1 8edid aviobTTa 6Ty (8.2.1). a
Ou ypnotponoticovye enione T e€Rg A GUVETELX TOU MUPATOC TWY TRV YOEJGDY.

Afppa 8.2.2. Eoto f : (a,b) — R xuptij ouvvdptnon. Avy < x < z < w 070
(a,b), tdre

52 fo) = 1) _ Jw) - 1)
x—y w—z
Arnddein. Egapuélovtac tny Ipdtaon 8.2.1 yia ta onuela y < & < z, malpvouue

1) = ) _ f) = f@)

Tr—y - Z—x

(8.2.6)

Egapuélovtac mdit tnv Mpdtaon 8.2.1 yia o onuelo < 2z < w, nalpvouue

f2) = f@) _ fw) = f()

Z—T w—z

(8.2.7)

'‘Enetot 10 ouPTEPUOUAL. a

Oewpnpa 8.2.3. Eotw f : (a,b) — R xupti owdptnon. Av x € (a,b), tdte
undpxovy o1 TAeypikés napdywyol

(8.2.8) f'(x)= lim fl@+h) - fl=)

o h Kai fﬁr(x): lim M

h—0*t h

Anddaén. Oa deilouye b1 umdpyer n el mhevpw| Topdywyoc f!(x) (ue Tov
(B0 tpéTo douleloupe Yo TNV aploTeP TV Topdywyo fI(x)). Oewpolye
ouvdpETNoN gz : (2,b) — R mou opileton and Ty

(8.2.9) 9u(2) :=
H g, eivon ad€ouoa: av o < 21 < 22 < b, T0 Muua Twv TIdV Yopddv delyver 6Tt

f(z1) — f(z) < f(z2) — f(z)

21— X - 29 — X

(8.2.10) gz(z1) =

= gm(22)~

Enlong, av Yewpriooupe tuydy y € (a,z), 1o Muya v teidv xopddv (v o y <
x < z) Selyvel 6t

f(x) = ) < f(z) = f(=z)

T—y z—x

(8.2.11) = g.(2)

yio xdde z € (z,b), Snhadh N g elvon xdtw Qpaypévn. Apa, utdpyel To

(8.2.12) lim go() = tim LG =S@ oy Seth) = f@)

z—axt z—xt zZ—X h—0+ h

Anhadn, undpyet 1 0e€ud mhevpw mapdywyoc f1 (). O
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Ocedpnua 8.2.4. Eotw f : (a,b) — R xupti} owvdptnon. Or mhevpikés mapdywyor
fL, fL etvar avéovoes oo (a,b) kar fL < fi oo (a,b).

Anédaén. Bow x <y oto (a,b). T apxetd uxpd Yeuxd h éyovye x £ h,y £ h €
(a,b) xw x + h <y —h. Ané v Hpbraon 8.2.1 xar and 1o Afupo 8.2.2 BAénoupe
ot
(8.2.13)
fla) = flz—h) _ fle+h) = f(z) _ fly) = fly—h) _ fly+h)— fy)
h - h - h - h '

Hoipvovrag Gpta xadoe h — 07, cuurepaivoupe ot
(8.2.14) fl(z) < fi(@) < L (y) < fi(y).

Ovavisdtntee [/ (x) < fL(y) xou f(x) < fL(y) deiyvouv 6t ov f7, fl elvon adZ-
ovoeg 670 (a,b). H apiotepr aviodtnta oty (8.2.14) deiyver 61 f < f) o7o (a,b).
O

H Onapgn twv mhevpddv tapaydywy eZacpohilet ot xdde xupth ouvdptnon f: I —
R elvor cuveyric 010 eowtepind tou I:

Ocdpnua 8.2.5. Kdde kuptr) ovvdptnon f: (a,b) — R efvar ovveyris.
Arndbetn. Eow z € (a,b). Téte, v pixpd h > 0 éyovue © + h,x — h € (a,b) xat

fle+h) - fz)

(8:2.15)  f(z+h) = f(x)+ b

“h— f(z) + fi(z)- 0= f(x)
6ty h — 07, eved, telelwe avdhoya,

fle—h) - fz)

7 “(=h) = f(z) + fL(x) -0 = f(x)

(8.2.16) f(z —h) = f(x) +

6tav h — 07, "Apa, 1 f elvon cuveyhc oTo . O

8.3 Iapaywryioes xVpTEg CUVARPTAOELS

Ytov Anepootxd Aoyoud I 360mxe évac Srapopetinde oploude TNe XupTdTNTAC Yiat
wa tapaywyiown ouvdptnon f @ (a,b) — R. T xdde = € (a,b), Yewprooue Ty
EQPATTOUEVT

(8.3.1) u= f(x)+ f'(z)(u—2)

Tou ypaghuatoc e f oto (z, f(x)) xou elnope 6t n f ebvor kupthi oo (a,b) av yi
x84V x € (a,b) xou yio x&de y € (a,b) éxouvue

(8.3.2) fy) =z f(z)+ f1(@)(y — ).

Anhadi, av to yedonua {(y, f(y)) : a <y < b} Bploxetot tédvw and xdde epantouév-
n.

To endpevo Yewpnuo Selyvel 6Tt, oV TEPLOPLOTOVUE GTNY XALOT TV TALAYWY{CWWY
CUVOPTACEWY, Ol «800 OpLoUoly GUUPWVOULY.
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Oewpnpa 8.3.1. Eotw f : (a,b) — R mapaywyioiun ovvdptnon. Ta e&ng elvar
wodvapa:

() H f etvar xupth.

(B) H f" etvar avéovoa.

(v) I'a xdOe z,y € (a,b) wxve n

(8.3.3) fy) = f(z) + f'(@)(y — ).

AnddeiEn. YTnodétouvue étu 1 f elvan xvpth. Agol n f elvou mopaywylown, éxouue
f'=f. = fl ot (a,b). Ané 10 Oedpnua 8.2.4 o f', f eivan ad€ouoeg, dpa 1 f
elvor ad€ovoa.

Trodétovue thpa 6t 1 f' elvar adfouca. 'Eotw z,y € (a,b). Av z < vy,
epapuélovtoc to Yedpnua péone thc oto [x,y], Beloxovye & € (x,y) dote f(y) =
f@)+ (&) (y—x). Apob & > x xoun f elvar ad&ovoa, éxyovue f/(€) > f'(x). Aol
y—x >0, eneton Ot

(8.3.4) f)=f@)+ (O —=2) = f@) + f2)(y — 2).
Av z > y, epoapudlovrac to Yedpnuo péone twhc oto [y, z], Peloxovue & € (y,x)

oote f(y) = fx) + f'(€)(y — z). Agol & < x xou n f elvar adfovoa, €youue
(&) < f'(x). Agol y —x < 0, éreton méht 6T

(8.3.5) f) =f@)+ £y —=2) = f@) + f2)(y — 2).

Téloc, urnodétoupe 6 1 (8.3.3) woylet v xéde z,y € (a,b) xou Yo delouvye 6w n f
elvar xvpth. Eotw z < y 070 (a,b) xou éotw 0 < ¢ < 1. O¢touue z = (1 — t)z + ty.
Egopuélovtac tnv unédeon yia ta Levydpla z, 2z xa y, z, nalpvouye

(8.3.6) f@) 2 f2) + ()@ —2) xu fly) = f(2)+ (2)(y - 2)-
Apa,

A=t)f(@) +tfly) = Q=t)f(2) +tf(2) + ['(2)A =) (z = 2) +t(y — 2)]
= [+ @A -tz +ty -2
= f(2).

Amaidtt, (1—)f(x) +t£(y) > F(1 - D +1ty). D

Yy neplntwon mou 1 f elvan 800 gopéc napaywyiown oto (a,b), n woduvopula
v (o) xa (B) oto Oedpnuo 8.3.1 diver évay amhd yopaxTNEIOUS TNS XUPTOTNTAC
péow Tng BedtepnC TaUPAYWYOU.

Oewpnpa 8.3.2. FEotw f : (a,b) — R 6o gopés mapaywyioun ovvdptnon. H f
efvar kvptiy av kar puévo av f'(x) > 0 yua kdO x € (a,b).

Anédaén. H f elvar avZouvoo av xou pévo av f” > 0 oto (a,b). ‘Opwc, oto Oedpnua
8.3.1 eidape ot f elvon ad&ovoa av xaw uévo av 1 f elvar xvpt. ad
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8.4 Awvicotnta Tou Jensen

H aviodtnra tov Jensen amodeixvieTol PE EMAYWYN XL «YEVIXEVELY TNV AVIGHTNTA
TOU 0pLoPOU TNS XURTAC CUVAETNOTC.

ITpétooy 8.4.1 (avicdtnta Tou Jensen). Eoww f : I — R kuypt ouvdptnon.
Avzy,...,xm €1 karty,. ...ty >0 pety + -+t =1, tdte E:‘iltil’i € I ka1

(8.4.1) fltizy + -+ tpxm) <tif(z) + -+t f(2m).

Andbein. ‘Eotww a = min{zy,...,Tn} xou b = max{z1,...,Tm}. Apol 1o I elvor
dtdotnua xat a,b € I, ouunepaivouye 6t {1, ..., Zm} C [a,b] C I. Aol t; > 0 xou
t1+ -+, =1, éxouue

onhad”, tizy + -+t € 1

Ou delfoupe Ty (8.4.1) pe enaywyh we npoc m. T m = 1 ev €youye tinota
va def€ouye, eved vy m = 2 1 (8.4.1) wavornoeltar and TOV 0pLoUS TNS XUPTHS
ouvdpTNoNC.

o 1o emaywywd BAua vmodétovue 6TL M > 2, Ti,...,Tm, Tmt1 € 1 xou
ti, .o tms bt 2> 0uety+- - -t +tmy1 = 1. Mropolye va unodécoupe 6Tt xdnotog
ti < 1 (ahhde, n aviednta oyler tetpupéva). Xwplc meptoptoud tne yevdtnrog
unodétovye 6Tt b < 1. Oétovue £ =t + -+t = 1 — g1 > 0. Agod

T1,.o Ty € L yon B oo B =1 enaywyd) unédeon pog diver
t tm
xou
tl tm
(8.4.4) tf(x)=tf 70 +o 4+ - Zm <tif(zr) + -+ tmf(Tm)-

Egapuélovtag tépa t0V 0plond Tng xUpTHg cLYAETNOTS, ToipVOUUE
(845) f(th + tm+1$m+1) < tf(ic) + tm+1f((£m+1).

Yuvdudlovtag tic 800 TPONYOVUEVES AVIGOTNTES, EXOUUE

ftiwy + -+t + tmp1Zmr1) = f2 +tmp1Tmy)
< tif(zn) 4+t f ()
Ftm41f(Tm+1)- O

Xpnowonowdvtag Ty aviabtnto tou Jensen Ya del€ouue xdnoteg XAAoIXES aviodTNT-
e¢. H mpddtn and autée yevixelel tny aviobtnta aptduntixol-YEWUETELX0) UEGOU.

Avicétnta apripnTixod-yewpetetxol wéoov. Eotw Ti,...,T, Kal ri,..., T,
Oetirol mpayuatirol apidpof pe r1 + --- + 1, = 1. Tdre,

(8.4.6) ﬁx: < irixi.
i=1 i=1
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ArnédeiEn. H ouvdptnon z — Inz eivar xolkn oto (0, +00). Agol r; > 0 xou 1 +
<41 =1, n aviedétnia Tou Jensen (yio tny xupTh cuvdptnon — In) Belyvel bt

(8.4.7) rilnzy + - +rplnx, <ln(rz, + -+ rpzy).
Anhadn,
(8.4.8) In(zf' - apm) <lIn(rizg + - 4 rpx,).

To {nroluevo npoxintel dueca and 10 YeYovdg 6t 1) exdetint| cuvdptnon = — ¥
elvor ad&ovoa. O
Ewwéc nepintddoeic e mponyoluevng aviootntoc elvon ot e€hc:

(o) H sxhaowiy avicdtnra aprduntixol-yenuetpixod uécou

1 + [P + Ty

(8.4.9) (21 ---an)/™ < -

OmoL 1, ..., T, > 0,  onola tpoxUnTEL and v (8.4.6) av TdpovYE T = - =1, =

-

) H avicotnta tov Young: Av z,y >0 kart,s >0 pet+ s =1, tdre

—~

8.4.10) zly® < tx + sy.

H (8.4.10) eppavileton mohd ouyvd oty eZhc poppry: av x,y > 0 ka1 p,q > 1 pe
1,1 _ ;
=+ = =1, tdte
P q
P q
(8.4.11) < 4L
p q

. / . P ,q : 11 :
pdypar, apxel va mdpoupe toug 2P, 47 o Veon twv z,y xaw toug 7, - ot Véon

v t,s. Oup xow g AMyoviow ouluyels eklétes. XpnollomoLdvTaC auTH TNV aviooTnTa
unopolye vo del€ouye v xhaowxr, avicétnte touv Holder: Eotww p,q ocuvluyels
exUétes. Av ay,...,an kai by,..., b, evar Oetikol mpayuatikol apruol, tote

n n l/p n 1/(]
(8.4.12) > aib; < ( af> <Z b;?) .
=1 =1 =1

i i

Arddeaén. Oétovue A= (D1 a)'?, B = (0, b)Y yan 2y = ai /A, y; = bi/B.

=1 =11

Téte, n {nrobuevn avicdtnra (8.4.12) naipver tn wopen
(8.4.13) > wmyi <1
i=1

Anb v (8.4.11) €youue

(8.4.14) Z%%SZ(Z-FZ) :7fo+gzyf.
i=1

i=1 p q p i=1 i=1

IMapatneolue ot

(8.4.15) 4 xfzipéale xou ny:éz:bgz



134 - KYPTEY KAI KOIAEY SYNAPTHSEIY

Apa,

= 1 1
(8.4.16) Sawgi<-1+--1=1

=1

i
S

Eneton 1 (8.4.12).

Emiéyovtac p = ¢ = 2 nalpvoupe v avicdtnyta Cauchy-Schwarz: av aq, ...

kai by, ..., by, evar Oetixol mpayuatixol apiuol, tdte

n n 1/2 n 1/2
(8.4.17) > aib < (Z a3> (Z bf) .
1=1 1=1 1=1

aa'n



