
Στοχαστικές Ανελίξεις - Φεβρουάριος 2015

ΟΔΗΓΙΕΣ
(1) Απαντήστε σε όλα τα θέματα. Τα θέματα είναι ισοδύναμα.
(2) Οι απαντήσεις να είναι αιτιολογημένες. Απαντήσεις χωρίς να φαίνεται η απαιτούμενη εργασία είναι
σα να μην έχουν δοθεί. Ειδικότερα, αν σε κάποιο θέμα χρησιμοποιήσετε μια στοχαστική διαδικασία που
δεν έχει οριστεί στην εκφώνηση, θα πρέπει να την ορίσετε με ακρίβεια.
(3) Γράψτε αμέσως τα στοιχεία σας στο γραπτό σας. Γραπτό χωρίς στοιχεία στη διάρκεια της εξέτασης
μηδενίζεται. Στο τέλος του διαγωνίσματος παραδίδονται ΟΛΕΣ οι κόλλες, περιλαμβανομένου και του
πρόχειρου.
(4) Επιτρέπεται η χρήση calculator αλλά ΟΧΙ κινητού τηλεφώνου. Κινητό τηλέφωνο που εντοπίζεται να
χρησιμοποιείται ή να βρίσκεται πάνω στο έδρανο συνεπάγεται μηδενισμό του γραπτού, ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΑ
απο τον σκοπό για τον οποίο χρησιμοποιείται (π.χ. για ρολόι).
(5) Διάρκεια διαγωνίσματος : 2.5 ώρες. Πρώτη αποχώρηση : 45 λεπτά.
Καλή Επιτυχία!

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1. Μια χημική διαδικασία παρακολουθείται σε διακριτές χρονικές στιγμές και καταγρά-
φεται η κατάστασή της, η οποία μπορεί να είναι ενεργή ή όχι. Η κατάσταση μεταβάλλεται σύμφωνα με μια
Μαρκοβιανή διαδικασία ως εξής: Αν κατά τη στιγμή μιας καταγραφής η διαδικασία είναι ανενεργή τότε
μέχρι την επόμενη χρονική στιγμή μπορεί να ενεργοποιηθεί ή να παραμείνει ανενεργή με ίσες πιθανότητες.
Αν κατά τη στιγμή καταγραφής είναι ενεργή, τότε μέχρι την επόμενη στιγμή μπορεί να απενεργοποιηθεί με
πιθανότητα p, ή να παραμείνει ενεργή με πιθανότητα 1−p. Η πιθανότητα απενεργοποίσης p είναι άγνωστη
παράμετρος του συστήματος που χρειάζεται να εκτιμηθεί. Για το σκοπό αυτό η κατάσταση της διαδικασίας
καταγράφεται για 1000 διαδοχικές χρονικές στιγμές. Στο διάστημα αυτό παρατηρείται ότι η διαδικασία
ήταν ενεργή συνολικά σε 765 στιγμές καταγραφής.
Με βάση την πληροφόρηση αυτή ποια είναι μια λογική εκτίμηση για την άγνωστη παράμετρο p;

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2. ΄Εστω μια Μαρκοβιανή αλυσίδα διακριτού χρόνου με χώρο καταστάσεων S =
{1, 2, . . . , 6}, και πίνακα πιθανοτήτων μετάβασης ενός βήματος τον παρακάτω:
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(α) Να βρεθούν και να χαρακτηριστούν οι κλάσεις επικοινωνίας ως προς την επαναληπτικότητα και περιο-
δικότητα.

(β) Να βρεθούν τα όρια: limn→∞ p
(n)
45 , limn→∞ p

(n)
46 .

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3. Θεωρούμε 3 σφαίρες που βρίσκονται κατανεμημένες με τυχαίο τρόπο σε δύο κουτιά,
ένα άσπρο και ένα μαύρο. Σε κάθε βήμα της διαδικασίας επιλέγεται μια σφαίρα στην τύχη και μεταφέρεται
από το κουτί που βρίσκεται στο άλλο κουτί. ΄Εστω Xt ο αριθμός των σφαιρών που βρίσκονται στο άσπρο
κουτί στο βήμα t.
(α) Να δειχθεί ότι η στοχαστική διαδικασία {Xt, t = 1, 2, . . .} είναι μαρκοβιανή αλυσίδα, και και να βρεθεί
ο πίνακας μεταβάσεων ενός βήματος.
(β) Να δειχθεί ότι η αλυσίδα είναι αδιαχώριστη και περιοδική. Ποιά είναι η περίοδος;
(γ) Να διατυπωθούν και να επιλυθούν οι εξισώσεις στάσιμης κατάστασης.



(δ) ΄Εστω ότι για κάθε σφαίρα που υπάρχει στο άσπρο κουτί υπάρχει κόστος ίσο με 2 ανά βήμα ενώ για
κάθε σφαίρα που βρίσκεται στο μαύρο κουτί υπάρχει κόστος ίσο με 1. Να βρεθεί το αναμενόμενο μέσο
κόστος ανά βήμα για μεγάλο ορίζοντα.
(ε) Προαιρετικό ερώτημα : Επιπλέον βαθμολογία 10/100. Να επαναληφθούν τα ερω-
τήματα (α) και (γ) για τη γενική περίπτωση N σφαιρών. Ποια είναι η στάσιμη κατανομή σε αυτή την
περίπτωση;

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4. Σε μια δοκιμαστική γυάλινη πλάκα έχει τοποθετηθεί ένα υλικό στο οποίο αναπτύσ-
σονται μικρόβια. Τα μικρόβια αναπτύσσονται σύμφωνα με μια διαδικασία Poisson με ρυθμό θ. Σε τυχαίες
χρονικές στιγμές στην πλάκα πέφτει μια υπεριώδης ακτινοβολία που σκοτώνει όλα τα μικρόβια που έχουν
αναπτυχθεί. Μετά από κάθε ακτινοβολία τα μικρόβια συνεχίζουν να αναπτύσσονται με τον ίδιο τρόπο όπως
και πριν. Ο χρόνος μεταξύ δύο διαδοχικών ακτινοβολιών ακολουθεί εκθετική κατανομή με παράμετρο ζ.
΄Εστω X(t) ο αριθμός μικροβίων στην πλάκα τη χρονική στιγμή t.
(α) Να δειχθεί ότι η {X(t), t ≥ 0} είναι Μαρκοβιανή αλυσίδα συνεχούς χρόνου και να δοθεί το διάγραμμα
ρυθμών μετάβασης.
(β) Να δειχθεί ότι η παραπάνω αλυσίδα είναι αδιαχώριστη και θετικά επαναληπτική και να βρεθεί η οριακή
κατανομή.




















