· ΜΑΘΗΤΗΣ Δ (MVS 5)

ΦΑΣΗ ΟΠΤΙΚΟΠΟΙΗΣΗΣ
Ο μαθητής Δ απορρίπτει απευθείας τον ισχυρισμό έχοντας στο μυαλό του ένα ισχυρό αντιπαράδειγμα.

Δ: …  Όχι, δεν συμφωνώ.

Κ: Μπορείς να μου εξηγήσεις γιατί;

Δ: Πρώτα απ’ όλα αφού λέει ότι είναι τυχαίο το τετράπλευρο και εγγεγραμμένο στον κύκλο μπορούμε να το κάνουμε έξω από το κέντρο του κύκλου.

Κ: Μπορείς να μου σχεδιάσεις το σχήμα που έχεις στο μυαλό σου;

Δ: Ας πούμε αυτό. Εδώ οι διαγώνιοι δεν περνάνε από το κέντρο αφού το κέντρο δεν είναι μέσα στο τετράπλευρο.

Ακολούθως ο μαθητής αναγνωρίζει ότι υπάρχουν τετράπλευρα που δύναται να ικανοποιούν τον ισχυρισμό. Διατυπώνει διάφορους ισχυρισμούς για τους οποίους δεν επικαλείται κάποια προηγούμενη θεωρητική γνώση και ελέγχει την ορθότητά τους με τη βοήθεια των σχημάτων.

Κ: Πολύ ωραία. Συνεπώς αυτό που ισχυρίζεται ο συμμαθητής σου δεν ισχύει ποτέ;

Δ: Όχι, κάποιες φορές μπορεί να ισχύει….

Κ: Πότε πιστεύεις ότι μπορεί να ισχύει;

Δ: Πιθανόν όταν στο τετράγωνο καμιά από τις πλευρές του δεν είναι παράλληλη με κάποια άλλη; 

Κ: Τότε τι γίνεται με τις διαγώνιες του τετραπλεύρου; Διέρχονται ή όχι από το κέντρο;

Δ: Περνάνε από το κέντρο.

Κ: Αυτό το γνωρίζεις από κάποιο θεώρημα; Έχεις κάποια εικόνα στο μυαλό σου;

Δ: Όχι. Σκέφτηκα ότι εδώ (σχήμα τραπεζίου) αυτές οι δύο (δείχνει πλευρές) είναι παράλληλες και δεν περνάνε από το κέντρο (δείχνει διαγώνιες) άρα μπορεί όταν είναι όλες παράλληλες να περνάνε από το κέντρο.

Κ: Μπορείς με κάποιο τρόπο να ελέγξεις αν ισχύει αυτό που λες;

Δ: Να κάνω άλλο σχήμα; Είναι τραπέζιο και αυτό.

Κ: Τι γίνεται με τις διαγώνιες;

Δ: Περνάνε νομίζω.. Ή όχι; Την έκανα εγώ να περνάει. Δεν περνάει.
Ο μαθητής διαπιστώνει ότι τα ορθογώνια παραλληλόγραμμα ικανοποιούν το ισχυρισμό της δραστηριότητας χρησιμοποιώντας μάλιστα μια δυναμική συλλογή εικόνων.
Κ: Συνεπώς, μπορούμε να βγάλουμε το συμπέρασμα ότι ποτέ δεν διέρχονται από το κέντρο;

Δ: Όχι, στο τετράγωνο νομίζω περνάνε.

Κ: Πώς το σκέφτηκες αυτό;

Δ: Γιατί όσο πιο πολύ μοιάζει σε τετράγωνο τόσο πλησιάζουν οι διαγώνιοι στο κέντρο.

Κ: Μπορούμε να το ελέγξουμε αν ισχύει;

Μ: (σχεδιάζει ορθογώνιο παραλληλόγραμμο) Ναι περνάνε.

Κ: Αυτό που σχεδίασες τι είναι;

Μ: Τετράγ… Όχι, δεν είναι. Ορθογώνιο μου μοιάζει. Να σχεδιάσω ένα τετράγωνο;

Νομίζω και εδώ περνάνε. Να τις φέρω κιόλας;

ΦΑΣΗ ΕΙΚΑΣΙΑΣ
Στη φάση της εικασίας ο μαθητής κινείται ευέλικτα ανάμεσα στη θεωρητική και την οπτική προσέγγιση. Οι δύο μέθοδοι βρίσκονται φαίνεται να αλληλοσυμπληρώνονται και ο μαθητής χρησιμοποιεί όποια από τις δύο του είναι περισσότερο χρήσιμη κάθε φορά.
Δ: Ναι, καταρχήν όλες οι πλευρές είναι παράλληλες. Επίσης, οι γωνίες που δημιουργούνται μεταξύ δύο πλευρών είναι όλες ορθές. Ενώ στα άλλα οι γωνίες δεν είναι ορθές και έχουν μόνο δύο πλευρές παράλληλες. Άρα, όταν είναι ορθογώνια παραλληλόγραμμα οι διαγώνιοι διέρχονται από το κέντρο.

Κ: Μπορούμε να εξηγήσουμε γιατί συμβαίνει αυτό;

Δ: Μήπως επειδή οι διαγώνιοι διχοτομούνται;

Κ: Πώς είμαστε σίγουροι ότι οι διαγώνιοι διχοτομούνται;

Δ: Γιατί….. Γιατί ξέρουμε ότι στα ορθογώνια παραλληλόγραμμα οι διαγώνιες είναι ίσες και διχοτομούνται.
…
Δ:…. Ά, μισό λεπτό. Αφού η διαγώνιος είναι η διάμετρος του κύκλου αυτές είναι ίσες. Και το μισό της διαμέτρου είναι οι ακτίνες, δηλαδή αυτό το κομμάτι είναι ίσο με αυτό, και αυτό με αυτό (δείχνει ακτίνες) άρα όλες είναι ίσες μεταξύ τους.

Κ: Μπορείς να βγάλεις κάποιο συμπέρασμα από όλα αυτά;

Δ: Ναι… Επειδή οι διαγώνιες του τετραπλεύρου είναι… διχοτομούνται και τέμνονται στη μέση που είναι το κέντρο του κύκλου σχηματίζονται ορθογώνια παραλληλόγραμμα, τετράγωνα ή ρόμβος. Ενώ σε ένα τυχαίο τετράπλευρο όπου δεν είναι όλες οι ευθείες παράλληλες δεν διχοτομούνται οι διαγώνιοι οπότε δεν περνάνε από το κέντρο.
Η απόδειξη που παραθέτει ο μαθητής κάνει αναφορά σε όλες τις πιθανές περιπτώσεις τετραπλεύρων που ικανοποιούν ή μη τον ισχυρισμό. Επιπλέον, η επιχειρηματολογία παρουσιάζει μια θεωρητική βάση η οποία όμως δεν είναι ξεκάθαρα διατυπωμένη.
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ΦΑΣΗ ΔΥΝΑΜΙΚΟΥ ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝΤΟΣ
Η τρίτη φάση αποτελεί το περιβάλλον μέσα στο οποίο ο μαθητής μπορεί να παρατηρήσει το δυναμικό μοντέλο σχημάτων που είχε ήδη στο μυαλό του. Σε κάθε βήμα της επιχειρηματολογίας του είναι έντονη η συνέπεια μεταξύ οπτικού και μη-οπτικού συλλογισμού. Ακόμα και όταν η ορθότητα της θεωρητικής γνώσης δεν είναι βέβαιη, η οπτική παρατήρηση αποτελεί βοήθεια για τον μαθητή. 
Δ: Όπως αν και να κουνήσω τα σημεία όταν φτιάξω τις διαγώνιες να διέρχονται από το κέντρο τότε σχηματίζεται πάντα ένα ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. Αν οι διαγώνιες τέμνονται κάθετα σχηματίζεται τετράγωνο. Ενώ αν κουνήσω το Α ή το Γ και έστω και μία φύγει από το κέντρο σχηματίζεται ένα τυχαίο παραλληλόγραμμο.

Κ: Πώς μπορούμε να το εξηγήσουμε αυτό;

Δ: Γιατί όταν οι διαγώνιοι, αφού είναι διάμετροι του κύκλου, περνάνε από το κέντρο διχοτομούνται. Και αφού διχοτομούνται τα τετράπλευρα είναι παραλληλόγραμμα. 

Κ: Η μοναδική περίπτωση…

Δ: Βασικά αφού διχοτομούνται πρέπει να είναι ορθογώνια παραλληλόγραμμα; Ή όχι; Όχι σε όλα τα παραλληλόγραμμα διχοτομούνται. 

Κ: Η μοναδική περίπτωση να διχοτομούνται οι διαγώνιοι είναι να διέρχονται από το κέντρο;

Δ: Εεεε…νομίζω ναι; Δηλαδή πώς να γίνεται αυτό; Να διχοτομούνται αλλά να μην είναι ίσες;…..

Κ: Αυτό ακριβώς! Υπάρχει περίπτωση να συμβαίνει αυτό;

Δ: …. Ξέρω ‘γω.. Η μια να 6 δηλαδή και η άλλη 3; …(πειραματίζεται αρκετή ώρα μετακινώντας τα σημεία) Στον κύκλο δεν γίνεται νομίζω, αλλά γενικά μπορεί να γίνει. Ας πούμε η μία να είναι 6 και η άλλη 4 και να περνάνε από το μέσο.

Κ: Έχεις κάποια εικόνα στο μυαλό σου; Τι τετράπλευρο μπορεί να σχηματιστεί σε αυτή την περίπτωση;

Δ: Ένα τυχαίο. Σίγουρα δεν θα είναι ορθογώνιο. Α! Κατάλαβα ναι. Στα ορθογώνια παραλληλόγραμμα οι διαγώνιες είναι ίσες και διχοτομούνται. Μέσα στον κύκλο όμως για να διχοτομούνται πρέπει να περνάνε από το κέντρο του κύκλου. Γιατί αλλιώς δεν θα είναι ίσες.

Ο μαθητής επιθυμεί να συμπληρώσει την απόδειξή του και παραθέτει μια απόλυτα επιθυμητή παραγωγική απόδειξη . Αυτή τη φορά τα επιχειρήματα αιτιολογούνται σε θεωρητική βάση, η οποία έγινε περισσότερο ξεκάθαρη μέσα από την μελέτη της δραστηριότητας στο δυναμικό περιβάλλον.


Δ: Λοιπόν, όταν οι διαγώνιες διέρχονται από το κέντρο διχοτομούνται και είναι ίσες ως διάμετροι του κύκλου και το εγγεγραμμένο τετράπλευρο είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. Αν, όμως, οι διαγώνιες δεν είναι ίσες τότε… ούτε θα περνάνε από το κέντρο… και ούτε θα διχοτομούνται και θα έχουμε ένα τυχαίο τετράπλευρο.


Ο μαθητής Δ, ένας μη-οπτικός μαθητής με αρκετά χαμηλό MVS, χειρίζεται με ιδιαίτερη ευκολία τόσο τις οπτικές όσο και τις μη οπτικές μεθόδους επίλυσης. Στην φάση της οπτικοποίησης απορρίπτει τον ισχυρισμό και χρησιμοποιεί ένα δυναμικό μοντέλο για να επιλέξει τα τετράπλευρα τα οποία ικανοποιούν τον ισχυρισμό. Τόσο στη φάση της εικασίας όσο και στη τελευταία φάση είναι έκδηλη η μετακίνηση ανάμεσα στις δύο μεθόδους επίλυσης με τέτοιον τρόπο ώστε να αλληλοσυμπληρώνονται και να δίνουν απαντήσεις στα διφορούμενα σημεία. Και οι δύο αποδείξεις που ο μαθητής παραθέτει διαθέτουν την επιθυμητή δομή, αναγνωρίζουν όλες τις πιθανές περιπτώσεις τετραπλεύρων και επιχειρηματολογούν σε θεωρητική βάση. Αξίζει βέβαια να σημειωθεί ότι η επιχειρηματολογία αυτή είναι σαφέστερα διατυπωμένη μετά την παρέμβαση του υπολογιστικού περιβάλλοντος.
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