
΄Αλγεβρα

Ενότητα: Βάσεις Groebner

Ευάγγελος Ράπτης

Τµήµα Μαθηµατικών



΄Αλγεβρα

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 2



΄Αλγεβρα

Περιεχόµενα ενότητας

3 Βάσεις Groebner Ι 4

3.1 Ιδεώδη µονωνύµων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

3.2 Ξανά το σύστηµα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.3 Ευρύτερη µελέτη . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.4 ∆εύτερο µέρος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.5 Πολυωνυµικοί συνδυασµοί . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.6 Βάσεις Groebner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.7 Τρίτο µέρος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.8 Η περίπτωση του δακτυλίου πολυωνύµων µίας µεταβλητής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.9 Η περίπτωση του δακτυλίου πολυωνύµων δύο µεταβλητών . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4 Και άλλα για τις βάσεις Groebner 20

4.1 Γενικά . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.2 Ελαχιστοποιηµένες και ανηγµένες ϐάσεις Groebner . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.3 Ταυτότητες στο Γυµνάσιο-Λύκειο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.4 Καί άλλα για πολυωνυµικές ταυτότητες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 3



΄Αλγεβρα

3 Βάσεις Groebner Ι

3.1 Ιδεώδη µονωνύµων

΄Εχουµε ήδη δει οτι για ένα σύστηµα µ εξισώσεων µε ν µεταβλητές όπως το

(Σ)




f1(x1, x2, ..., xν) = 0
f2(x1, x2, ..., xν) = 0
...
f µ(x1, x2, ..., xν) = 0




, fi ∈ F[x1, x2, ..., xν],F σώµα

το σύνολο των λύσεών του εξαρτάται από το ιδεώδες I = ⟨ f1, f2, ..., f µ⟩ ◁ F[x1, ..., xν].

Υπενθύµιση 1. Κάθε ιδεώδες I του F[x] είναι της µορφής

I = { f (x) · g(x) | g(x) ∈ F[x]}, δηλαδή I =< f (x) >.

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω F[x1, x2, ..., xν] ο δακτύλιος των πολυωνύµων ν µεταβλητών, µε συντελεστές από το

σώµα F. Τότε ϑα καλούµε ιδεώδες µονωνύµων του F[x1, x2, ..., xν], ένα ιδεώδες που παράγεται από

µονώνυµα, δηλαδή

I =< x1
α1 x2

α2 · · · xναν , x1
β1 x2

β2 · · · xν βν , ... > .

Σχόλια

1. Τα µονώνυµα που παράγουν το I ενδέχεται να είναι άπειρα.

2. Τα ιδεώδη µονωνύµων στον δακτύλιο των πολυωνύµων µίας µεταβλητής είναι της µορφής

< xλ > , λ ∈ Z≥0

Το παραπάνω αποδεικνύεται ως εξής: Αν I={0}, τότε ο ισχυρισµός είναι προφανής. ΄Εστω τώρα

I , {0}. Επειδή έχουµε µία µόνο µεταβλητή, δηλαδή ν = 1, τότε I = ⟨xξ1 , xξ2 , ..., xξi , ...⟩. Θεωρούµε

το σύνολο Ξ = {ξ1, ξ2, ξ3, ...} ⊆ {0,1,2, ...}. ΄Αρα στο Ξ υπάρχει ελάχιστο στοιχείο, έστω ξ . Θα

αποδείξουµε οτι I = ⟨xξ⟩.
Θεωρούµε το ιδεώδες A = ⟨xξ⟩. Τότε xξ ∈ I και έτσι A = ⟨xξ⟩ ⊆ I . ΄Εστω xλ ∈ I . Εκτελούµε

τη διαίρεση του λ δια του ξ και έχουµε ότι λ = πξ + υ. Αν υ , 0, τότε xυ = xλ x−πξ ∈ I και

οδηγούµαστε σε άτοπο, διότι το ξ είναι ο ελάχιστος ϑετικός ακέραιος µε xξ ∈ I . ΄Αρα υ = 0 και

τελικά xλ ∈ I και I ⊆ A άρα A = I .

3. Αν f είναι ένα στοιχείο του I , τότε το f είναι πολυώνυµο µε ν µεταβλητές x1, x2, ..., xν και ισχύει ότι

f (x1, ..., xν) = f1(x1, ..., xν)h1(x1, ..., xν) + · · · + f κ (x1, ..., xν)hκ (x1, ..., xν),

όπου τα fi ∈ F[x1, x2, ..., xν] και τα hi αποτελούν µονώνυµα του I .

4. Το ιδεώδες I = ⟨x2 + x + 1⟩ δεν είναι ιδεώδες µονωνύµων, διότι αν ήταν ϑα έπρεπε I = ⟨xλ⟩, το

οποίο είναι άτοπο αφού δεν υπάρχει πολυώνυµο h(x), τέτοιο ώστε x2 + x + 1 = xλh(x).
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Θεώρηµα 3.1.2. ΄Εστω I ένα ιδεώδες µονωνύµων του F[x1, x2, ..., xν]. Τότε υπάρχουν πεπερασµένα

µονώνυµα του I έτσι ώστε I = ⟨x1
ξ1,1 x2

ξ1,2 · · · xνξ1,ν , x1
ξ2,1 x2

ξ2,2 · · · xνξ2,ν , ..., x1
ξλ,1 x2

ξλ,2 · · · xνξλ,ν ⟩.
Απόδειξη
Συµβατικά ϑα γράφουµε x1

ξi,1 x2
ξi,2 · · · xνξi,ν ως xαi , όπου αi = (ξi,1, ξi,2, ..., ξi,ν). ΄Αρα I = ⟨xαi ,αi ∈

A, i ∈ K⟩, µε K σύνολο δεικτών.

Επαγωγή στο πλήθος ν των µεταβλητών.

• Για ν = 1 ισχύει (έχει αποδειχθεί προηγουµένως).

• ΄Εστω ότι ισχύει για ν − 1. Θα αποδείξουµε οτι ισχύει για ν. Γράφουµε xν = y. Και έτσι κάθε

µονώνυµο είναι της µορφής

x1
ξi,1 x2

ξi,2 · · · xν−1
ξi,ν−1 · ymi .

Θεωρούµε το ιδεώδες J των µονωνύµων του F[x1, x2, ..., xν−1], που παράγεται από όλα τα µο-

νώνυµα της µορφής x1
ξi,1 x2

ξi,2 · · · xν−1
ξi,ν−1 και x1

ξi,1 x2
ξi,2 · · · xν−1

ξi,ν−1 · ymi ∈ I για κάποιο

mi ∈ {0,1,2, ...}.
Από την υπόθεση της επαγωγής έχουµε ότι

J = ⟨xα1 , xα2 , ..., xαλ ⟩,

όπου µε xαi δηλώσαµε ότι συµβολίζουµε το x1
ξi,1 x2

ξi,2 · · · xνξi,ν−1 ως xαi .

Θα έχουµε λοιπόν

xα1 ∈ J ⇒ xα1 · ym1 ∈ I για κάποιο m1 ∈ {0,1,2, ...}
xα2 ∈ J ⇒ xα2 · ym2 ∈ I για κάποιο m2 ∈ {0,1,2, ...}
...
xαλ ∈ J ⇒ xαλ · ymλ ∈ I για κάποιο mλ ∈ {0,1,2, ...}

΄Εστω m = max{m1,m2, ...,mλ }.
Για m = 0 ϑεωρούµε τα µονώνυµα

xα0,1 , xα0,2 , ..., xα0,λ ∈ I

Για m = 1 ϑεωρούµε τα µονώνυµα

xα1,1 · y, xα1,2 · y, ..., xα1,λ · y ∈ I

...

Για m − 1 ϑεωρούµε τα µονώνυµα

xαm−1,1 · ym−1, xαm−1,2 · ym−1, ..., xαm−1,λ · ym−1 ∈ I

Για m ϑεωρούµε τα µονώνυµα

xαm,1 · ym, xαm,2 · ym, ..., xαm,λ · ym ∈ I

Τότε ϑα έχουµε για ένα µονώνυµο του I , το οποίο ϑα έχει την µορφή xαyσ . Αν σ ≥ m, τότε

το µονώνυµο παράγεται από το I = ⟨xαm,1 · ym, xαm,2 · ym, ..., xαm,λ · ym⟩. Αν όµως σ ≤ m ⇒
σ = {0,1, ...,m − 1}, τότε το µονώνυµο παράγεται από µονώνυµα των υπολοίπων προηγούµενων

κατηγοριών.
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Ορισµός 3.1.3. Σε κάθε πολυώνυµο f (x1, x2, ..., xν) ∈ F[x1, x2, ..., xν] έχουµε ένα µεγιστοβάθµιο όρο

(σύµφωνα µε τη λεξικογραφική διάταξη που εφαρµόζουµε) και τον συµβολίζουµε MO(f).

Παράδειγµα 3.1.4. ΄Εστω το πολυώνυµο f (x, y) = 3x5y4+4x3y5+6xy7+7y+8. Σύµφωνα µε τη διάταξη

x > y, έχουµε ότι MO(f) = 3x5y4.

Ορισµός 3.1.5. ΄Εστω I ιδεώδες του F[x1, x2, ..., xν] (όχι κατ΄ ανάγκη ιδεώδες µονωνύµων). Από το I ϕτιά-

χνουµε το ιδεώδες µονωνύµων J = ⟨MO( f ) | f ∈ I⟩ = ⟨ρ1xα(1) , ρ2xα(2) , ..., ρλ xα(λ)⟩. ΄Αρα µπορούµε να

ϐρούµε πεπερασµένο πλήθος πολυωνύµων f1, f2, ..., fλ ∈ I έτσι ώστε J = ⟨MO( f1),MO( f2), ...MO( fλ )⟩.
Το σύνολο { f1, f2, ..., fλ } λέγεται βάση Groebner του ιδεώδους I .

Επανάληψη
΄Εστω f1(x1, x2, ..., xν), f2(x1, x2, ..., xν), ..., f µ(x1, x2, ..., xν) ∈ F[x1, x2, ..., xν] δηλαδή f1, f2, ..., fλ
πολυώνυµα µε συντελεστές από το σώµα F. Τότε υπάρχει µία διαδικασία (αλγόριθµος) διαίρεσης έτσι

ώστε:

1. f (x1, x2, ..., xν) = α1(x1, x2, ..., xν) · f (x1, x2, ..., xν) + ... + aκ f κ + υ(x1, x2, ..., xν)

2. Είτε υ(x1, x2, ..., xν) = 0 είτε υ , 0 κ΄ υ(x1, x2, ..., xν) = λ1xξ11 xξ12 ...xξ1ν + ... + λ ρxξρ1 xξρ2 ...xξρν
το οποιο αποτελεί γραµµικό συνδυασµό µονωνύµων µε λi ∈ F. Επίσης δεν υπάρχει µονώνυµο του

υπολοίπου που να διαιρείται από κάποιο MO ενός fi, i = 1, ..., k .

3. Για κάθε i = 1,2, ..., k , είτε αi · fi = 0 ή αi fi , 0 και ισχύει ότι deg( f ) ≥ deg(αi fi).

Σηµείωση 1. Υποθέτουµε ότι έχουµε σταθεροποιήσει µία διάταξη των µεταϐλητών (π.χ. x1 > x2 > ... > xn)

η οποία επάγει µία διάταξη στα µονώνυµα.

΄Εστω F[x1, ..., xν] ο δακτύλιος των πολυωνύµων. Ιδεώδες µονωνύµων είναι ένα ιδεώδες του F[x1, ..., xν]
που παράγεται από µονώνυµα.

Θεώρηµα 3.1.6. ΄Εστω I =< xαi11 xαi22 · · · x
αiν
ν , (αi1,αi2, ...,αiν) ∈ A > ένα ιδεώδες µονονύµων. Τότε το I

είναι πεπερασµένα παραγόµενο, δηλαδή υπάρχει πεπερασµένο πλήθος µονωνύµων :

xα11
1 xα12

2 · · · x
α1ν
ν , ..., x

ak1
1 xak2

2 · · · x
akν
ν

που παράγουν το I .

΄Εστω I =< xai1
1 xai2

2 · · · x
aiν
ν , (αi1, ...,αiν) ∈ A > ένα ιδεώδες µονωνύµων και x βρ1

1 x βρ2

2 · · · x βρνν ∈ I . Τότε

το x βρ1

1 x βρ2

2 · · · x βρνν διαιρείται από κάποιο xai1
1 xai2

2 · · · x
aiν
ν .

Απόδειξη
Το I είναι διανυσµατικός χώρος (άπειρης διάστασης) επί του F (τα µονώνυµα του I είναι γραµµικά ανε-

ξάρτητα). Επειδή το xγρ1

1 xγρ2

2 · · · x
γρν
ν ∈ I , τότε αυτό είναι γραµµικός συνδυασµός µονωνύµων της µορφής

xai1
1 xai2

2 ...x
aiν
ν .

΄Εστω I ◁ F[x1, ..., xν] όπου το I δεν είναι κατ΄ ανάγκη ιδεώδες µονωνύµων, τότε έχουµε τα εξής :

1. MO(I) = {λ · xa1
1 xa2

2 ...x
aν
ν | υπάρχει f (x1, ...xν) ∈ I του οποίου ο µεγιστοβάθµιος όρος είναι το

λ · xa1
1 xa2

2 ...x
aν
ν }. Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι το σύνολο MO(I) είναι άπειρο εάν I , {∅}.

2. Το ιδεώδες < MO(I) > είναι ιδεώδες µονωνύµων.
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3. ΄Εχουµε αποδείξει ότι το < MO(I) > παράγεται από πεπεράσµενα µονώνυµα του συνόλου MO(I).
∆ηλαδή < MO(I) >=< xa11

1 xa12
2 · · · x

a1ν
ν , ..., x

ak2
1 xak2

1 · · · x
akν
ν >. Το xai1

1 xai2
2 · · · x

aiν
ν είναι ένα µο-

νώνυµο του < MO(I) >. Χωρίς λάθος µπορούµε να υποθέσουµε ότι λ · xa11
1 xa12

2 · · · x
a1ν
ν ανήκει στο

σύνολο που παράγει το < MO(I) >. ΄Αρα υπάρχουν πολυώνυµα g1(x1, ..., xν) ∈ I µε MO(g1) =
λ1 · x

a11
1 xa12

2 · · · x
a1ν
ν ,g2(x1, ..., xν) ∈ I µε MO(g2) = λ2 · x

a11
1 xa12

2 · · · x
a1ν
ν ,....,gκ (x1, ..., xν) ∈ I µε

MO(gκ) = λ1 · x
a11
1 xa12

2 · · · x
a1ν
ν .

Ορισµός 3.1.7. Το σύνολο των πολυωνύµων {g1,g2, ..,gκ} λέγεται βάση Groebner του ιδεώδους Ι.

΄Εχουµε δηλαδή µέχρι στιγµής την ακολουθία καταστάσεων




Σύστηµα πολυωνύµων

ή σύστηµα πολυωνυ-

µικών εξισώσεων



→




Ιδεώδες I το

οποίο παράγεται

από τα πολυώνυµα



→




Ιδεώδες µονωνύµων των

µεγιστοβαθµίων όρων

των πολυωνύµων του I



→

{
Βάση Groebner

}

Παράδειγµα 3.1.8. ΄Εστω τα πολυώνυµα f1(x, y) = x3y − 2x2y2 + x και f2(x, y) = 3x4 − y και το ιδεώδες

I = ⟨ f1, f2⟩. Τότε η βάση Groebner που προκύπτει είναι η εξής {252x − 624y7 + 493y4 − 3y , 6y4 −

49y7 + 48y10 − 9y}.

Θεώρηµα 3.1.9. (Βάσης του Hilbert)

Κάθε ιδεώδες I του F[x1, ..., xν] είναι πεπερασµένο παραγόµενο. ∆ηλαδή υπάρχουν

g1(x1, x2, ..., xν), g2(x1, x2, ..., xν), ..., gκ (x1, x2, ..., xν) µε I = ⟨g1,g2, ...,gκ⟩
Απόδειξη
Εάν I = {0},τότε είναι προφανές.

Εάν I , {0}, τότε το I έχει µία βάση Groebner {g1,g2, ...,gκ}.
΄Εστω g ∈ I . Εκτελούµε τη διαίρεση του g διά τα g1,g2, ...,gκ . Τότε g = α1g1 + α2g2 + · · · + ακgκ + υ. Θα

έχουµε

• Εάν υ = 0⇒ g ∈ I .

• Εάν υ , 0 καταλήγουµε στα εξής

(i) υ ∈ I

(ii) Το υ είναι άθροισµα µονωνύµων, κανένα εκ των οποίων ∆ΕΝ διαιρείται µε MO(gi), ∀i =
1,2, ..., κ.

΄Ετσι έχουµε ότι το υ ∈ I , άρα MO(υ) ∈ MO(I) ⊆ ⟨MO(I)⟩ = ⟨MO(g1),MO(g2),
...,MO(gκ)⟩. ΄Αρα ο MO(υ) διαιρείται µε κάποιο MO(gi), µε i = 1,2, ..., κ. ΄Ατοπο.

Συµπεράσµατα
΄Εστω I ιδεώδες του F[x1, ..., xν]. Τότε ϑα ισχύουν

1. ⟨MO(I)⟩ = ⟨MO(g1),MO(g2), ...,MO(gκ)⟩, (g1,g2, ...,gκ : βάση Groebner).
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2. {g1,g2, ...,gκ} είναι µία βάση Groebner

3. Κάθε ιδεώδες I του F[x1, ..., xν] έχει µία βάση Groebner.

4. Προφανώς I = ⟨g1,g2, ...,gκ⟩.

Παράδειγµα 3.1.10. ΄Εστω ⟨g1,g2⟩ = I ⊆ R[x, y] µε g1(x, y) = x3 − 2xy,g2(x, y) = x2y − 2y2 + x =
x2y + x − 2y2.

Ισχυρισµός
Το σύνολο {g1,g2} δεν είναι βάση Groebner του I .

Για x > y έχουµε MO(g1) = x3,MO(g2) = x2y ⇒ ⟨MO(g1),MO(g2)⟩ = ⟨x3, x2y⟩. ΄Εχουµε ότι

x · g2 − y · g1 = x · (x2y − 2y2 + x) − y · (x3 − 2xy) = x2, δηλαδή x2 ∈ ⟨MO(I)⟩. Για να είναι βάση
Groebner, ϑα πρέπει x2 = α(x, y) · x2 + β(x, y) · (x2y). ΄Ατοπο. ΄Αρα δεν είναι βάση Groebner.

Παράδειγµα 3.1.11. ΄Εστω τα πολυώνυµα g1(x, y, z) = x+ z ∈ R[x, y, z] και g2(x, y, z) = y− z ∈ R[x, y, z].
Τότε {g1,g2} είναι µία βάση Groebner του I = ⟨g1,g2⟩. ΄Εστω το τυχαίο πολυώνυµο f ∈ I , όπου I το παρα-

πάνω ιδεώδες. Τότε δεν είναι απαραίτητο ότι ϑα ισχύει MO( f ) = max{MO(g1),MO(g2)}.

∆ιαίρεση στο δακτύλιο F (x1, ..., xν).
Αν f (x1, ..., xν) ∈ F (x1, ..., xν), όπου F σώµα και ( f1, f2, ..., fν) µία διατεταγµένη κ-άδα στοιχείων του

F (x1, ..., xν). Τότε ο αλγόριθµος της διαίρεσης δίνει

f (x1, ..., xν ) = α1(x1, ..., xν ) f1(x1, ..., xν ) + · · · + αν (x1, ..., xν ) fν (x1, ..., xν ) + υ(x1, ..., xν ).

Κάθε ιδεώδες µονωνύµων είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Θεώρηµα 3.1.12. (βάσης του Hilbert)
Κάθε ιδεώδες I ◁ F (x1, x2, ..., xν) είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Βάσεις Groebner ενός ιδεώδους I ◁ F (x1, ..., xν).
Τα ϐήµατα τα οποία πρέπει να ακολουθήσουµε για να ϐρούµε µία βάση Groebner έιναι τα εξής :

• Βρίσκουµε το σύνολο {M.O.( f ), f ∈ I}.

• Θεωρούµε το ιδεώδες ⟨M.O.( f ), f ∈ I⟩.

• Το {M.O.( f ), f ∈ I} είναι πεπερασµένα παραγόµενο διότι είναι ιδεώδες µονωνύµων, άρα

⟨M.O.( f ), f ∈ I⟩ = ⟨M.O.(g1),M.O.(g2), ...,M.O.(gκ)⟩, όπου g1,g2, ...,gκ ∈ I . Το σύνολο

G = {g1,g2, ...,gκ} λέγεται βάση Groebner του I . (Υποτίθεται οτι ακόµα δε γνωρίζουµε αλγόριθµο

εύρεσης µίας βάσης Groebner, αλλά γνωρίζουµε οτι υπάρχει.)

Για ένα τυχαίο f ∈ I , η διαίρεσή του µε δύο διαφορετικά πολυώνυµα g1 και g2 δίνει διαφορετικό υπόλοιπο

από εκείνο της διαίρεσης µε τα ίδια πολυώνυµα, αλλά µε αντίστροφη σειρά, δηλαδή g2 και g1.

΄Εστω G = {g1,g2, ...,gκ} µία βάση Groebner ενός ιδεώδους I ◁ F (x1, ..., xν), f ∈ F (x1, ..., xν) και

υ1(x1, x2, ..., xν),υ2(x1, x2, ..., xν) τα υπόλοιπα της διαίρεσης του f µε το {g1,g2, ...,gκ}, ενδεχοµένως
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αλλάζοντας τη διάταξη, π.χ. {g2,g1, ...,gκ}. Τότε υ1 = υ2.

Απόδειξη
΄Εστω υ1 − υ2 = 0, τότε ισχύει το Ϲητούµενο.

Εαν όµως ϑεωρήσουµε ότι υ1 − υ2 , 0, τότε η διαφορά υ1 − υ2 αποτελεί συνδυασµό των {g2,g1, ...,gκ}
και άρα έχουµε υ1 − υ2 ∈ ⟨g2,g1, ...,gκ⟩. Αλλά το σύνολο {g2,g1, ...,gκ} είναι µία βάση Groebner του I .

΄Ετσι ο µεγιστοβάθµιος όρος του υ1 − υ2 (αν υ1 − υ2 , 0) διαιρείται από τουλάχιστον ένα µέγιστο όρο από

τα g2,g1, ...,gκ . ΄Ατοπο από τον ορισµό της βάσης Groebner.

Υπάρχει αλγόριθµος ο οποίος αποφαίνεται εάν το f ∈ F (x1, ..., xν) ανήκει ή όχι στο ιδεώδες I ◁
F (x1, ..., xν), ακολουθώντας τα παρακάτω ϐήµατα :

(i) Ο αλγόριθµος ϐρίσκει µία βάση Groebner.

(ii) ∆ιαιρούµε το f δια {g2,g1, ...,gκ}.

(iii) f ∈ I ⇔ το υπόλοιπο της διαίρεσης του f διά {g2,g1, ...,gκ} είναι 0.

(Στα (ii) και (iii) δεν µας ενδιαφέρει η σειρά των g2,g1, ...,gκ .)

Συµβολισµός
Το υπόλοιπο του f ∈ F[x1, ..., xν] διά του διατεταγµένου συνόλου A = { f1(x), f2(x), ..., f µ(x)}, το συµ-

ϐολίζουµε F A. Ιδιαίτερα αν A = G = {g2,g1, ...,gκ}, τότε το συµβολίζουµε µε FG και το G δε χρειάζεται

να είναι διατεταγµένο.

Σηµείωση 2. ΄Εστω το ιδεώδες I ◁ F (x1, ..., xν). Τότε ορίζεται καλά ο δακτύλιος−πηλίκο F[x1, ..., xν]⧸I .

Θεώρηµα 3.1.13. ΄Εστω f1(x1, x2, ..., xν) = 0, f2(x1, x2, ..., xν) = 0, ..., f µ(x1, x2, ..., xν) = 0 ένα

σύστηµα µ πολυωνυµικών εξισώσεων µε ν µεταβλητες και I = ⟨ f1, f2, ..., f µ⟩ ◁ F[x1, ..., xν]. Το

σύστηµα έχει πεπερασµένες λύσεις ⇔ dim F[x1, ..., xν]⧸I < ∞.

Κάθε στοιχείο του δακτυλίου πηλίκου F (x1, ..., xν)⧸I είναι σε 1 − 1 και επί αντιστοιχία µε τα υπόλοιπα FG,

όπου G µία βάση Groebner.
Απόδειξη
Κάθε στοιχείο του F (x1, ..., xν)⧸I είναι της µορφής f + I . Ορίζουµε f + I → FG. Η αντιστοίχια είναι

1 − 1 και επί.

΄Εστω f (x) ∈ F (x) µη σταθερό πολυώνυµο ν−οστού ϐαθµού και I = ⟨ f ⟩. Τότε F[x]⧸I είναι το σύ-

νολο των πολυωνύµων ϐαθµού ν − 1. Τα µονώνυµα 1, x, x2, x3, ..., xν−1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, άρα

dimF F[x]⧸I = ν.

Λήµµα 3.1.14. ΄Εστω F[x1, ..., xν] ο δακτύλιος των πολυωνύµων µε ν µεταβλητές, I ιδεώδες και G =
{g1,g2, ...,gκ} µία βάση Groebner του I . Επίσης M.O.(g1) ∈ ⟨M.O.(g2), ...,M.O.(gκ)⟩. Τότε το σύνολο

{g2, ...,gκ} αποτελεί µία βάση Groebner του I .

Απόδειξη
΄Εχουµε ότι ⟨M.O.(g2), ...,M.O.(gκ)⟩ = ⟨M.O.(g1),M.O.(g2), ...,M.O.(gκ)⟩. Επιπλέον I = ⟨g2, ...,gκ⟩.
Πράγµατι έστω g1 = α2g2 + · · · + ακgκ + υ, τότε υ ∈ I και δε διαιρείται ο M.O.(υ) από κανένα από τα

M.O.(g2, ...,gκ), άρα υ = 0 από τον αλγοριθµο της διαίρεσης.
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3.2 Ξανά το σύστηµα

Ας επανέλθουµε τώρα στον αρχικό µας στόχο: Να λύσουµε το σύστηµα 3.1 . Βασικός σκοπός µας είναι

να µετασχηµατίσουµε το αρχικό σύστηµα (Σ) και να οδηγηθούµε σε ένα άλλο σύστηµα (Σ⋆), το οποίο να

είναι πιο εύκολο να λυθεί.

Το εύκολο αρχικό συστηµα ήταν:

(Σ1)
*....
,

f1(x) = 0
f2(x) = 0
· · · · · ·

f µ(x) = 0

+////
-

όπου τα πολυώνυµα f1(x), f2(x), · · · , f µ(x) είναι πολυώνυµα µίας µεταβλητής µε συντελεστές από το

σώµα F1

1. ΄Εχοντας τα προηγούµενα πολυώνυµα f1(x), f2(x), · · · , f µ(x), για κάθε επιλογή πολυωνύµων

h1(x),h2(x), · · · ,hµ(x) ∈ F[x] κατασκευάζουµε το πολυώνυµο:

h1(x) · f1(x) + h2(x) · f2(x) + · · · + hµ(x) · f µ(x)

2. Κάθε πολυώνυµο, όπως το προηγούµενο λέγεται πολυωνυµικός συνδυασµός των f1(x), f2(x), · · · ,
f µ(x).

3. Θυµηθείτε εδώ ότι αν έχουµε ένα διανυσµατικό χώρο V µε συντελεστές από το σώµα F και

v1,v2, · · · ,vκ ένα σύνολο διανυσµάτων, κάθε διάνυσµα της µορφής λ · v1 + λ2 · v2 + · · · + λκ · vκ
το λέµε γραµµικό συνδυασµό των διανυσµάτων v1,v2, · · · ,vκ και επίσης το σύνολο των γραµµι-

κών συνδυασµών σχηµατίζει ένα υπόχωρο του διανυσµατικού χώρου, ο οποίος λέγεται υπόχωρος
παραγόµενος από τα παραπάνω διανύσµατα.

4. Ονοµάζουµε Λ(Σ1) το σύνολο λύσεων του συστήµατος (Σ1), δηλαδή το σύνολο

Λ(Σ1) = {ξ ∈ F : f1(ξ) = 0, f2(ξ) = 0, · · · , f µ(ξ) = 0}

5. Το Λ(Σ1) προφανώς είναι ένα πεπερασµένο σύνολο, διότι ένα πολυώνυµο µίας µεταβλητής έχει

πεπερασµένο σύνολο λύσεων. Επίσης είναι δυνατόν το Λ(Σ1) να είναι το κενό σύνολο, Στην

περίπτωση αυτή λέµε ότι το σύστηµα είναι αδύνατο.

6. Σηµαντική παρατήρηση Ι : Αν ξ ∈ Λ(Σ1), τότε

h1(ξ) · f1(ξ) + h2(ξ) · f2(ξ) + · · · + hµ(ξ) · f µ(ξ) = 0

δηλαδή κάθε στοιχείο του Λ(Σ1) µηδενίζει κάθε πολυωνυµικό συνδυασµό των πολυωνύµων του

συστήµατος.

7. Σηµαντική παρατήρηση ΙΙ : Αν ένα από τα πολυώνυµα του συστήµατος είναι πολυωνυµικός συνδυα-

σµός των υπολοίπων, για παράδειγµα αν f1(x) = ϕ2(x) · f2(x)+ϕ3(x) · f3(x)+ · · ·+ϕµ(x) · f µ(x),
τότε το σύνολο λύσεων Λ(Σ1) του αρχικού συστήµατος είναι ίσο µε το σύνολο λύσεων Λ(Σ⋆) του

συστήµατος

(Σ⋆) *.
,

f2(x) = 0
· · · · · ·

f µ(x) = 0

+/
-

1 ΄Οπως ήδη έχουµε αναφέρει, συνήθως ως σώµα συντελεστών ϑα ϑεωρούµε το σώµα R των πραγµατικών αριθµών ή το

σώµα C των µιγαδικών αριθµών.
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το οποίο προκύπτει διά διαγραφής του πολυωνύµου f1(x)
Απόδειξη: ΄Εστω ξ ∈ Λ(Σ). Τότε f1(ξ) = 0, f2(ξ) = 0, · · · , f µ(ξ) = 0, οπότε και f2(ξ) =
0, · · · , f µ(ξ) = 0, άρα ξ ∈ Λ(Σ⋆) και έτσι Λ(Σ) ⊆ Λ(Σ⋆) Αντίστροφα έστω ρ ∈ Λ(Σ⋆). ΄Εχουµε ότι

f2(ρ) = 0, · · · , f µ(ρ) = 0 και f1(ρ) = ϕ2(ρ) · f2(ρ) + ϕ3(ρ) · f3(ρ) + · · · + ϕµ(ρ) · f µ(ρ) = 0 και

έτσι Λ(Σ⋆) ⊆ Λ(Σ). Τελικά

Λ(Σ⋆) = Λ(Σ)

8.

Πρόταση 3.2.1. ΄Εστω (Σ1)
*....
,

f1(x) = 0
f2(x) = 0
· · · · · ·

f µ(x) = 0

+////
-

ένα σύστηµα πολυωνυµικών εξισώσεων µίας µεταβλητής, όπως παραπάνω και g(x) = h1(x) ·
f1(x) + h2(x) · f2(x) + · · · + hµ(x) · f µ(x) ένας πολυωνυµικός συνδυασµός των πολυωνύµων του

συστήµατος. Τότε το σύνολο λύσεων Λ(Σ) του συστήµατος είναι υποσύνολο του συνόλου λύσεων

Λ(g) του g(x).

Απόδειξη: ΄Αµεση από το σηµείο 6 (Σηµαντική παρατήρηση Ι).

9. Το παραπάνω µας λέει ότι αν έχουµε ένα σύστηµα µ-πολυωνυµικών εξισώσεων µίας µεταβλητής

και ψάχνουµε για το σύνολο λύσεων αυτού, µπορούµε να ψάχνουµε για το σύνολο λύσεων ενός
πολυωνύµου, ενός πολυωνυµικού συνδυασµού.

10. Σηµαντικό ερώτηµα Ι : Αφού για το σύνολο λύσεων Λ(Σ1) ενός συστήµατος µ πολυωνυµικών

εξισώσεων αρκεί να ψάχνουµε σε ένα πολυωνυµικό συνδυασµό, ποιός είναι ο πιο κατάλληλος

πολυωνυµικός συνδυασµός;

Υπόδειξη για σκέψη: Σκεφθείτε τον Μέγιστο Κοινό ∆ιαιρέτη.

11. ∆ίνουµε και τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 3.2.2. ΄Εστω f1(x), f2(x), · · · , f µ(x) πολυώνυµα του δακτυλίου F[x], δηλαδή πολυώνυ-

µα µίας µεταβλητής µε συντελεστές από το σώµα F. Το σύνολο των πολυωνυµικών συνδυασµών

των f1(x), f2(x), · · · , f µ(x), δηλαδή πολυωνύµων της µορφής h1(x) · f1(x) + h2(x) · f2(x) +
· · · + hµ(x) · f µ(x) µε hi (x) ∈ F[x], λέγεται ιδεώδες παραγόµενο από τα πολυώνυµα
f1(x), f2(x), · · · , f µ(x)

12. Σηµαντικό ερώτηµα ΙΙ : Ποιός είναι ο καλύτερος τρόπος να περιγράψει κανείς ένα ιδεώδες;

3.3 Ευρύτερη µελέτη

(i) Μελετήστε τα σχετικά µε τα ιδεώδη στη σελίδα εδώ.

(ii) Μελετήστε επίσης τα αναγραφόµενα στη σελίδα εδώ.

1. Θεωρούµε το ιδεώδες I =< f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν) > .
Το I είναι το ιδεώδες που παράγεται από τα πολυώνυµα του συστήµατος στον δακτύλιο των πο-

λυωνύµων F[x1, x2, · · · , xν]. Το I αποτελείται από όλους τους πολυωνυµικούς συνδυασµούς των

πολυωνύµων f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν).
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2. Παρατηρούµε ότι το ιδεώδες I , περιέχει όλες τις πληροφορίες για το σύνολο λύσεων του συστήµα-

τος. Πράγµατι αν Λ το σύνολο λύσεων του αρχικού συστήµατος (Σ) 3.1 και Λ(I), το σύνολο λύσεων

του συστήµατος, που λαµβάνεται, αν πάρουµε τα (άπειρα) πολυώνυµα του I , τότε Λ = Λ(I).

Απόδειξη ΄Εστω (ξ1, ξ2, · · · , ξν) ∈ Λ, τότε

f1(ξ1, ξ2, · · · , ξν) = 0 , f2(ξ1, ξ2, · · · , ξν) = 0 , · · · , f µ(ξ1, ξ2, · · · , ξν) = 0

΄Ενα τυχαίο στοιχείο του Ι είναι της µορφής:

g(x1, x2, · · · , xν) = h1(x1, x2, · · · , xν) · f1(x1, x2, · · · , xν) +
h2(x1, x2, · · · , xν) · f2(x1, x2, · · · , xν) +
· · · +

hµ(x1, x2, · · · , xν) · f µ(x1, x2, · · · , xν)

για κάποια αυθαίρετα πολυώνυµα h1(x1, x2, · · · , xν),h2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,hµ(x1, x2, · · · , xν) ∈
F[x1, x2, · · · , xν].

Παρατηρούµε ότι g(ξ1, ξ2, · · · , ξν) = 0, άρα το (ξ1, ξ2, · · · , ξν) ανήκει στο Λ(I), αφού µηδενίζει

κάθε πολυώνυµο του I και άρα Λ ⊆ Λ(I).
Αντίστροφα έστω ότι (ξ1, ξ2, · · · , ξν) ανήκει στο Λ(I), άρα ϑα µηδενίζει κάθε πολυωνυµικό συνδυα-

σµό

g(x1, x2, · · · , xν) = h1(x1, x2, · · · , xν) · f1(x1, x2, · · · , xν) +
h2(x1, x2, · · · , xν) · f2(x1, x2, · · · , xν) +
· · · +

hµ(x1, x2, · · · , xν) · f µ(x1, x2, · · · , xν)

Τώρα αν διαλέξουµε h1(x1, x2, · · · , xν) = 1 και hi (x1, x2, · · · , xν) = 0, i = 2,3, · · · µ, έχουµε ότι το

πολυώνυµο f1(x1, x2, · · · , xν) είναι πολυωνυµικός συνδυασµός και οµοίως και τα άλλα πολυώνυµα,

άρα και τα πολυώνυµα του συστήµατος είναι πολυωνυµικοί συνδυασµοί, άρα στοιχεία του ιδεώδους

I , άρα (ξ1, ξ2, · · · , ξν) ανήκει στο I και τελικά Λ = Λ(I).

3. ∆είτε εδώ το ϐίντεο. Το ϐίντεο αυτό συζητάει τις ιδέες που ϑα δείτε παρακάτω.

4. Στην πραγµατικότητα δεν µας ενδιαφέρουν τα πολυώνυµα του συστήµατος, αλλά το σύνολο λύσεων

του συστήµατος αυτού. Η ϐασική ιδέα, λοιπόν είναι να χρησιµοποιήσουµε το ιδεώδες, που παράγεται

από τα πολυώνυµα του συστήµατος, αφού ισχύει ότι Λ = Λ(I). ΄Οµως εδώ ϑα παρατηρούσε κανείς

ότι είναι σαν να αντικαθιστούµε το σύστηµα µ-πολυωνυµικών εξισώσεων µε ένα σύστηµα απείρων

πολυωνυµικών εξισώσεων, διότι το ιδεώδες έχει άπειρα πολυώνυµα. Αυτό είναι ένα πρόβληµα. Το

µόνο που κερδίζουµε από τη µετάβαση αυτή είναι ότι το ιδεώδες είναι ένα οργανωµένο σύνολο,

έχει δηλαδή όπως λέµε στην άλγεβρα µία δοµή. Ας ϑυµηθούµε εδώ τον ορισµό του ιδεώδους:

Ορισµός 3.3.1. ΄Εστω R ένας δακτύλιος. Το υποσύνολο I του R, λέγεται ιδεώδες του R και συµβο-

λίζουµε I ◁ R εάν

(i) Το µηδενικό στοιχείο του δακτυλίου R ανήκει στο I , δηλαδή 0 ∈ I
(ii) Αν α, β ∈ I , τότε α − β ∈ I

(iii) Αν α ∈ I, x ∈ R τότε2 x · α ∈ I και α · x ∈ I

5. Βήµατα στο βυθό του ιδεώδους : Αυτό που ϑα κάνουµε στα επόµενα είναι να επιλέξουµε ένα

σύνολο πολυωνύµων

G = {g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gκ (x1, x2, · · · , xν)} ⊆ I

µε τις παρακάτω απαιτήσεις :

2Αν ο δακτύλιος είναι µεταθετικός, όπως ο δακτύλιος των πολυωνύµων, τότε στην τελευταία απαίτηση στον ορισµό του

ιδεώδους,µπορούµε να έχουµε µόνο α · x ∈ I .
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(i) Τα πολυώνυµα αυτά να ανήκουν στο ιδεώδες I το παραγόµενο από τα πολυώνυµα

f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν)

(ii) Το νέο σύστηµα

(Σ⋆)




g1(x1, x2, ..., xν) = 0
g2(x1, x2, ..., xν) = 0

...
gκ (x1, x2, ..., xν) = 0




έχει ως σύνολο λύσεων τοΛ(I) = Λ, άρα αν λύσουµε το σύστηµα (Σ⋆) λύσαµε και το αρχικό.

(iii) Το σύστηµα (Σ⋆) είναι πιο εύκολο να λυθεί και οι ιδιότητες του συνόλου λύσεων Λ είναι πιο

διαφανείς.

6. Το σύνολο G = {g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gκ (x1, x2, · · · , xν)} µε τις ιδιότητες που

περιγράψαµε ϑα το λέµε Βάση Groebner του ιδεώδους I

7. Αν I ένα ιδεώδες του δακτυλίου των πολυωνύµων F[x], διαφορετικό του µηδενικού ιδεώδους {0},
τότε το I έχει πολλές ϐάσεις Groebner.3. Μία όµως ϐάση Groebner, όπως ϑα δούµε έχει τις πιο

κατάλληλες ιδιότητες και επίσης είναι µοναδική. Την µοναδική αυτή ϐάση Groebner ϑα τη λέµε

ανηγµένη βάση Groebner .

8. ∆είτε γενικές πληροφορίες για τις ϐάσεις Groebner εδώ.

9. ∆είτε εδώ επίσης µία σύντοµη εισαγωγή από τον καθηγητή B. Buchberger , που ανακάλυψε το 1965

τις ϐάσεις Groebner.

10. Στα επόµενα µαθήµατα ϑα κάνουµε πλήρεις αποδείξεις και για την ύπαρξη ϐάσεων Groebner και

για τη σχέση µεταξύ τους και για την µοναδικότητα της ανηγµένης ϐάσης Groebner.

3.4 ∆εύτερο µέρος

Ας ϑυµηθούµε ξανά εδώ τον ορισµό του ιδεώδους σε ένα δακτύλιο

Ορισµός 3.4.1. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και I ένα υποσύνολό του. Το I ϑα λέγεται ιδεώδες του R εάν

1. I , ∅ ή 0 ∈ Ι

2. Αν α, β ∈ I , τότε και η διαφορά τους α − β ανήκει στο Ι

3. Αν α ∈ I και r ∈ R, τότε r · α ∈ I και α · r ∈ I

∆είτε τον ορισµό του ιδεώδους ενός δακτυλίου και εδώ .

Θα χρησιµοποιούµε πολύ τα ιδεώδη στο µάθηµα αυτό. Ο λόγος αναλύθηκε στο προηγούµενο µάθηµα.

Αναφέρουµε ξανά εδώ ότι το ιδεώδες πολυωνύµων στον δακτύλιο πολυωνύµων F[x1, x2, · · · , xν] είναι

ένα µέσο µετάβασης, µία γέφυρα από το σύστηµα πολυωνυµικών εξισώσεων σε ένα άλλο σύστηµα

πολυωνυµικών εξισώσεων πιο εύκολο να λυθεί.

Αυτό δηµιουργεί την ανάγκη για µία πιο ϐαθειά µελέτη των ιδεωδών στο δακτύλιο των πολυωνύµων

F[x1, x2, · · · , xν].
3Συνδυάστε το αντίστοιχο γνωστό αποτέλεσµα από τη Γραµµική άλγεβρα : Αν V είναι ένας διανυσµατικός χώρος και Ι ένας

µη-µηδενικός υπόχωρος τότε ο Ι έχει πολλές ϐάσεις.
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Βέβαια υπάρχουν και άλλα οργανωµένα υποσύνολα ενός δακτυλίου, των οποίων η µελέτη γίνεται αναγκαία

ανάλογα µε το ερώτηµα, που µας απασχολεί.

∆ίνουµε εδώ για πληρότητα και τον ορισµό του υποδακτυλίου. Μπορείτε να συνδυάσετε τον υποδακτύλιο

ενός δακτυλίου µε τον υπόχωρο ενός διανυσµατικού χώρου όπως επίσης µε την υποοµάδα µίας οµάδας.

Το ιδεώδες ενός δακτυλίου ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι αντιστοιχεί µε την κανονική υποοµάδα µίας

οµάδας.

Ορισµός 3.4.2. ΄Εστω R ένας δακτύλιος και S ένα υποσύνολό του. Το S ϑα λέγεται υποδακτύλιος του R
εάν

1. S , ∅

2. Το S (µε τον περιορισµό4 των πράξεων του αρχικού δακτυλίου στο S) εξακολουθεί να είναι δακτύλιος.

∆είτε επίσης τον ορισµό του υποδακτυλίου ενός δακτυλίου και εδώ.

3.5 Πολυωνυµικοί συνδυασµοί

΄Εστω F[x1, x2, · · · , xν] ο δακτύλιος πολυωνύµων ν µεταβλητών µε συντελεστές από το σώµα F

1. ΄Εχοντας τα πολυώνυµα f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν), για κάθε επι-

λογή πολυωνύµων h1(x1, x2, · · · , xν),h2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,hµ(x1, x2, · · · , xν) ∈ F[x] κατασκευά-

Ϲουµε το πολυώνυµο:

h1(x1, x2, · · · , xν) · f1(x1, x2, · · · , xν) + h2(x1, x2, · · · , xν) · f2(x1, x2, · · · , xν) + · · · +
hµ(x1, x2, · · · , xν) · f µ(x1, x2, · · · , xν)

2. Κάθε πολυώνυµο, όπως το προηγούµενο λέγεται πολυωνυµικός συνδυασµός των

f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν).

3.

Πρόταση 3.5.1. ΄Εστω { f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν)} ένα σύνολο

πολυωνύµων του δακτυλίου F[x1, x2, · · · , xν]. Το σύνολο I των πολυωνυµικών συνδυασµών του

παραπάνω συνόλου είναι ένα ιδεώδες.

Απόδειξη Αν επιλέξουµε h1(x1, x2, · · · , xν) = h2(x1, x2, · · · , xν) · · · = hν (x1, x2, · · · , xν) = 0, τότε

ϐρίσκουµε ότι το µηδενικό πολυώνυµο 0 ανήκει στο I .

Ας ϑεωρήσουµε δύο πολυωνυµικούς συνδυασµούς:

h1(x1, x2, · · · , xν) · f1(x1, x2, · · · , xν) + h2(x1, x2, · · · , xν) · f2(x1, x2, · · · , xν) + · · · +
hµ(x1, x2, · · · , xν) · f µ(x1, x2, · · · , xν)

και

ξ1(x1, x2, · · · , xν) · f1(x1, x2, · · · , xν) + ξ2(x1, x2, · · · , xν) · f2(x1, x2, · · · , xν) + · · · +
ξµ(x1, x2, · · · , xν) · f µ(x1, x2, · · · , xν)

Αυτή τη µορφή έχουν δύο στοιχεία του I . Αν προσθέσουµε τα στοιχεία αυτά ϑα ϐρούµε:

4Μην ξεχνάµε ότι πράξη σε ένα σύνολο R είναι µία συνάρτηση R × R −→ R, οπότε δικαιολογείται η λέξη περιορισµός στο

S.
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(h1(x1, x2, · · · , xν) + ξ1(x1, x2, · · · , xν)) · f1(x1, x2, · · · , xν) +
(h2(x1, x2, · · · , xν) + ξ2(x1, x2, · · · , xν)) · f2(x1, x2, · · · , xν) + · · · +
(hµ(x1, x2, · · · , xν) + ξµ(x1, x2, · · · , xν)) · f µ(x1, x2, · · · , xν)

Παρατηρούµε, λοιπόν, ότι το άθροισµα δύο οποιωνδήποτε στοιχείων του I ανήκει στο I .

΄Εστω h1(x1, x2, · · · , xν) · f1(x1, x2, · · · , xν) + h2(x1, x2, · · · , xν) · f2(x1, x2, · · · , xν) + · · · +
hµ(x1, x2, · · · , xν) · f µ(x1, x2, · · · , xν) ένα στοιχείο του I και g(x1, x2, · · · , xν) ένα οποιοδήποτε

στοιχείο του δακτυλίου F[x1, x2, · · · , xν].

Πολλαπλασιάζοντας έχουµε:

{g(x1, x2, · · · , xν) ·h1(x1, x2, · · · , xν)} · f1(x1, x2, · · · , xν)+{g(x1, x2, · · · , xν) ·h2(x1, x2, · · · , xν)} ·
f2(x1, x2, · · · , xν) + · · · + {g(x1, x2, · · · , xν)hµ(x1, x2, · · · , xν)} · f µ(x1, x2, · · · , xν)

Καταλήγουµε και εδώ σε ένα πολυωνυµικό συνδυασµό και αφού το I ικανοποιεί και τα τρία κριτήρια

είναι ιδεώδες.

4. Σχόλια

(i) Το ιδεώδες I , όπως παραπάνω, ϑα το λέµε ιδεώδες παραγόµενο από το σύνολο

{ f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν)} και ϑα συµβολίζουµε µε

< { f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν)} >

(ii) Αξίζει να σηµειωθεί ότι ένας πολυωνυµικός συνδυασµός είναι πάντα ένα πεπερασµένο ά-

ϑροισµα. ∆εν έχει νόηµα εδώ άπειρο άθροισµα.

(iii) Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ένα άπειρο σύνολο πολυωνύµων A και να ορίσουµε το σύνολο

< A > ως το σύνολο όλων (των πεπερασµένων ϕυσικά) πολυωνυµικών συνδυασµών στοιχεί-

ων του Α. Αυτό σηµαίνει ότι από το σύνολο Α επιλέγουµε κάθε ϕορά αυθαίρετα πεπερασµένα

στοιχεία του και σχηµατίζουµε τους πολυωνυµικούς συνδυασµούς µετά. Το σύνολο των πολυω-

νυµικών συνδυασµών όπως παραπάνω σχηµατίζει5 το ιδεώδες < A >.

(iv) Αν το σύνολο Α είναι πεπερασµένο ϑα λέµε ότι το ιδεώδες I είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

3.6 Βάσεις Groebner

΄Οπως είπαµε παραπάνω αν έχουµε να λύσουµε ένα σύστηµα (Σ), το 3.1 , το οποίο αποτελείται από µ
πολυωνυµικές εξισώσεις µε ν µεταβλητές, ορίζουµε το σύνολο λύσεων Λ(Σ). Αυτό το σύνολο είναι το

πρωταρχικό που µας ενδιαφέρει.

1. Θεωρούµε το ιδεώδες < { f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν)} >, το πα-

ϱαγόµενο από τα πολυώνυµα του συστήµατος.

2. ΄Οπως αποδείξαµε σε άλλο µάθηµα ( δες 2 ) το σύνολο λύσεωνΛ(Σ) είναι ίσο µε το σύνολο λύσεων

Λ(I).

3. Τώρα το ιδεώδες I , που κατασκευάσαµε περιέχει άπειρα πολυώνυµα.

4. ΄Εχοντας επιλέξει µία λεξικογραφική διάταξη, σε κάθε πολυώνυµο

f (x1, x2, · · · , xν) που ανήκει στο I επισυνάπτουµε τον µεγιστοβάθµιο όρο του .

5Με τον ίδιο ακριβώς τρόπο αντιµετωπίζεται η έννοια υπόχωρος παραγόµενος από ένα άπειρο υποσύνολο ενός διανυσµα-

τικού χώρου
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5. Το σύνολο όλων των µεγιστοβαθµίων όρων των πολυωνύµων του I το συµβολίζουµε MO(I), δηλαδή

MO(I) = {xκ11 xκ22 · · · x
κν
ν , όπου xκ11 xκ22 · · · x

κν
ν µεγιστοβάθµιος όρος κάποιου πολυωνύµου του I }.

6. Σηµειώνουµε εδώ ότι τα στοιχεία του MO(I) είναι µονώνυµα πολλών µεταβλητών και προφανώς

υπάρχουν άπειρα τέτοια µονώνυµα στο MO(I).

7. Θεωρούµε το ιδεώδες < MO(I) > που παράγεται από όλα τα µονώνυµα του συνόλου MO(I).

8.

Θεώρηµα 3.6.1. Για κάθε ιδεώδες I , 0 του δακτυλίου F[x1, x2, · · · , xν], υπάρχει πεπερασµένο

πλήθος µονωνύµων του I , το σύνολο B = {x
λi1
1 x

λi2
2 · · · x

λiν
ν , i = 1,2, · · · , κ} µε την ιδιότητα <

B >=< MO(I) >

Απόδειξη: Θα γίνει σε επόµενο µάθηµα.

(i) Το παραπάνω ϑεώρηµα µας λέει ότι αρκεί πεπερασµένο πλήθος µονονύµων για να παράγει

το ιδεώδες < MO(I) >

(ii) Κάθε µονώνυµο του B είναι µεγιστοβάθµιος όρος κάποιου πολυωνύµου του ιδεώδους I , έχου-

µε δηλαδή x
λi1
1 x

λi2
2 · · · x

λiν
ν είναι µεγιστοβάθµιος όρος του πολυωνύµου gi (x1, x2, · · · , xν) ∈ I .

(iii) Τα πολυώνυµα gi (x1, x2, · · · , xν) ∈ I δεν είναι µοναδικά, ενδέχεται δηλαδή να υπάρχουν

πολλά πολυώνυµα του I µε τον ίδιο µεγιστοβάθµιο όρο.

(iv) Το πεπερασµένο σύνολο πολυωνύµων G = {gi (x1, x2, · · · , xν), i = 1,2, · · · , κ} είναι ένα

πεπερασµένο σύνολο πολυωνύµων του I και λέγεται βάση Groebner του ιδεώδους I .

9. ΄Οπως είπαµε και στο προηγούµενο µάθηµα µεταξύ πολλών ϐάσεων Groebner του ιδεώδους I
υπάρχει (µε κάποιες απαιτήσεις) µία µοναδική ανηγµένη βάση Groebner . Συνήθως, όπως επίσης

είπαµε, τα συστήµατα, όπως το ΑΧΙΟΜ υπολογίζουν την ανηγµένη ϐάση Groebner.

10. Μία από τις σηµαντικές ιδιότητες των ϐάσων Groebner που ϑα αποδείξουµε σε επόµενο µάθηµα

είναι ότι το σύνολο λύσεων Λ(Σ) του αρχικού συστήµατος, που ξεκινήσαµε είναι ίσο µε το σύνολο

λύσεων του πολυωνυµικού συστήµατος που σχηµατίζεται µε τα πολυώνυµα της ϐάσης Groebner. Το

τελευταίο σύστηµα είναι η πιο απλή µορφή του αρχικού συστήµατος.

• Σκεφθείτε τα ιδεώδη στους δακτυλίους πολυωνύµων µίας µεταβλητής και ϐρείτε ϐάση Groebner

χρησιµοποιώντας την παραπάνω συζήτηση.

• Σκεφθείτε το ιδεώδες που παράγεται από τα 3x + 5y και x + y στον δακτύλιο R[x, y]. Περιγράψτε

τα στοιχεία του ιδεώδους και ϐρείτε µία ϐάση Groebner του ιδεώδους.

• Μελετήστε τις εντολές του ΑΧΙΟΜ για εύρεση ϐάσεων Groebner.

• ∆είτε εδώ για παραπάνω σκέψη.

• ∆είτε το ϐίντεο6 εδώ πάνω στις ϐάσεις Groebner.

• Ακόµη ένα ϐίντεο µε εικόνα υψηλής ποιότητας πάνω στις ϐάσεις Groebner εδώ.

6Βίντεο µε εικόνα υψηλής ποιότητας.
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3.7 Τρίτο µέρος

Επαναλαµβάνουµε τον ορισµό µίας ϐάσης Groebner ενός ιδεώδους I ◁ F[x1, x2, · · · , xν].

Ορισµός 3.7.1. ΄Εστω I ένα µη µηδενικό ιδεώδες του δακτυλίου F[x1, x2, · · · , xν]. Βάση Groebner του ιδε-

ώδους I λέγεται ένα πεπερασµένο σύνολο πολυωνύµων G = {g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,
gκ (x1, x2, · · · , xν)} του I µε την ιδιότητα < MO(I) >=< MO(g1),MO(g2), · · · ,MO(gκ) >.

1. Υπενθυµίζουµε εδώ από το προηγούµενο µάθηµα ότι το σύνολο όλων των µεγιστοβαθµίων όρων

των πολυωνύµων του Ι το συµβολίζουµε MO(I), δηλαδή

MO(I) = {xκ11 xκ22 · · · x
κν
ν , όπου xκ11 xκ22 · · · x

κν
ν µεγιστοβάθµιος όρος κάποιου πολυωνύµου του Ι }

Σηµειώνουµε επίσης ότι τα στοιχεία του MO(I) είναι µονώνυµα πολλών µεταβλητών και προφανώς

υπάρχουν άπειρα τέτοια µονώνυµα στο MO(I). Το ιδεώδες < MO(I) > παράγεται από όλα τα

µονώνυµα του συνόλου MO(I).

2. Το ιδεώδες < MO(g1),MO(g2), · · · ,MO(gκ) > παράγεται από τα µονώνυµα που είναι µεγιστο-

ϐάθµιοι όροι των πολυωνύµων g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gκ (x1, x2, · · · , xν).

3. ∆είτε στο σηµείο αυτό το ϐίντεο για περισσότερες πληροφορίες.

3.8 Η περίπτωση του δακτυλίου πολυωνύµων µίας µεταβλητής

Πριν αρχίσετε τη µελέτη της παραγράφου αυτής δείτε το ϐίντεο.

΄Εστω F[x] ο δακτύλιος των πολυωνύµων µίας µεταβλητής µε συντελεστές από το σώµα F. Αν I ένα µη

µηδενικό ιδεώδες, τότε γνωρίζουµε από τη Βασική ΄Αλγεβρα ότι σε κάθε µη µηδενικό πολυώνυµο αυτού

επισυνάπτεται ϐαθµός. Ο ϐαθµός ενός πολυωνύµου είναι ένας µη-αρνητικός ακέραιος. Μεταξύ όλων των

µη αρνητικών ακεραίων που εµφανίζονται ως ϐαθµοί πολυωνύµων του I υπάρχει, σύµφωνα µε την αρχή

του ελαχίστου, ελάχιστος. Αυτό σηµαίνει ότι στο µη µηδενικό ιδεώδες I υπάρχει πολυώνυµο , έστω f (x)
ελαχίστου ϐαθµού. ΄Εστω τώρα h(x) ένα πολυώνυµο του ιδεώδους I . Κάνουµε τη διαίρεση του h(x) δια

του f (x). Απο τον αλγόριθµο της διαίρεσης έχουµε

h(x) = f (x) · π(x) + υ(x)

Αν το υ(x) είναι το µηδενικό πολυώνυµο, τότε το h(x) ϑα είναι ένα πολλαπλάσιο του f (x). Αν το υ(x)
είναι διαφορετικό από το µηδενικό πολυώνυµο, τότε έχουµε h(x) − f (x) · π(x) = υ(x). Από τον ορισµό

του ιδεώδους ϐρίσκουµε ότι υ(x) ∈ I κάτι που οδηγεί σε άτοπο, διότι το υπόλοιπο εξ ορισµού έχει ϐαθµό

µικρότερο από το διαιρέτη.

Συµπέρασµα Κάθε µη µηδενικό ιδεώδες I του F[x] έχει ένα πολυώνυµο f (x) ελαχίστου ϐαθµού. Κάθε

άλλο πολυώνυµο h(x) του I είναι πολλαπλάσιο του f (x), δηλαδή I =< f (x) > .

Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι το I είναι κύριο ιδεώδες και επίσης ο δακτύλιος F[x] είναι δακτύλιος κυρίων

ιδεωδών.

Εφαρµόζουµε τώρα τη διαδικασία για να ϐρούµε κάποια ϐάση Groebner του I .

1. Οι µεγιστοβάθµιοι όροι πολυωνύµων του I είναι δυνάµεις του x. Οι δυνάµεις αυτές του x, ϑα

σχηµατίζουν το σύνολο MO(I) = {xκ , όπου xκ µεγιστοβάθµιος όρος κάποιου πολυωνύµου του I}.
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2. Θεωρούµε το ιδεώδες του F[x] που παράγεται από το MO(I) και την ελάχιστη δύναµη του x που

ϐρίσκεται στο MO(I), έστω xν . Θα αποδείξουµε ότι < MO(I) >=< xν > .

3. Πράγµατι αφού ο ακέραιος ν είναι ελάχιστος, έχουµε ότι για κάθε xξ ∈< MO(I) > ισχύει xξ =
xν · xξ−ν ∈< xν > και έτσι < MO(I) >⊆< xν > . Από την άλλη µεριά το < xν > ανήκει εξ ορισµού

στο < MO(I) > και τελικά έχουµε < MO(I) >=< xν > .

4. Φθάσαµε, λοιπόν, σε ϑέση να ϐρούµε ϐάσεις Groebner. ΄Εχουµε την απαραίτητη συνθήκη

< MO(I) >⊆< xν > . Αρκεί να ϐρούµε ένα πολυώνυµο µε µεγιστοβάθµιο όρο το < xν > . ΄Οµως

από την προηγούµενη ανάλυση ένα πολυώνυµο µε µεγιστοβάθµιο όρο αυτό είναι το f (x) ελαχίστου

ϐαθµού, που παράγει το I . Τελικά µία ϐάση Groebner (διότι δεν είναι µοναδική), είναι το σύνολο

{ f (x)}.

Συµπέρασµα: Κάθε µη-µηδενικό ιδεώδες I του F[x] έχει (τουλάχιστον µία ) ϐάση Groebner. Μία από

αυτές είναι το σύνολο { f (x)}, όπου f (x) πολυώνυµο ελαχίστου ϐαθµού του I .

3.9 Η περίπτωση του δακτυλίου πολυωνύµων δύο µεταβλητών

∆είτε εδώ το παρακάτω ϐίντεο πριν από τη µελέτη του κεφαλαίου. ΄Εστω τώρα ο δακτύλιος F[x, y] των

πολυωνύµων δύο µεταβλητών µε συντελεστές από το σώµα F και I ένα µη µηδενικό ιδεώδες του. Θέλουµε

να αποδείξουµε ότι το I έχει (τουλάχιστον µία) ϐάση Groebner.

Θεωρούµε, λοιπόν όλα τα µονώνυµα του Ι. Αυτά είναι της µορφής xκyλ µε κ, λ ∈ {0,1,2,3, · · · } Σχηµατί-

Ϲεται το σύνολο:

MO(I) = {xκyλ , όπου xκyλ µεγιστοβάθµιος όρος κάποιου πολυωνύµου του Ι }

Θα αποδείξουµε ότι το ιδεώδες < MO(I) > είναι πεπερασµένα παραγόµενο.

Προς τούτο, το πρώτο που ϑα κάνουµε είναι να πάρουµε µία «προβολή» του ιδεώδους < MO(I) > στον

δακτύλιο πολυωνύµων F[x].

Θεωρούµε το ιδεώδες7 : J =ιδεώδες του F[x], που παράγεται από όλα τα xκ για τα οποία υπάρχει yλ µε

xκyλ ∈< MO(I) >.

Σύµφωνα µε το 3.8 το J είναι κύριο ιδεώδες άρα υπάρχει ακέραιος ν ∈ {0,1,2, · · · } µε J =< xν >.

Για τον ακέραιο ν υπάρχει ακέραιος ξ ∈ {0,1,2, · · · } µε xνyξ ∈< MO(I) >.

Μπορούµε εδώ να κάνουµε µία ενδιάµεση παρατήρηση ότι αν xµyρ ∈ MO(I) και ρ ≥ ξ τότε το xνyξ

διαιρεί το xµyρ, δηλαδή xµyρ = xµ−νyρ−ξ · xµyρ8.

Εδώ προκύπτει το ερώτηµα: Τι ϑα κάνουµε αν xµyρ ∈ MO(I) και ρ < ξ ;

1. Για τον ακέραιο ξ − 1, ϑεωρούµε το ιδεώδες Jξ−1 = ιδεώδες του F[x], που παράγεται από όλα τα

xκ µε xκyξ−1 ∈< MO(I) >. ΄Οµως ο δακτύλιος F[x] είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών, άρα υπάρχει

νξ−1 ∈ {0,1,2, · · · } µε Jξ−1 =< xνξ−1 >.

7Σκεφθείτε ένα λόγο που δικαιολογεί τη λέξη «προβολή».
8 Εδώ δηλαδή έχουµε ότι όλοι οι εκθέτες ανήκουν στο σύνολο {0,1,2, · · · } και το µόνο που έχουµε επι πλέον να αποδείξουµε

είναι ότι µ ≥ ν .
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2. Για τον ακέραιο ξ − 2, ϑεωρούµε το ιδεώδες Jξ−2 = ιδεώδες του F[x], που παράγεται από όλα τα

xκ µε xκyξ−2 ∈< MO(I) >. ΄Οµως ο δακτύλιος F[x] είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών, άρα υπάρχει

νξ−2 ∈ {0,1,2, · · · } µε Jξ−2 =< xνξ−2 >.

3. · · · · · ·

4. Για τον ακέραιο 1, ϑεωρούµε το ιδεώδες J1 = ιδεώδες του F[x], που παράγεται από όλα τα xκ µε

xκy1 = xκy ∈< MO(I) >. ΄Οµως ο δακτύλιος F[x] είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών, άρα υπάρχει

ν1 ∈ {0,1,2, · · · } µε J1 =< xν1 >.

5. Για τον ακέραιο 0, ϑεωρούµε το ιδεώδες J0 = ιδεώδες του F[x], που παράγεται από όλα τα xκ µε

xκy0 = xκ ∈< MO(I) >. ΄Οµως ο δακτύλιος F[x] είναι δακτύλιος κυρίων ιδεωδών, άρα υπάρχει

ν0 ∈ {0,1,2, · · · } µε J0 =< xν0 >

Θεώρηµα 3.9.1. Το µη µηδενικό ιδεώδες < MO(I) > του δακτυλίου F[x, y] παράγεται από το παρακάτω

πεπερασµένο σύνολο µονωνύµων

xνyξ

xνξ−1 yξ−1

· · · · · ·

xν1 y
xν0

Απόδειξη Η απόδειξη ϑα γίνει σε επόµενο µάθηµα.

Θεώρηµα 3.9.2. Υπάρχουν πολυώνυµα g0(x, y),g1(x, y), · · · ,gξ (x, y) τα οποία ανήκουν στο ιδεώδες I
µε την παρακάτω ιδιότητα:

1. Μεγιστοβάθµιος όρος του g0(x, y) = xν0

2. Μεγιστοβάθµιος όρος του g1(x, y) = xν1 y

3. Μεγιστοβάθµιος όρος του g2(x, y) = xν2 y2

4. · · · · · ·

5. Μεγιστοβάθµιος όρος του gξ (x, y) = xνyξ

Πρόταση 3.9.3. Το σύνολο πολυωνύµων {g0(x, y),g1(x, y), · · · ,gξ (x, y)} ⊆ I είναι ένα πεπερασµένο

υποσύνολο του I και ικανοποιεί τη σχέση

< MO(I) >=< MO(g0(x, y)),MO(g1(x, y)), · · · ,MO(gξ (x, y)) >

και έτσι είναι µία ϐάση Groebner του I .

Απόδειξη Προκύπτει από την προηγούµενη συζήτηση.
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4 Και άλλα για τις βάσεις Groebner

4.1 Γενικά

1. Ας ϑυµηθούµε ξανά τον ορισµό της ϐάσης Groebner από το 3.7.1.

2. Σύµφωνα µε το προηγούµενο µάθηµα για κάθε µη-µηδενικό ιδεώδες I ▷ F[x1, x2, · · · , xν] υπάρχει

(τουλάχιστον µία) ϐάση Groebner.

3. Αν I ένα µη-µηδενικό ιδεώδες του F[x1, x2, · · · , xν], µία ϐάση Groebner αυτού είναι ένα σύνολο

πολυωνύµων του I , το G = {g0(x1, x2, · · · , xν),g1(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gξ (x1, x2, · · · , xν)} µε την

ιδιότητα:

< MO(I) >=< MO(g0(x1, x2, · · · , xν)),MO(g1(x1, x2, · · · , xν)), · · · ,MO(gξ (x1, x2, · · · , xν)) >

4.2 Ελαχιστοποιηµένες και ανηγµένες βάσεις Groebner

Θεωρούµε ένα ιδεώδες I του δακτυλίου F[x1, x2, · · · , xν], διαφορετικό από το τετριµµένο ιδεώδες {0}.
Τα ϐήµατα για να συµπεράνουµε την ύπαρξη ϐάσης Groebner είναι τα παρακάτω:

1. Θεωρούµε το σύνολο όλων των πολυωνύµων του I .

2. ∆ηλώνουµε µία λεξικογραφική διάταξη στις µεταβλητές. Η διάταξη αυτή µας επιτρέπει να έχουµε

διάταξη στα µονώνυµα των πολυωνύµων.

3. Θεωρούµε το σύνολο MO(I) = {λ · xξ11 xξ22 · · · x
ξν
ν , όπου λ ∈ F, λ , 0 και λ · xξ11 xξ22 · · · x

ξν
ν

µεγιστοβάθµιος όρος κάποιου πολυωνύµου του I}.

4. Παρατηρούµε ότι το σύνολο MO(I) είναι άπειρο. Θεωρούµε το ιδεώδες < MO(I) >, που

παράγεται από αυτό το άπειρο σύνολο.

5. Σύµφωνα µε το προηγούµο µάθηµα το ιδεώδες < MO(I) > είναι πεπερασµένα παραγόµενο, δη-

λαδή υπάρχουν µονώνυµα x
ξλ11
1 x

ξλ12
2 · · · x

ξλ1ν
ν , x

ξλ21
1 x

ξλ22
2 · · · x

ξλ2ν
ν , · · · , x

ξλκ1
1 x

ξλκ2
2 · · · xξλκνν τα οποία

εξακολουθούν να παράγουν το ιδεώδες1 < MO(I) >.

6. Τα παραπάνω µονώνυµα είναι µεγιστοβάθµιοι όροι κάποιων πολυωνύµων του αρχικού ιδεώδους I .

΄Εστω

x
ξλ11
1 x

ξλ12
2 · · · x

ξλ1ν
ν =µεγιστοβάθµιος όρος του πολυωνύµου g1(x1, x2, · · · , xν)

x
ξλ21
1 x

ξλ22
2 · · · x

ξλ2ν
ν =µεγιστοβάθµιος όρος του πολυωνύµου g2(x1, x2, · · · , xν)

· · ·

x
ξλκ1
1 x

ξλκ2
2 · · · xξλκνν =µεγιστοβάθµιος όρος του πολυωνύµου gκ (x1, x2, · · · , xν)

7. Τα πολυώνυµα g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν),gκ (x1, x2, · · · , xν) ανήκουν στο ιδεώδες I .

1Οι συντελεστές των µονωνύµων δεν παίζουν ϱόλο, λόγω των ιδιοτήτων του ιδεώδους. Σκεφθείτε γιατί.
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8. Το σύνολο των πολυωνύµων

G = {g1(x1, x2, . . . , xν),g2(x1, x2, . . . , xν), . . . ,gκ (x1, x2, . . . , xν)}

ονοµάζεται βάση Groebner του ιδεώδους I .

9. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα δεν προκύπτει από τον ορισµό ότι έχουµε µοναδική ϐάση Groebner .

Και αυτό είναι σωστό, ότι γενικά ένα ιδεώδες έχει πολλές ϐάσεις Groebner .

10. Σηµαντική παρατήρηση ξανά: Η κρίσιµη ιδιότητα για να είναι ένα σύνολο πολυωνύµων

{g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gκ (x1, x2, · · · , xν)} ϐάση Groebner του ιδεώδους I ,

είναι :

< MO(I) >=< MO(g1(x1, x2, · · · , xν),MO(g2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,MO(gκ (x1, x2, · · · , xν) >2

11. Είναι ϕανερό από τα προηγούµενα ότι εάν

MO(g1(x1, x2, · · · , xν) ∈< MO(g2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,MO(gκ (x1, x2, · · · , xν) >

τότε µπορούµε να διαγράψουµε το πολυώνυµο g1(x1, x2, · · · , xν) και να έχουµε µία νέα ϐάση

Groebner το σύνολο

G = {g2(x1, x2, · · · , xν),g3(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gκ (x1, x2, · · · , xν)}

Για το λόγο αυτό δίνουµε τον παρακάτω ορισµό:

12.

Ορισµός 4.2.1. ΄Εστω I ◁ F[x1, x2, · · · , xν], δηλαδή το I είναι ιδεώδες του δακτυλίουF[x1, x2, · · · , xν].
Το (πεπερασµένο) υποσύνύνολο G = {g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν),gκ (x1, x2, · · · , xν)}
του I , ονοµάζεται ελαχιστοποιηµένη (minimal) βάση Groebner του ιδεώδους I , εάν

(i) ΄Ολοι οι συντελεστές των µεγιστοβαθµίων όρων των πολυωνύµων του συνόλου G είναι 1

(ii) Για κάθε i ∈ {1,2, · · · , κ} έχουµε ότι ο µεγιστοβάθµιος όρος του πολυωνύµου gi (x1, x2, · · · , xν)
δεν ανήκει στο ιδεώδες που παράγουν οι υπόλοιποι µεγιστοβάθµιοι όροι, δηλαδή

MO(gi) << MO(g1),MO(g2), · · · ,MO(gi−1),MO(gi+1), · · · ,MO(gκ) >

13. Από κάθε ϐάση Groebner του ιδεώδους I , µπορούµε να καταλήξουµε σε µία ελαχιστοποιηµένη

ϐάση Groebner του ιδεώδους I , αφαιρώντας όλα τα πολυώνυµα που δεν χρειάζονται3. Αλλά ούτε

και η ελαχιστοποιηµένη ϐάση Groebner είναι µοναδική σε ένα ιδεώδες.

14.

Ορισµός 4.2.2. ΄Εστω I ◁ F[x1, x2, · · · , xν], δηλαδή το I είναι ιδεώδες του δακτυλίουF[x1, x2, · · · , xν].
Το (πεπερασµένο) υποσύνολο G = {g1(x1, x2, · · · , xν),g2(x1, x2, · · · , xν), · · · ,gκ (x1, x2, · · · , xν)}
του I , ονοµάζεται ανηγµένη (reduced) βάση Groebner του ιδεώδους I , εάν

(i) ΄Ολοι οι συντελεστές των µεγιστοβαθµίων όρων των πολυωνύµων του συνόλου G είναι 1 (όπως

και στην ελαχιστοποιηµένη ϐάση Groebner )

2Με ΜΟ(ϕ) ϑα συµβολίζουµε το µεγιστοβάθµιο όρο του πολυωνύµου ϕ
3Γράψτε έναν αλγόριθµο για αυτό.
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(ii) Για κάθε i ∈ {1,2, · · · , κ} έχουµε ότι κανένας όρος του πολυωνύµου gi (x1, x2, · · · , xν) (όχι

µόνο ο µεγιστοβάθµιος όπως στην ελαχιστοποιηµένη ϐάση) δεν ανήκει στο ιδεώδες που

παράγουν οι υπόλοιποι µεγιστοβάθµιοι όροι, δηλαδή

Oρoς (gi) << MO(g1),MO(g2), · · · ,MO(gi−1),MO(gi+1), · · · ,MO(gκ) >

15. Το σηµαντικό εδώ είναι το παρακάτω:

Θεώρηµα 4.2.3. ΄Εστω I ιδεώδες του δακτυλίου F[x1, x2, · · · , xν], µε I , {0}. Τότε το I έχει µία

µοναδική ανηγµένη ϐάση Groebner .

Απόδειξη Η απόδειξη ϑα γίνει προσεχώς.

4.3 Ταυτότητες στο Γυµνάσιο-Λύκειο

Συνήθως στο Γυµνάσιο και στο Λύκειο µας δίνουν να λύσουµε κάποιες ασκήσεις που έχουν κάποιες

υποθέσεις και µας Ϲητούν να καταλήξουµε σε κάποιο συµπέρασµα. Τις περισσότερες ϕορές οι υποθέσεις

είναι σχέσεις πολυωνυµικού τύπου, έστω f1(x1, · · · , xν) = 0, f2(x1, · · · , xν) = 0, · · · , f µ(x1, · · · , xν) = 0
και µας Ϲητούν να αποδείξουµε αν ισχύει η σχέση g(x1, · · · , xν) = 0 πολυωνυµικού τύπου και αυτή.

Μπορούµε να διατυπώσουµε το ερώτηµά µας ως εξής:

Πρόταση 4.3.1. Η σχέση g(x1, · · · , xν) = 0 προκύπτει από τις σχέσεις f1(x1, · · · , xν) = 0, f2(x1, · · · , xν) =
0, · · · , f µ(x1, · · · , xν) = 0 εάν το πολυώνυµο g(x1, · · · , xν) ανήκει στο ιδεώδες

< f1(x1, · · · , xν), f2(x1, · · · , xν), · · · , f µ(x1, · · · , xν) >

Απόδειξη. Αν το πολυώνυµο g(x1, · · · , xν) ανήκει στο ιδεώδες < f1(x1, · · · , xν), f2(x1, · · · , xν), · · · ,
f µ(x1, · · · , xν) >, τότε το g(x1, · · · , xν) ϑα γράφεται ως πολυωνυµικός συνδυασµός των πολυωνύµων

που παράγουν το ιδεώδες. ΄Εχουµε δηλαδή ότι :

g(x1, · · · , xν) = h1(x1, · · · , xν) · f1(x1, · · · , xν) + h2(x1, · · · , xν) · f2(x1, · · · , xν) + · · ·+
hµ(x1, · · · , xν) · f µ(x1, · · · , xν)

Αν τώρα οι δεδοµένες σχέσεις ισχύουν, αν δηλαδή f1(x1, · · · , xν) = 0, f2(x1, · · · , xν) = 0, · · · ,
f µ(x1, · · · , xν) = 0, τότε µηδενίζεται και το g(x1, · · · , xν) δηλαδή ισχύει και η σχέση g(x1, · · · , xν) = 0.

Προχωράµε τώρα σε ένα παράδειγµα:

Παράδειγµα 4.3.2. ΄Εστω ότι οι αριθµοί α, β,γ ικανοποιούν τις σχέσεις :

α + β + γ = 3
α2 + β2 + γ2 = 5
α3 + β3 + γ3 = 7

Να αποδείξετε ότι α4 + β4 + γ4 = 9.

Απόδειξη. Για να αποδείξουµε αυτό που µας Ϲητάνε στο παράδειγµα κάνουµε τα παρακάτω:
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΄Αλγεβρα

1. Παρατηρούµε ότι οι δεδοµένες σχέσεις είναι πολυωνυµικού τύπου µεταξύ των α, β,γ

2. Θεωρούµε τα πολυώνυµα

f1(α, β,γ) = α + β + γ − 3,
f2(α, β,γ) = α2 + β2 + γ2 − 5,
f3(α, β,γ) = α3 + β3 + γ3 − 7

3. Θεωρούµε το ιδεώδες I =< f1(α, β,γ), f2(α, β,γ), f3(α, β,γ) >.

4. Βρίσκουµε µία ϐάση Groebner G του ιδεώδους I .

5. ∆ιαιρούµε το πολυώνυµο h(α, β,γ) = α4 + β4 + γ4 − 9 µε τα πολυώνυµα της ϐάσης Groebner G.

Το αποτέλεσµα, που ϐρίσκουµε είναι µηδέν4.

6. Στηριζόµενοι στα επιχειρήµατα της πρότασης παραπάνω καταλήγουµε στην απόδειξη αυτού που

ϑέλουµε να αποδείξουµε.

Σχόλιο: Στην περίπτωση που δεν ξέραµε πόσο κάνει το άθροισµα α4 + β4 + γ4 αν διαιρέσουµε το

πολυώνυµο α4 + β4 + γ4 µε την ϐάση Groebner G ϑα ϐρούµε υπόλοιπο 9, οπότε στηριζόµενοι στα

επιχειρήµατα της πρότασης παραπάνω καταλήγουµε στην απόδειξη5 ότι α4 + β4 + γ4 = 9

4.4 Καί άλλα για πολυωνυµικές ταυτότητες

Στο ϑέµα των πολυωνυµικών ταυτοτήτων υπάρχει µεγάλη ποικιλία κατευθύνσεων, ερωτηµάτων και αναπά-

ντητων προβληµάτων.

1. Θεώρηµα Schwartz, Zippel ∆είτε το Θεώρηµα Schwartz, Zippel στη διεύθυνση εδώ. Σκεφθείτε ότι

είναι µία «πιθανοθεωρητική προσέγγιση των πολυωνυµικών ταυτοτήτων».

2. Θεώρηµα Tarski,Seidenberg Σηµαντικό ϑεώρηµα που διαπραγµατεύεται εκτός από ισότητες και

ανισότητες. ∆είτε στην διεύθυνση εδώ.

3. ∆είτε επίσης εδώ για τις λεγόµενες ταυτότητες του Νεύτωνα.

4. ∆είτε επίσης εδώ για αποδείξεις του ϑεωρήµατος Cayley-Hamilton.

4Να το επιβεβαιώσετε και εσείς µε όποιον τρόπο µπορείτε.
5Αποδείξτε το λεπτοµερώς.
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