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2 Πολυώνυµα πολλών µεταβλητών

2.1 Ταυτότητες στο Γυµνάσιο-Λύκειο

Συνήθως στο Γυµνάσιο και στο Λύκειο µας δίνουν να λύσουµε κάποιες ασκήσεις που έχουν κάποιες

υποθέσεις και µας Ϲητούν να καταλήξουµε σε κάποιο συµπέρασµα. Τις περισσότερες ϕορές οι υποθέσεις

είναι σχέσεις πολυωνυµικού τύπου, έστω f1(x1, · · · , xν) = 0, f2(x1, · · · , xν) = 0, · · · , f µ(x1, · · · , xν) = 0
και µας Ϲητούν να αποδείξουµε αν ισχύει η σχέση g(x1, · · · , xν) = 0 πολυωνυµικού τύπου και αυτή.

Μπορούµε να διατυπώσουµε το ερώτηµά µας ως εξής:

Πρόταση 2.1.1. Η σχέση g(x1, · · · , xν) = 0 προκύπτει από τις σχέσεις

f1(x1, · · · , xν) = 0, f2(x1, · · · , xν) = 0, · · · , f µ(x1, · · · , xν) = 0 εάν το πολυώνυµο g(x1, · · · , xν) ανήκει

στο ιδεώδες:

< f1(x1, · · · , xν), f2(x1, · · · , xν), · · · , f µ(x1, · · · , xν) >

Αν το πολυώνυµο g(x1, · · · , xν) ανήκει στο ιδεώδες

< f1(x1, · · · , xν), f2(x1, · · · , xν), · · · , f µ(x1, · · · , xν) >

τότε το g(x1, · · · , xν) ϑα γράφεται ως πολυωνυµικός συνδυασµός των πολυωνύµων που παράγουν το

ιδεώδες. ΄Εχουµε δηλαδή ότι :

g(x1, · · · , xν) = h1(x1, · · · , xν) · f1(x1, · · · , xν) +
+ h2(x1, · · · , xν) · f2(x1, · · · , xν) +
+ · · · +

+ hµ(x1, · · · , xν) · f µ(x1, · · · , xν)

Αν τώρα οι δεδοµένες σχέσεις ισχύουν, αν δηλαδή

f1(x1, · · · , xν) = 0, f2(x1, · · · , xν) = 0, · · · , f µ(x1, · · · , xν) = 0

τότε µηδενίζεται και το g(x1, · · · , xν) δηλαδή ισχύει και η σχέση g(x1, · · · , xν) = 0.

Προχωράµε τώρα σε ένα παράδειγµα:

Παράδειγµα 2.1.2. ΄Εστω ότι οι αριθµοί α, β,γ ικανοποιούν τις σχέσεις :

α + β + γ = 3
α2 + β2 + γ2 = 5
α3 + β3 + γ3 = 7

Να αποδείξετε ότι α4 + β4 + γ4 = 9

Για να αποδείξουµε αυτό που µας Ϲητάνε στο παράδειγµα κάνουµε τα παρακάτω:

1. Παρατηρούµε ότι οι δεδοµένες σχέσεις είναι πολυωνυµικού τύπου µεταξύ των α, β,γ

2. Θεωρούµε τα πολυώνυµα:

f1(α, β,γ) = α + β + γ − 3
f2(α, β,γ) = α2 + β2 + γ2 − 5
f3(α, β,γ) = α3 + β3 + γ3 − 7
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3. Θεωρούµε το ιδεώδες I =< f1(α, β,γ), f2(α, β,γ), f3(α, β,γ).

4. Βρίσκουµε µία ϐάση Groebner G του ιδεώδους Ι.

5. ∆ιαιρούµε το πολυώνυµο h(α, β,γ) = α4 + β4 + γ4 − 9 µε τα πολυώνυµα της ϐάσης Groebner G.

Το αποτέλεσµα, που ϐρίσκουµε είναι µηδέν1.

6. Στηριζόµενοι στα επιχειρήµατα της πρότασης παραπάνω καταλήγουµε στην απόδειξη αυτού που

ϑέλουµε να αποδείξουµε.

Σχόλιο: Στην περίπτωση που δεν ξέραµε πόσο κάνει το άθροισµα α4 + β4 + γ4 αν διαιρέσουµε το

πολυώνυµο α4 + β4 + γ4 µε την ϐάση Groebner G ϑα ϐρούµε υπόλοιπο 9, οπότε στηριζόµενοι στα

επιχειρήµατα της πρότασης παραπάνω καταλήγουµε στην απόδειξη2 ότι α4 + β4 + γ4 = 9.

2.2 Γενικά για τον δακτύλιο των πολυωνύµων

1. Αν F3 το σώµα των συντελεστών, το σύνολο των πολυωνύµων µιας µεταβλητής µε συντελεστές από

το F, ϑα το συµβολίζουµε µε F[x].

2. ∆ες πληροφορίες για τα σώµατα στα µαθηµατικά εδώ.

3. Το σύνολο των πολυωνύµων F[x] είναι ένας µεταθετικός δακτύλιος µε µοναδιαίο.

4. ∆ες πληροφορίες για τους δακτυλίους στα µαθηµατικά εδώ.

5.

Θεώρηµα 2.2.1. ΄Εστω∆(x) ∈ F[x] και δ(x) ∈ F[x] µε δ(x) , 0(x). Υπάρχουν µοναδικά πολυώνυµα

π(x) και υ(x) µε τις παρακάτω ιδιότητες

(i) ∆(x) = δ(x) · π(x) + υ(x)

(ii) Είτε υ(x) = 0(x), δηλαδή είναι το µηδενικό πολυώνυµο,

είτε υ(x) , 0(x) και ϐαθµός ( υ(x) )< ϐαθµός ( δ(x) )

Απόδειξη

(i) Ας ϑεωρήσουµε ότι :

1. ∆(x) = αν · xν + αν−1 · xν−1 + · · ·+ α1 · x + α0 µε αν , 0, δηλαδή το ∆(x) έχει ϐαθµό ν.

2. δ(x) = βµ · xµ + βµ−1 · xµ−1 + · · ·+ β1 · x + β0 µε βν , 0, δηλαδή το ∆(x) έχει ϐαθµό µ.

3. Εάν ν < µ, δηλαδή ο ϐαθµός του ∆(x) είναι γνήσια µικρότερος του δ(x), τότε ϑέτουµε

π(x) = 0(x) και υ(x) = ∆(x) και οι απαιτήσεις του ϑεωρήµατος ικανοποιούνται πλήρως.

4. ΄Εστω4 ότι ν ≥ µ. Στην περίπτωση αυτή ϑεωρούµε το µονώνυµο
αν
βµ
· xν−µ.

5. Παρατηρούµε ότι το πολυώνυµο:

(2.2.1.1) υ1(x) = ∆(x) −
αν
βµ
· xν−µ · δ(x)

έχει ϐαθµό γνήσια µικρότερο του ϐαθµού του ∆(x), δηλαδή έχει ϐαθµό γνήσια µικροτέρου

του ν, διότι ο µεγιστοβάθµιος όρος του ∆(x) διαγράφηκε.

1Να το επιβεβαιώσετε και εσείς µε όποιον τρόπο µπορείτε.
2Αποδείξτε το λεπτοµερώς.
3Στο µάθηµα αυτό ως σώµα συντελεστών ϑα έχουµε το σώµα R των πραγµατικών αριθµών, εκτός εάν αναφέρουµε κάτι

διαφορετικό. Πάντως οι περισσότερες προτάσεις και ϑεωρήµατα ισχύουν για όλα τα σώµατα.
4Στη ϑεωρία πολυωνύµων δεν επιτρέπονται αρνητικοί εκθέτες

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 5

http://en.wikipedia.org/wiki/Field_%28mathematics%29
http://en.wikipedia.org/wiki/Ring_%28mathematics%29


΄Αλγεβρα

6. Ας υποθέσουµε ότι το υ1(x) είναι ένα πολυώνυµο της µορφής:

(2.2.1.2) υ1(x) = λξ · xξ + λξ−1 · xξ−1 + · · · + λ1 · x + λ0

µε λξ , 0 και ξ < ν

7. α ) Αν ο ϐαθµός του υ1(x) είναι γνήσια µικρότερος του ϐαθµού του δ(x), δηλαδή του µ,

τότε ϑεωρούµε ως π(x) το
αν
βµ
· xν−µ και ως υ(x) το υ1(x). Με έλεγχο διαπιστώνουµε

ότι ικανοποιούνται πλήρως οι απαιτήσεις του πρώτου µέρους του ϑεωρήµατος.

β ) Αν ξ =βαθµός του δ(x) > µ, ϑεωρούµε το µονώνυµο
λξ
βµ
· xξ−µ.

8. Στην περίπτωση ϐ) ϑεωρούµε το πολυώνυµο:

(2.2.1.3) υ2(x) = υ1(x) −
λξ

βµ
· xξ−µ · δ(x) = ∆(x) −

αν
βµ
· xν−µ · δ(x) −

λξ

βµ
· xξ−µ · δ(x)

9. Για το υ2(x) εξετάζουµε πάλι εάν ο ϐαθµός του (ο οποίος είναι γνήσια µικρότερος από

τον ϐαθµό του υ1(x)) είναι µικρότερος από τον ϐαθµό µ του δ(x) ή όχι και συνεχίζουµε

ανάλογα όπως προηγουµένως.

10. Επειδή η ακολουθία ( υ1(x),υ2(x),υ3(x), · · · ) είναι γνησίως ϕθίνουσα στους ϐαθµούς,

ϑα υπάρχει η πρώτη ϕορά, που ο ϐαθµός του υi (x) γίνεται γνήσια µικρότερος του µ. Στην

περίπτωση αυτή σταµατάµε και ϑέτουµε:

υ(x) = υi (x) και π(x) = ανβµ · x
ν−µ +

λξ
βµ
· xξ−µ + · · ·

11. Παρατηρούµε ότι το πρώτο (το υπαρξιακό) µέρος του ϑεωρήµατος αποδείχθηκε

(ii) ΄Εστω τώρα ότι έχουµε:

∆(x) = δ(x) · π(x) + υ(x) και

∆(x) = δ(x) · π′(x) + υ′(x)
Αφαιρώντας κατά µέλη έχουµε δ(x) (π(x) − π′(x)) = υ′(x) − υ(x)
Αν π(x) − π′(x) , 0(x) τότε και υ′(x) − υ(x) , 0(x) και εξετάζοντας τους ϐαθµούς και των

δύο µελών καταλήγουµε σε άτοπο.

Τελικά καταλήγουµε ότι π(x)−π′(x) = 0(x) και υ′(x)−υ(x) = 0(x) και έτσι έχουµε αποδείξει

και το δεύτερο µέρος του ϑεωρήµατος

6.

Ορισµός 2.2.2. ΄Εστω ∆(x), δ(x), π(x),υ(x) τα πολυώνυµα του προηγουµένου ϑεωρήµατος.

(i) Το πολυώνυµο ∆(x) ϑα λέγεται διαιρετέος.

(ii) Το πολυώνυµο δ(x) ϑα λέγεται διαιρέτης.

(iii) Το πολυώνυµο π(x) ϑα λέγεται πηλίκο της διαίρεσης.

(iv) Το πολυώνυµο υ(x) ϑα λέγεται υπόλοιπο της διαίρεσης.

(v) Αν το υπόλοιπο της διαίρεσης του ∆(x) δια του δ(x) είναι το µηδενικό πολυώνυµο 0(x), ϑα

λέµε ότι το δ(x) διαιρεί το ∆(x) και ϑα γράφουµε δ(x) | ∆(x).

2.3 Προαιρετική άσκηση για εξάσκηση

1. ∆ίνεται το σύστηµα:

(Σ)
f (x) = (α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x + (γ + 13) = 0
g(x) = (α + 2β)x4 + (α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x + (γ + 13) = 0

όπου α,β,γ τα τρία τελευταία ψηφία του Αρ. Μητρώου σας αρχίζοντας από το τέλος.
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1. 1. Να εκτελέσετε τη διαίρεση του g(x) δια του f (x) και να ϐρείτε το πηλίκο π(x) και το υπόλοιπο

υ(x).

1. 2. Να αποδείξετε ότι το σύνολο λύσεων του συστήµατος (Σ) είναι ίσο µε το σύνολο λύσεων του

συστήµατος:

( Σ⋆ )
f (x) = (α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x + (γ + 13) = 0
υ(x) = 0

1. 3. Με ϐάση τα προηγούµενα να ϐρείτε το σύνολο λύσεων του συστήµατος (Σ).

2. ∆είτε το ϐίντεο5 στη διεύθυνση εδώ. Σκεφθείτε πάνω στο ϐασικό στόχο του µαθήµατος µε αφορµή

το ϐίντεο και προσαρµόστε τον στόχο αυτό σε συστήµατα πολυωνύµων µιας µεταβλητής.

3. Να ϑεωρήσετε το σύστηµα:

(Σ∗)

f (x) = (α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x + (γ + 13) = 0
g(x) = (α + 2β)x4 + (α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x + (γ + 13) = 0
h(x) = x5 − 9x + 3 = 0

όπου α,β,γ τα τρία τελευταία ψηφία του Αρ. Μητρώου σας αρχίζοντας από το τέλος.

3. 1. Χρησιµοποιώντας τον Ευκλείδειο αλγόριθµο να ϐρείτε τρία πολυώνυµα κ(x), λ(x), ξ (x) ∈ R[x]
έτσι ώστε:

MK∆( f (x),g(x),h(x)) = κ(x) · f (x) + λ(x) · g(x) + ξ (x) · h(x)

Στοιχεία για τον Ευκλείδειο αλγόριθµο µπορείτε να ϐρείτε είτε εδώ είτε στο ϐιβλίο Βασικής

΄Αλγεβρας εδώ.

3. 2. Να λύσετε το σύστηµα ( Σ∗) µε τη ϐοήθεια του ΜΚ∆ παραπάνω.

3. 3. ∆ιατυπώστε και αποδείξτε ένα ϑεώρηµα επίλυσης συστηµάτων πολυωνύµων µιας µεταβλητής

µε τη ϐοήθεια του ΜΚ∆.

5 Ο σκηνοθέτης Ϲητάει συγνώµη για την ποιότητα του ϐίντεο.
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3 Ο αλγόριθµος της διαίρεσης

3.1 Γενικά

Η πράξη της διαίρεσης στον δακτύλιο F[x1, x2, · · · , xν],1 όπου F είναι ένα σώµα, είναι καθοριστικής

σηµασίας για τη συνέχεια. Υπενθυµίζουµε ότι στον δακτύλιο των πολυωνύµων µιας µεταβλητής για να γίνει

η διαίρεση χρειαζόµαστε:

1) Να έχουµε ένα διαιρετέο ∆(x) ∈ F[x] και ένα διαιρέτη δ(x) ∈ F[x] µε δ(x) , 0.

2) Να διατάξουµε τα µονώνυµα του διαιρετέου και τα µονώνυµα του διαιρέτη χρησιµοποιώντας την

ϕυσική διάταξη των δυνάµεων των µονωνύµων.

Μετά την εκτέλεση της διαίρεσης έχουµε

∆(x) = δ(x)π(x) + υ(x) µε



υ(x) = 0
ή

υ(x) , 0 και deg(υ(x)) < deg(δ(x))




Κάτι που πρέπει να τονισθεί ιδιαίτερα εδώ είναι ότι το πηλίκο π(x) και το υπόλοιπο υ(x) είναι µοναδικά.

∆ες σχετικά στο 2. Σε όλες τις περιπτώσεις2 αν I =< f (x),g(x) > είναι το ιδεώδες του δακτυλίου F[x]
που παράγεται από τα δύο πολυώνυµα f (x),g(x) ϑα έχουµε ότι υ(x) ∈ I .Με τα ιδεώδη ϑα ασχοληθούµε

αναλυτικά στα επόµενα µαθήµατα. ∆είτε όµως τον ορισµό του ιδεώδους ενός δακτυλίου για καλύτερη

κατανόηση του µαθήµατος.

Θα µπορούσαµε να πούµε ότι κατά την εύρεση του υπολοίπου, η προσπάθειά µας επικεντρώνεται στην

εύρεση ενός πολυωνύµου µέσα στο ιδεώδες I =< f (x),g(x) >, το οποίο να έχει τον ελάχιστο ϐαθµό.

Υπενθυµίζουµε επίσης ότι κάθε στοιχείο h(x) του I είναι της µορφής h(x) = κ(x) f (x) + λ(x)g(x), όπου

κ(x), λ(x) ∈ F[x].

∆ες επίσης και ένα σχετικό ϐίντεο εδώ.

3.2 Βήµατα διαίρεσης

Θα ορίσουµε τώρα µία διαδικασία διαίρεσης (αλγόριθµο διαίρεσης) στον δακτύλιο F[x1, x2, · · · , xν] έτσι

ώστε δοθέντων των πολυωνύµων

1. ∆(x1, x2, · · · , xν)

2. f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), f3(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν)

1 Υπενθυµίζουµε ότι το σύνολο F[x1, x2, · · · , xν ], συµβολίζει το σύνολο των πολυωνύµων µε µεταβλητές x1, x2, · · · , xν και

συντελεστές στοιχεία από το σώµα F. Στο σύνολο αυτό, έχουν ορισθεί δύο πράξεις, η πράξη της πρόσθεσης πολυωνύµων και

η πράξη του πολλαπλασιασµού πολυωνύµων. Η τριάδα (F[x1, x2, · · · , xν ],+, ·) αναφέρεται ως δακτύλιος των πολυωνύµων µε

ν µεταβλητές και συντελεστές από το σώµα F.
2Υπενθυµίζουµε εδώ από την Βασική ΄Αλγεβρα, ότι στο µηδενικό πολυώνυµο δεν επισυνάπτουµε ϐαθµό και τα σταθερά

µη-µηδενικά πολυώνυµα έχουν ϐαθµό µηδέν.
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ο αλγόριθµος να δίνει :

1. Μία έκφραση του πολυωνύµου ∆(x1, x2, · · · , xν) ως εξής:

∆(x1, x2, · · · , xν) = π1(x1, x2, · · · , xν) · f1(x1, x2, · · · , xν) +
π2(x1, x2, · · · , xν)· f2(x1, x2, · · · , xν)+· · ·+πµ(x1, x2, · · · , xν)· f µ(x1, x2, · · · , xν)+υµ(x1, x2, · · · , xν)

2. Το πολυώνυµο υµ(x1, x2, · · · , xν), το οποίο ϑα το λέµε υπόλοιπο της διαίρεσης και τη διατεταγµένη

µ-άδα πολυωνύµων (π1(x1, x2, · · · , xν), π2(x1, x2, · · · , xν), · · · , πµ(x1, x2, · · · , xν)), την οποία ϑα

λέµε πηλίκο της διαίρεσης.

Στη συνέχεια ϑα προσπαθήσουµε να δούµε ένα παράδειγµα διαίρεσης ενός πολυωνύµου ∆(x, y) διά

ενός Ϲεύγους πολυωνύµων ( f1(x, y), f2(x, y)). Για ευκολία ϑεωρούµε και τα τρία πολυώνυµα µε πραγ-

µατικούς συντελεστές.

΄Οπως είπαµε παραπάνω ϑέλουµε να οδηγηθούµε σε µια σχέση της µορφής:

∆(x, y) = π1(x, y) · f1(x, y) + π2(x, y) · f2(x, y) + υ(x, y)

όπου:

∆ = ∆(x, y) : ∆ιαιρετέος

δ = ( f1(x, y), f2(x, y)) : διαιρέτης

π = (π1(x, y), π2(x, y)) : πηλίκο

υ(x, y) : υπόλοιπο

3.3 Παράδειγµα διαίρεσης στον δακτύλιο F[x, y]

Παράδειγµα 3.3.1. Να υπολογιστεί το αποτέλεσµα της διαίρεσης του πολυωνύµου ∆(x, y) = g(x, y) =
xy2 + 1 µε τα πολυώνυµα ( f1(x, y) = xy + 1, f2(x, y) = y + 1).

∆ιαδικασία διαίρεσης

Βήµα 1 ∆ες εδώ το ϐίντεο για ϐοήθεια πριν τη µελέτη. Θεωρούµε τώρα µία διάταξη στις µεταβλητές

(π.χ. x > y). Η διάταξη αυτή επάγει µία διάταξη, την λεξικογραφική, στα µονώνυµα ως εξής:

Παρατηρούµε ότι κάθε µονώνυµο είναι της µορφής xκyλ , όπου κ και λ είναι µη αρνητικοί ακέραιοι3.

΄Ετσι κάθε µονώνυµο καθορίζεται πλήρως από ένα Ϲεύγος (κ, λ) ∈ Z≥0. Ορίζουµε τώρα

(κ1, λ1) > (κ2, λ2)
oρσ
⇐=⇒ κ1 > κ2 η

′ κ1 = κ2 και λ1 > λ2

και

xκ1 yλ1 > xκ2 yλ2
oρσ
⇐=⇒ (κ1, λ1) > (κ2, λ2)

Βήµα 2 Κατασκευάζουµε το παρακάτω διάγραµµα προκειµένου να αρχίσουµε την διαίρεση, γράφοντας τα

πολυώνυµα που λαµβάνουν µέρος στη διαίρεση ως γραµµικό συνδυασµό µονωνύµων µε ϕθίνουσα

σειρά.

3 ΄Οπως έχουµε ξαναπεί στα πολυώνυµα δεν επιτρέπονται αρνητικοί εκθέτες
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f1(x, y) = xy + 1 g(x, y) = xy2 + 1

f2(x, y) = y + 1

π1(x, y) =

π2(x, y) =

υ(x, y) =

Βήµα 3 Θεωρούµε το µεγιστοβάθµιο όρο του ∆ιαιρετέου (µαζί µε τον συντελεστή του), ο οποίος στην

περίπτωσή µας είναι ο xy2 και τον µεγιστοβάθµιο όρο του πρώτου κατά σειρά πολυωνύµου του

διαιρέτη (µαζί µε τον συντελεστή του), που είναι ο xy. Εκτελούµε τη διαίρεση xy2 : xy και ϐρίσκουµε

y. Εδώ σηµειώνουµε ότι αν υπήρχαν και αριθµητικοί συντελεστές ϑα είχαµε και το πηλίκο αυτών,

δηλαδή αν είχαµε 7xy2 δια 5xy, τότε το αποτέλεσµα είναι (7/5)y. Θέτουµε στον πρώτο όρο του

πηλίκου π1(x, y) µετά το = το y. ΄Εχουµε την παρακάτω εικόνα:

f1(x, y) = xy + 1 g(x, y) = xy2 + 1

f2(x, y) = y + 1

π1(x, y) = y

π2(x, y) =

υ(x, y) =

Βήµα 4 Πολλαπλασιάζουµε το πολυώνυµο f1(x, y) = xy + 1 επί y και το αφαιρούµε από το g(x) = xy2 + 1.

΄Εχουµε την παρακάτω εικόνα:
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f1(x, y) = xy + 1 g(x, y) = xy2 + 1

f2(x, y) = y + 1
y(xy + 1) = xy2 + y, g(x) − (xy2 + y) = −y + 1

π1(x, y) = y

π2(x, y) =

υ(x, y) =

Βήµα 5 Προέκυψε το πολυώνυµο −y + 1, το οποίο είναι ένα ενδιάµεσο υπόλοιπο. Ο µεγιστοβάθµιος όρος

του(µαζί µε τον συντελεστή του) είναι ο −y. Ο µεγιστοβάθµιος όρος του πρώτου όρου του διαιρέτη

f1(x, y) = xy + 1 είναι ο xy. Παρατηρούµε ότι ο µεγιστοβάθµιος όρος xy του f1(x, y) δεν διαιρεί

τον y.

Θεωρούµε τώρα τον µεγιστοβάθµιο όρο του f2(x, y) = y + 1, ο οποίος είναι ο y. Ο όρος αυτός

διαιρεί τον −y, που είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος του ενδιάµεσου υπολοίπου −y + 1 και το πηλίκο

είναι −1.

Κατόπιν πολλαπλασιάζουµε το −1 µε το f2(x, y) = y + 1 και το αφαιρούµε από το ενδιάµεσο

υπόλοιπο −y + 1. Βρίσκουµε έτσι τον πρώτο όρο του πηλίκου π2(x, y), ο οποίος είναι ο −1 και το

υπόλοιπο, που είναι ο αριθµός 2.

Τελικά έχουµε την παρακάτω εικόνα:

f1(x, y) = xy + 1 g(x, y) = xy2 + 1

f2(x, y) = y + 1
y(xy + 1) = xy2 + y, g(x) − (xy2 + y) = −y + 1
−1 · (y + 1) = −y − 1, −y + 1 − (−y − 1) = 2

π1(x, y) = y

π2(x, y) = −1

υ(x, y) = 2

Βήµα 6 Εδώ αναγκαστικά σταµατάει η διαδικασία αυτή, διότι ο µεγιστοβάθµιος όρος του υπολοίπου υ(x, y) =
2 είναι ο 2≡ 2 · x0y0, ο οποίος δεν διαιρείται ούτε από τον µεγιστοβάθµιο όρο του f1(x, y) ούτε από

τον µεγιστοβάθµιο όρο του f2(x, y).

∆ιατυπώνουµε το τελικό συµπέρασµά µας λέγοντας ότι το πηλίκο της διαίρεσης του πολυωνύµου

g(x, y) = xy2+1 δια του διατεταγµένου Ϲεύγους πολυωνύµων ( f1(x, y) = xy+1, f2(x, y) = y+1)
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είναι το διατεταγµένο Ϲεύγος πολυωνύµων (π1(x, y) = y, π2(x, y) = −1) και το υπόλοιπο υ(x, y) =
2. ∆ηλαδή ισχύει

g(x) = xy2 + 1 = f1(x, y) · π1(x, y) + f2(x, y) · π2(x, y) + υ(x, y)

Μετά τη µελέτη του παραδείγµατος αυτού δείτε το ϐίντεο εδώ.

3.4 Παράδειγµα διαίρεσης στον δακτύλιο F[x, y, z]

∆ίνουµε ακόµη ένα παράδειγµα διαίρεσης µε τρείς µεταβλητές

Παράδειγµα 3.4.1. Να υπολογιστεί το αποτέλεσµα της διαίρεσης του πολυωνύµου g(x, y, z) = 3x5y2z −
xy3z + 7yz + 18 µε το Ϲεύγος πολυωνύµων ( f1(x, y, z) = x3yz5 + 1, f2(x, y, z) = yz + 1).

∆ιαδικασία διαίρεσης

Βήµα 1 Θεωρούµε µία διάταξη στις µεταβλητές (π.χ. x > y > z). Η διάταξη αυτή επάγει µία διάταξη,

την λεξικογραφική, στα µονώνυµα και αυτή µε τη σειρά της µία διάταξη κατά ϕθίνουσα σειρά των

µονωνύµων στα πολυώνυµα. ΄Ετσι έχουµε

g(x, y, z) = 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18
f1(x, y, z) = x3yz5 + 1
f2(x, y, z) = yz + 1

Βήµα 2 Κατασκευάζουµε το παρακάτω διάγραµµα προκειµένου να αρχίσουµε την διαίρεση.

f1(x, y, z) = x3yz5 + 1 g(x, y, z) = 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18

f2(x, y) = yz + 1

π1(x, y) =

π2(x, y) =

υ(x, y) =

Βήµα 3 Θεωρούµε το µεγιστοβάθµιο όρο του ∆ιαιρετέου (µαζί µε τον συντελεστή του), ο οποίος στην

περίπτωσή µας είναι ο 3x5y2z και τον µεγιστοβάθµιο όρο του πρώτου κατά σειρά πολυωνύµου του

διαιρέτη (µαζί µε τον συντελεστή του), που είναι ο x3yz5. Προσπαθούµε να εκτελέσουµε τη διαίρεση

3x5y2z : x3yz5.

Η διαίρεση δεν γίνεται, διότι ο εκθέτης της µεταβλητής z είναι µεγαλύτερος στον δεύτερο όρο και

για το λόγο αυτό επιχειρούµε να διαιρέσουµε το µεγιστοβάθµιο όρο του ∆ιαιρετέου (µαζί µε τον
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συντελεστή του) µε τον µεγιστοβάθµιο όρο του δευτέρου κατά σειρά πολυωνύµου του διαιρέτη (µαζί

µε τον συντελεστή του), που είναι ο yz.

Η διαίρεση τώρα γίνεται και έχουµε ως αποτέλεσµα 3x5y.

Το 3x5y το τοποθετούµε στο πηλίκο, που αντιστοιχεί στο δεύτερο πολυώνυµο διαίρεσης.

Πολλαπλασιάζουµε το 3x5y επί το f2(x, y) = yz + 1 και το αφαιρούµε από το g(x) = 3x5y2z −
xy3z + 7yz + 18. ΄Εχουµε έτσι την παρακάτω εικόνα:

f1(x, y, z) = x3yz5 + 1 g(x, y, z) = 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18

f2(x, y, z) = yz + 1
g(x, y, z) − 3x5y f2(x, y, z)

= 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18 − 3x5y(yz + 1)

π1(x, y, z)
= −xy3z + 7yz + 18 − 3x5y

π2(x, y, z) = 3x5y

υ(x, y, z) =

Βήµα 4 Προέκυψε το πολυώνυµο −xy3z + 7yz + 18 − 3x5y, το οποίο είναι ένα ενδιάµεσο υπόλοιπο.

Γράφουµε το πολυώνυµο αυτό ως γραµµικό συνδυασµό µονωνύµων µε ϕθίνουσα σειρά χρησιµο-

ποιώντας τη λεξικογραφική διάταξη, δηλαδή −3x5y − xy3z + 7yz + 18. Ο µεγιστοβάθµιος όρος του

(µαζί µε τον συντελεστή του) είναι ο −3x5y. Ο µεγιστοβάθµιος όρος του πρώτου όρου του διαιρέτη

f1(x, y, z) = x3yz5+1 είναι ο x3yz5. Παρατηρούµε ότι ο µεγιστοβάθµιος όρος x3yz5 του f1(x, y, z)
δεν διαιρεί τον −3x5y4.

Θεωρούµε τώρα τον µεγιστοβάθµιο όρο του f2(x, y, z) = yz + 1, ο οποίος είναι ο yz. Ο όρος

αυτός δεν διαιρεί τον −3x5y, που είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος του ενδιάµεσου υπολοίπου −3x5y−

xy3z + 7yz + 18.

Στο σηµείο αυτό τοποθετούµε τον όρο −3x5y στο υπόλοιπο και µένει ως ενδιάµεσο υπόλοιπο το

−xy3z + 7yz + 18.

΄Ετσι έχουµε την εικόνα:

f1(x, y, z) = x3yz5 + 1 g(x, y, z) = 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18

f2(x, y, z) = yz + 1
g(x, y, z) − 3x5y f2(x, y, z)

= 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18 − 3x5y(yz + 1)

π1(x, y, z)
= −3x5y − xy3z + 7yz + 18

π2(x, y, z) = 3x5y

−xy3z + 7yz + 18
υ(x, y, z) = −3x5y

4Υπενθυµίζουµε ότι στα πολυώνυµα δεν επιτρέπονται αρνητικοί εκθέτες στις µεταβλητές
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Βήµα 5 Προέκυψε το πολυώνυµο−xy3z+7yz+18, το οποίο είναι ένα ακόµη ενδιάµεσο υπόλοιπο. Γράφου-

µε το πολυώνυµο αυτό ως γραµµικό συνδυασµό µονωνύµων µε ϕθίνουσα σειρά χρησιµοποιώντας τη

λεξικογραφική διάταξη, δηλαδή −xy3z+7yz+18. Ο µεγιστοβάθµιος όρος του (µαζί µε τον συντελε-

στή του) είναι ο−xy3z. Ο µεγιστοβάθµιος όρος του πρώτου όρου του διαιρέτη f1(x, y, z) = x3yz5+1
είναι ο x3yz5. Παρατηρούµε ότι ο µεγιστοβάθµιος όρος x3yz5 του f1(x, y, z) δεν διαιρεί τον −xy3z.

Θεωρούµε τώρα τον µεγιστοβάθµιο όρο του f2(x, y, z) = yz+1, ο οποίος είναι ο yz. Ο όρος αυτός

διαιρεί τον −xy3z, που είναι ο µεγιστοβάθµιος όρος του ενδιάµεσου υπολοίπου −xy3z + 7yz + 18.
Βρίσκουµε ως πηλίκο −xy2 και το τοποθετούµε στο π2(x, y, z).

΄Εχουµε την εικόνα:

f1(x, y, z) = x3yz5 + 1 g(x, y, z) = 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18

f2(x, y, z) = yz + 1
g(x, y, z) − 3x5y f2(x, y, z)

= 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18 − 3x5y(yz + 1)

π1(x, y, z)
= −3x5y − xy3z + 7yz + 18

π2(x, y, z) = 3x5y − xy2

−xy3z + 7yz + 18
υ(x, y, z) = −3x5y

−xy3z + 7yz + 18

Βήµα 6 Πολλαπλασιάζουµε το πηλίκο −xy2 επί το f2(x, y, z) = yz + 1 και το αφαιρούµε από το −xy3z +
7yz + 18 . Βρίσκουµε το xy2 + 7yz + 18, το οποίο είναι το νέο µας ενδιάµεσο υπόλοιπο.

Η εικόνα µας γίνεται τώρα ως εξής:

f1(x, y, z) = x3yz5 + 1 g(x, y, z) = 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18

f2(x, y, z) = yz + 1
g(x, y, z) − 3x5y f2(x, y, z)

= 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18 − 3x5y(yz + 1)

π1(x, y, z)
= −3x5y − xy3z + 7yz + 18

π2(x, y, z) = 3x5y − xy2

−xy3z + 7yz + 18

−xy3z + 7yz + 18 − (−xy2(yz + 1)) = xy2 + 7yz + 18
υ(x, y, z) = −3x5y

Βήµα 7 Συνεχίζουµε ξανά τη διαδικασία. Ο µεγιστοβάθµιος όρος του ενδιάµεσου υπολοίπου είναι ο xy2, ο

οποίος δεν διαιρείται µε τον µεγιστοβάθµιο όρο του πρώτου πολυωνύµου του διαιρέτη. Για το λόγο
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αυτό εξακολουθούµε να έχουµε το µηδενικό πολυώνυµο 0(x), στο πρώτο πηλίκο. Η διαίρεση δεν

συνεχίζεται ούτε µε το δεύτερο πολυώνυµο-διαιρέτη. Για το λόγο αυτό ϐάζουµε το xy2 στο υπόλοιπο

και έχουµε την εικόνα

f1(x, y, z) = x3yz5 + 1 g(x, y, z) = 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18

f2(x, y, z) = yz + 1
g(x, y, z) − 3x5y f2(x, y, z)

= 3x5y2z − xy3z + 7yz + 18 − 3x5y(yz + 1)

π1(x, y, z)
= −3x5y − xy3z + 7yz + 18

π2(x, y, z) = 3x5y − xy2

−xy3z + 7yz + 18

−xy3z + 7yz + 18 − (−xy2(yz + 1)) = xy2 + 7yz + 18
υ(x, y, z) = −3x5y + xy2

7yz + 18

Βήµα 8 Τώρα ϕαίνεται πως ϑα συνεχίσουµε. Βρίσκουµε λοιπόν:

(i) πηλίκο π1(x, y, z) = 0(x), το µηδενικό πολυώνυµο

(ii) πηλίκο π2(x, y, z) = 3x5y − xy2 + 7

(iii) υπόλοιπο υ(x, y, z) = −3x5y + xy2 + 11

Βήµα 9 Επιβεβαιώνουµε το αποτέλεσµα:

∆(x, y, z) = g(x, y, z) = π1(x, y, z) · f1(x, y, z) + π2(x, y, z) · f2(x, y, z) + υ(x, y, z)

3.5 Σχόλια πάνω στον αλγόριθµο της δαίρεσης πολυωνύµων πολλών

µεταβλητών

3.5.1 Η λεξικογραφική διάταξη

Η λεξικογραφική5 διάταξη ορίζεται στο σύνολο:

E = {(α1,α2,α3, · · · ,αν) | αi ∈ {0,1,2,3, · · · , } = N}

ως εξής:

(α1,α2,α3, · · · ,αν) > (β1, β2, β3, · · · , βν) ⇐⇒
5Σκεφθείτε πως ϐάζουµε τις λέξεις σε ένα λεξικό και ϑα δικαιολογήσετε το όνοµα.
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α1 > β1 η
′ (α1 = β1 και α2 > β2) η′ (α1 = β1 και α2 = β2 και α3 > β3)

η′ · · · (α1 = β1 και α2 = β2 και α3 = β3, · · · και αν−1 = βν−1 και αν > βν)

1. Από τον ορισµό έχουµε ότι (α1,α2,α3, · · · ,αν) > (β1, β2, β3, · · · , βν) ⇐⇒
στη διαφορά (α1,α2,α3, · · · ,αν) − (β1, β2, β3, · · · , βν) η πρώτη µη-µηδενική συντεταγµένη είναι

ϑετικός ακέραιος.

2. Η λεξικογραφική διάταξη που ορίσαµε είναι ολική διάταξη, δηλαδή αν έχουµε δύο στοιχεία του Ε τα

(α1,α2,α3, · · · ,αν) και (β1, β2, β3, · · · , βν), τότε ακριβώς µία σχέση από τις παρακάτω ισχύει :

(i) (α1,α2,α3, · · · ,αν) > (β1, β2, β3, · · · , βν)

(ii) (α1,α2,α3, · · · ,αν) < (β1, β2, β3, · · · , βν)

(iii) (α1,α2,α3, · · · ,αν) = (β1, β2, β3, · · · , βν)

3. Η λεξικογραφική διάταξη είναι συµβατή µε την πρόσθεση διανυσµάτων δηλαδή εάν

(α1,α2,α3, · · · ,αν), (β1, β2, β3, · · · , βν) και (γ1, γ2, · · · , γν) τρία στοιχεία του Ε και

(α1,α2,α3, · · · ,αν) > (β1, β2, β3, · · · , βν), τότε

(α1,α2,α3, · · · ,αν) + (γ1, γ2, · · · , γν) > (β1, β2, β3, · · · , βν) + (γ1, γ2, · · · , γν)

4. Κάθε πολυώνυµο f (x1, x2, · · · , xν) ∈ F[x1, x2, · · · , xν], δηλαδή κάθε πολυώνυµο ν-µεταβλητών µε

συντελεστές από το σώµα F, είναι άθροισµα µονωνύµων της µορφής

λ · xα1
1 xα2

2 ...x
αnu
ν

όπου λ ∈ F και (α1,α2,α3, · · · ,αν) ∈ E
Το λ λέγεται συντελεστής του µονωνύµου και το διάνυσµα (α1,α2,α3, · · · ,αν) ∈ E λέγεται ϐαθµός

του µονωνύµου.

5. Κάθε πολυώνυµο f (x1, x2, · · · , xν) ∈ F[x1, x2, · · · , xν], µε τη ϐοήθεια της λεξικογραφικής διάταξης

στο Ε, µπορεί να τεθεί στη µορφή αθροίσµατος µονωνύµων µε ϕθίνουσα διάταξη. Η µορφή αυτή

είναι µοναδική.

6.

Θεώρηµα 3.5.1. Κάθε µή κενό υποσύνολο του Ε έχει ελάχστο.

Απόδειξη΄Εστω A1 το σύνολο των ακεραίων που εµφανίζονται στην πρώτη συντεταγµένη στοιχείων

του Ε. Το σύνολο αυτό είναι µη-κενό σύνολο ϕυσικών αριθµών, άρα ϑα έχει ελάχιστο έστω κ1.

΄Εστω A2 το σύνολο των ακεραίων που εµφανίζονται στην δεύτερη συντεταγµένη στοιχείων του Ε. Το

σύνολο αυτό είναι µη-κενό σύνολο ϕυσικών αριθµών, άρα ϑα έχει ελάχιστο έστω κ2. Συνεχίζοντας

ϐρίσκουµε µία ν-άδα ϕυσικών (κ1, κ2, · · · , κν). Η ν-άδα αυτή είναι στοιχείο του Ε και είναι το ελάχιστο

στοιχείο του Ε (γιατί;).

7.

Θεώρηµα 3.5.2. Ο αλγόριθµος τερµατίζει σε πεπερασµένα ϐήµατα

Απόδειξη ΄Αµεση από τα προηγούµενα
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3.6 Πηλίκο και υπόλοιπο

΄Οταν ο αλγόριθµος της διαίρεσης του ∆(x1, x2, · · · , xν) δια του διανύσµατος πολυωνύµων

( f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), f3(x1, x2, · · · , xν), · · · , f µ(x1, x2, · · · , xν))
τερµατίσει έχουµε τη σχέση:

∆(x1, x2, · · · , xν) = π1(x1, x2, · · · , xν) · f1(x1, x2, · · · , xν)+
+π2(x1, x2, · · · , xν) · f2(x1, x2, · · · , xν)+
+π3(x1, x2, · · · , xν) · f3(x1, x2, · · · , xν)+
+ · · ·+

+πµ(x1, x2, · · · , xν) · f µ(x1, x2, · · · , xν))+
+υ(x1, x2, · · · , xν)

• Το πολυώνυµο ∆(x1, x2, · · · , xν) το λέµε διαιρετέο

• τη µ-άδα ( f1(x1, x2, · · · , xν), f2(x1, x2, · · · , xν), f3(x1, x2, · · · , xν), · · · ,
f µ(x1, x2, · · · , xν)) τη λέµε πηλίκο

• το πολυώνυµο υ(x1, x2, · · · , xν) το λέµε υπόλοιπο της διαίρεσης.

3.7 Ασκήσεις

1. Παρακάτω τα α, β,γ είναι τα τρία τελευταία ψηφία του Αρ. Μητρώου σας αρχίζοντας από το τέλος.

Να ϐρεθεί το πηλίκο και το υπόλοιπο υ(x, y) της διαίρεσης του πολυωνύµου f (x, y) = x3y2+3y3x−5
διά του Ϲεύγους πολυωνύµων (g(x, y) = x5+αy β+1 + 2, h(x, y) = xy + 2).

2. Να ϐρεθεί το πηλίκο και το υπόλοιπο υ(x, y) της διαίρεσης του πολυωνύµου f (x, y) = x3y2+3y3x−5
διά του Ϲεύγους πολυωνύµων (h(x, y) = xy + 2, g(x, y) = x5+αy β+1 + 2).

3. Να αποδείξετε ότι το σύνολο λύσεων του συστήµατος f (x, y) = 0,g(x, y) = 0,h(x, y) = 0 είναι ίσο

µε το σύνολο λύσεων του συστήµατος υ(x, y) = 0,g(x, y) = 0,h(x, y) = 0.

4. Χρησιµοποιώντας ένα υπολογιστικό πακέτο ϐρείτε το παραπάνω σύνολο λύσεων.
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