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1 Πολυωνυµικές σχέσεις και ταυτότητες, µέρος Ι

1.1 Εισαγωγή

Σκοπός1 του πρώτου µέρους του µαθήµατος αυτού είναι να διερευνήσει διαδικασίες που ϑα µπορούσαµε

να τις ονοµάσουµε « πολυωνυµικές σχέσεις ». Συνήθως τα ερωτήµατα-προβλήµατα εµφανίζονται ως εξής:

Από ένα Σύνολο Υποθέσεων που διατυπώνονται µε πολυώνυµα ϑέλουµε να καταλήξουµε σε ένα Σύνολο
συµπερασµάτων, τα οποία επίσης διατυπώνονται µε πολυώνυµα.

Πρίν προχωρήσουµε ας δούµε µερικά παραδείγµατα:

Παράδειγµα 1.1.1. Υποθέτουµε ότι τρείς αριθµοί x, y, z ικανοποιούν τις σχέσεις

x + y + z = 3
x2 + y2 + z2 = 5
x3 + y3 + z3 = 7

∆είξτε ότι :

x4 + y4 + z4 = 9
x5 + y5 + z5 , 11

Να υπολογίσετε επίσης τα παρακάτω αθροίσµατα:

x5 + y5 + z5

x6 + y6 + z6

Παράδειγµα 1.1.2. Να εξετάσετε εάν υπάρχει πεπερασµένο σύνολο τριάδων x, y, z µε

x7 + y9 + z8 = 1
x12 + y25 + z2 = 1
x13 + y23 + z33 = 1

Παράδειγµα 1.1.3. ∆ίνονται οι πολυωνυµικές σχέσεις f (x) = 3x6+2x5+2x4− x3−8x2+11x−9,g(x) =
x2 − 4x + 3

Προκύπτει η πολυωνυµική σχέση h(x) = x4 − 7x2 + 6 από τις προηγούµενες;

Παράδειγµα 1.1.4. ∆ίνονται οι παρακάτω πολυωνυµικές «γραµµικές» σχέσεις :

x + 2x + 3x = 0
4x + 5y + 6z = 0
7x + 8y + 9z = 0

Προκύπτει από τις σχέσεις αυτές η σχέση 12x + 13y + 18z = 0;

1 Το κείµενο αυτό γράφεται και συµπληρώνεται καθηµερινά κατά τη διάρκεια του Εαρινού εξαµήνου 2013-14 για τις ανάγκες

του µεταπτυχιακού µαθήµατος ΄Αλγεβρα (Τοµέας ∆ιδακτικής και Μεθοδολογίας των Μαθηµατικών)
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1.2 Στον δρόµο για έναν ορισµό

Τα παραπάνω παραδείγµατα µας ϐάζουν το ερώτηµα για έναν ορισµό-οδηγό για την αντιµετώπισή τους.

1. Πρώτη προσέγγιση: Θα λέµε ότι το συµπέρασµα

f (x1, x2, · · · , xν) = 0

(το οποίο είναι ένα πολυώνυµο µε ν µεταβλητές) προκύπτει από τις υποθέσεις

f1(x1, x2, ..., xν) = 0, f2(x1, x2, ..., xν) = 0, · · · , f µ(x1, x2, ..., xν) = 0

(τα οποία είναι πολυώνυµα µε ν µεταβλητές), εάν οποιαδήποτε ν-άδα (ξ1, ξ2, · · · , ξν) που «ικανο-

ποιεί» τα πολυώνυµα

f1(x1, x2, ..., xν) = 0, f2(x1, x2, ..., xν) = 0, · · · , f µ(x1, x2, ..., xν) = 0,

«ικανοποιεί» και το

f (x1, x2, · · · , xν) = 0

2. ∆εύτερη προσέγγιση: Θα λέµε ότι το συµπέρασµα

f (x1, x2, · · · , xν) = 0

(το οποίο είναι ένα πολυώνυµο µε ν µεταβλητές) προκύπτει από τις υποθέσεις

f1(x1, x2, ..., xν) = 0, f2(x1, x2, ..., xν) = 0, · · · , f µ(x1, x2, ..., xν) = 0

(τα οποία είναι πολυώνυµα µε ν µεταβλητές), εάν

f (x1, x2, · · · , xν) = h1(x1, x2, · · · , xν) · f1(x1, x2, · · · , xν) +
+ h2(x1, x2, · · · , xν) · f2(x1, x2, · · · , xν) +
+ · · · +

+ hµ(x1, x2, · · · , xν) · f µ(x1, x2, · · · , xν)

δηλαδή το «συµπέρασµα» είναι ένας πολυωνυµικός συνδυασµός των «υποθέσεων»

1.3 Ασκήσεις και προβληµατισµοί

1. «Πειραµατισθείτε» µε πολυώνυµα µιας ή δύο µεταβλητών για να καταλήξετε σε έναν σωστό ορισµό.

2. Σκεφθείτε έναν τρόπο διδασκαλίας των παραπάνω εννοιών στους µαθητές Γυµνασίων-Λυκείων.
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2 Πολυωνυµικές σχέσεις και ταυτότητες, µέρος ΙΙ

2.1 Τα συστήµατα

Οι παραπάνω προβληµατισµοί µας οδηγούν να ασχοληθούµε µε τις µεθόδους λύσεων συστηµάτων

µ εξισώσεων µε ν αγνώστους (µεταβλητές) της µορφής




f1(x1, x2, ..., xν) = 0
f2(x1, x2, ..., xν) = 0

...
f µ(x1, x2, ..., xν) = 0




(Σ),

όπου fi (x1, x2, ..., xν) είναι πολυώνυµα µε ν αγνώστους (µεταβλητές) και συντελεστές από το F ( όπου

το F είναι ένα σώµα)1.

1. ∆είτε στο σηµείο αυτό της µελέτης σας ένα σχετικό ϐίντεο. Το ϐίντεο ϑα το δείτε κάνοντας κλίκ εδώ.

2. Αν το παραπάνω σύστηµα είναι γραµµικό, δηλαδή αποτελείται από γραµµικά πολυώνυµα2, τότε η

Γραµµική ΄Αλγεβρα είναι η κατάλληλη µαθηµατική ϑεωρία για την εύρεση των λύσεων αυτού3.

3. Αν το παραπάνω σύστηµα έχει µόνο µία µεταβλητή και µία µόνο εξίσωση, δηλαδή ν=1 και µ=1,

τότε ουσιαστικά έχουµε να ϐρούµε τις ϱίζες ενός πολυωνύµου. Σηµειώνεται εδώ ότι µεταξύ άλλων

κατάλληλη ϑεωρία για την µελέτη των ϱιζών του είναι η θεωρία Galois.

΄Ετσι σχηµατικά και για λόγους αναφοράς παρακάτω αυτό που ϑα µας απασχολήσει είναι το

Πρόβληµα. Να λυθεί ένα σύστηµα µ πολυωνυµικών εξισώσεων µε ν µεταβλητές και συντελεστές από

το σώµα F.

∆ύο είναι κυρίως οι µέθοδοι επίλυσης του παραπάνω προβλήµατος :

1. Αλγεβρικές, µελέτη δηλαδή της δοµής του δακτυλίου πολυωνύµων F[x1, x2, ..., xν]. Εδώ ϑα συνα-

ντήσουµε και ϑα ασχοληθούµε µε τα ϑεωρήµατα Hilbert.

2. Γεωµετρικές, µελέτη δηλαδή της δοµής του συνόλου λύσεων πολυωνυµικών συστηµάτων π.χ µελέτη

επιφανειών, γραµµών, σηµείων τοµής. Υπενθυµίζουµε εδώ ότι το σύνολο λύσεων ενός οµογενούς

γραµµικού συστήµατος είναι ένας υπόχωρος. Το τελευταίο είναι ένα αρκετά σηµαντικό αποτέλεσµα,

διότι µπορούµε έτσι, ϐρίσκοντας µία ϐάση να κατανοήσουµε πλήρως τη δοµή του συνόλου των

λύσεων.

Σκοπός µας επίσης είναι η µελέτη και η κατασκευή αλγορίθµων οι οποίοι ϑα µας δίνουν τις λύσεις των

συστηµάτων. Η χρήση των µαθηµατικών υπολογιστικών πακέτων γίνεται έτσι αναγκαία.

1Συνήθως στα παραδείγµατα και στις ασκήσεις ϑα χρησιµοποιούµε το σώµα των πραγµατικών αριθµών R , το σώµα των

µιγαδικών C, το σώµα των ϱητών Q και σπανιότερα το σώµα των ακεραίων modp , όπου p ακέραιος πρώτος.
2 ΄Ενα γραµµικό πολυώνυµο µε ν µεταβλητές είναι της µορφής α1x1 + α2x2 + · · · + αν xν + β, όπου αi , β ∈ F.
3 Για καλή κατανόηση των ϑεµάτων που διαπραγµατεύεται το ϐιβλίο αυτό είναι αναγκαίο ο αναγνώστης να έχει αρκετές

γνώσεις από την Γραµµική ΄Αλγεβρα.
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Θα χρησιµοποιήσουµε επίσης και υπολογιστικά πακέτα κυρίως από το χώρο του ελεύθερου λογισµικού.

Χρήσιµο είναι να εγκαταστήσετε στον υπολογιστή σας το υπολογιστικό πακέτο ΑΧΙΟΜ σύµφωνα µε τις

παρακάτω οδηγίες:

1. Αν το λειτουργικό σύστηµα είναι Windows τότε δείτε τις οδηγίες εδώ.

2. Αν το λειτουργικό σύστηµα είναι Linux τότε δείτε τις οδηγίες εδώ.

3. ΄Αλλες πληροφορίες σχετικά µε υπολογιστικά πακέτα, που χρησιµοποιούνται στο µάθηµα ϑα ϐρείτε

στη σελίδα του Εργαστηρίου Υπολογιστών εδώ.

2.1.1 Υποδείξεις για ερύτερη µελέτη

1. Να µελετήσετε τα αναγραφόµενα για τα πολυώνυµα στην σελίδα εδώ.

2. Να µελετήσετε τα αναγραφόµενα για τις πολυωνυµικές εξισώσεις και τα συστήµατα εξισώσεων στη

σελίδα εδώ.

2.1.2 ΄Ασκηση

1. Να µελετήσετε και να ϐρείτε πληροφορίες για το σύνολο λύσεων στο R του παρακάτω συστήµατος

xα+7 + y β+5 = 1
xγ+6 + yα+10 = 1

όπου α,β,γ είναι τα τρία τελευταία ψηφία του Αρ. Μητρώου σας, αρχίζοντας από το τέλος.

Εξετάστε εάν το παραπάνω σύστηµα έχει πεπερασµένο ή άπειρο σύνολο λύσεων.

2. Να λυθεί το σύστηµα. Να γράψετε επίσης τον τρόπο που προτείνετε να διδαχθεί ένα τέτοιο ϑέµα

(α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x + (γ + 13) = 0
(α + 9)x7 + 12x3 + (16 + β)x + (2γ + 13) = 0

όπου α,β,γ είναι τα τρία τελευταία ψηφία του Αρ. Μητρώου σας, αρχίζοντας από το τέλος.
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3 Πολυώνυµα µίας µεταβλητής, τρίτου βαθµού

3.1 Εξίσωση τρίτου βαθµού

Ας ϑεωρήσουµε την εξίσωση τρίτου ϐαθµού:

(3.1.1.1) f (x) = α · x3 + β · x2 + γ · x + δ = 0, α, β,γ, δ ∈ R, α , 0

Σκοπός µας είναι να ϐρούµε τις τιµές (τις ϱίζες δηλαδή) που µηδενίζουν το παραπάνω πολυώνυµο και

επίσης να ϐρούµε ιδιότητες αυτών.

1. Αφού το α είναι διαφορετικό από το µηδέν µπορούµε να διαιρέσουµε το f (x) µε το α, να ϐρούµε

το f⋆(x) = f (x)
α και να έχουµε την εξίσωση

(3.1.1.2) f⋆(x) =
f (x)
α
= x3 +

β

α
· x2 +

γ

α
· x +

δ

α
= 0, α, β,γ, δ ∈ R, α , 0

2. Προφανώς οι ϱίζες του f (x) είναι ίδιες µε τις ϱίζες του f⋆(x).

3. Επειδή το πολυώνυµο f⋆(x) είναι πολυώνυµο τρίτου ϐαθµού µε πραγµατικούς συντελεστές, ϑα

υπάρχει τουλάχιστον µία ϱιζα πραγµατική1. Επίσης ή ϑα έχουµε ακόµη δύο ϱίζες πραγµατικές ή δύο

ϱίζες συζυγείς µιγαδικές.

4. Ας υποθέσουµε, λοιπόν, ότι έχουµε να λύσουµε την παρακάτω εξίσωση:

(3.1.1.3) x3 + Ax2 + Bx + Γ = 0

5. Κάνουµε τον µετασχηµατισµό

(3.1.1.4) x = t −
A
3

6. Καταλήγουµε στην εξίσωση:

(3.1.1.5) t3 + tp + q = 0

µε

(3.1.1.6) p = B −
A2

3
, q = Γ +

2A3 − 9AB
27

7. Θέλοντας να λύσουµε την εξίσωση 3.1.1.5 εργαζόµαστε ως εξής:

Θεωρούµε ξ,ω µε

(3.1.1.7) ξ3 − ω3 = q, ξ · ω =
p
3

8. ΄Εχουµε τώρα τα εξής:

(3.1.1.8) ξ3 − ω3 = q, (ξ · ω)3 = ξ3 · ω3 =
p3

27
1Να ϐρείτε µία πειστική εξήγηση για αυτό
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9. Οι παραπάνω εξισώσεις µας λένε ότι γνωρίζουµε τη διαφορά ξ3 −ω3 = q και το γινόµενο ξ3 ·ω3 =
p3

27 δύο ποσοτήτων. Εύκολο είναι να τις ϐρούµε οδηγούµενοι σε ένα δευτεροβάθµιο τριώνυµο.

Βρίσκουµε, λοιπόν, τα παρακάτω:

(3.1.1.9) ξ3 =
q
2
+

√
q2

4
+

p3

27
, ω3 = −

q
2
+

√
q2

4
+

p3

27

10. Ας ϑεωρήσουµε την ταυτότητα:

(3.1.1.10) (ω − ξ)3 = ω3 − 3ω2 · ξ + 3ω · ξ2 − ξ3 ⇒ (ω − ξ)3 = ω3 − 3ωξ (ω − ξ) − ξ3

11. Η τελευταία σχέση γράφεται

(3.1.1.11) (ω − ξ)3 + (ξ3 − ω3) + 3ωξ (ω − ξ) = 0

Και αντικαθιστώντας τις σχέσεις από 3.1.1.8 έχουµε

12.

(3.1.1.12) (ω − ξ)3 + q + p(ω − ξ) = 0

13. Παρατηρούµε από την τελευταία σχέση ότι οι ϱίζες που ψάχνουµε είναι της µορφής ω − ξ , αλλά

τις τιµές των ω,ξ τις έχουµε ήδη υπολογίσει. Παρατηρούµε επίσης, ότι από τις σχέσεις 3.1.1.9,

οδηγούµαστε σε τρείς τιµές για το ξ και τρεις τιµές για το ω. ΄Οµως το πολυώνυµο έχει ακριβώς

τρείς ϱίζες2 στο σύνολο C των µιγαδικών αριθµών. Συνεχίζουµε ως εξής:

13. 1. Οι τρείς ϱίζες της µονάδας, δηλαδή του πολυωνύµου x3 − 1 στο σύνολο C των µιγαδικών

αριθµών είναι οι

{z0 = 1, z1 = −
1
2 +

i·
√

3
2 , z2 = −

1
2 −

i·
√

3
2 }

13. 2. Από τις σχέσεις 3.1.1.9 έχουµε για το ξ τρεις τιµές τις :

ξ0 =
3

√
q
2 +

√
q2

4 +
p3

27 , ξ1 = z1 ·
3

√
q
2 +

√
q2

4 +
p3

27 ,

ξ2 = z2 ·
3

√
q
2 +

√
q2

4 +
p3

27

13. 3. Επίσης για το ω έχουµε άλλες τρείς τιµές τις :

ω0 =
3

√
−

q
2 +

√
q2

4 +
p3

27 , ω1 = z1 ·
3

√
−

q
2 +

√
q2

4 +
p3

27 ,

ω2 = z2 ·
3

√
−

q
2 +

√
q2

4 +
p3

27

13. 4. Οι εξισώσεις 3.1.1.8 µας λένε τελικά ότι οι τρεις ϱίζες του πολυωνύµου, που ψάχνουµε είναι :

ω0 − ξ0, ω2 − ξ1, ω1 − ξ2

3.1.2 Σκέψεις για επίλυση ενός συστήµατος µε δύο εξισώσεις τρίτου βαθµού

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε το παρακάτω πρόβληµα:

Πρόβληµα
Να λυθεί το σύστηµα:

(α + 7)x3 + 5x2 + (6 + β)x + (γ + 13) = 0
(α + 9)x3 + 12x2 + (16 + β)x + (2γ + 13) = 0

2όχι κατ ανάγκη διακεκριµένες
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1. Η πρώτη σκέψη µας είναι να ϐρούµε τις ϱίζες και του πρώτου πολυωνύµου και του δεύτερου,

σύµφωνα µε αυτά που περιγράψαµε παραπάνω και να ϐρούµε τις κοινές ϱίζες. Να κάνετε αυτή τη

διαδικασία και σκεφθείτε τις δυσκολίες, οι οποίες είναι µεγάλες (δείτε γιατί).

2. Μία άλλη προσέγγιση πιο καλή είναι αυτή που προκύπτει από την εξής ιδέα:

Αν έχουµε γενικά να λύσουµε το σύστηµα { f (x) = 0,g(x) = 0}, όπου τα f (x),g(x) είναι πολυώνυ-

µα µίας µεταβλητής, εκτελούµε τον αλγόριθµο της διαίρεσης του f (x) διά του g(x) (ή αντίστροφα

ανάλογα µε τον ϐαθµό των πολυωνύµων). Αν,λοιπόν, f (x) = g(x)π(x) + υ(x), είναι εύκολο να

διαπιστώσουµε ότι το σύνολο λύσεων του συστήµατος { f (x) = 0,g(x) = 0} είναι ίσο µε το σύνολο

λύσεων του συστήµατος {υ(x) = 0,g(x) = 0}. Εδώ σκεφθείτε µία πιθανή γενίκευση και κατασκευή

αλγορίθµου.

3. Παρακολουθήστε επίσης το ϐίντεο εδώ και σκεφθείτε νέες µεθόδους.

3.1.3 Ασκήσεις -Σχετικά θέµατα

1. ∆είτε στη διεύθυνση εδώ ιστορικές πληροφορίες για πολυωνυµικές εξισώσεις τρίτου ϐαθµού.

2. Βρείτε πληροφορίες για την ∆ιακρίνουσα ενός πολυωνύµου τρίτου ϐαθµού.

3.1.4 Υποδείξεις για την παραπάνω άσκηση

1. Εδώ έχουµε ένα σύστηµα δύο πολυωνυµικών εξισώσεων µε πραγµατικούς συντελεστές. Το σύστηµα

αυτό έχει λύσεις, για παράδειγµα x = 1, y = 0 είναι µία λύση. Αυτό είναι προφανές και έτσι µε την

παρατήρηση αυτή δεν χρειάζεται να χάσουµε χρόνο να εξετάσουµε αν το σύνολο λύσεων Λ είναι

µη-κενό. Παραµένει όµως το σηµαντικό ερώτηµα:

Πότε ένα σύστηµα πολυωνυµικών εξισώσεων έχει µή-κενό σύνολο λύσεων;

∆είτε στην αρχή το σύστηµα ποιοτικά. Αν ήταν γραµµικό, τότε ϑα ήταν γνωστής µορφής και το σύνολο

λύσεων ϑα ήταν εύκολο να περιγραφεί. Σκεφθείτε γιατί.

Αν ήταν επίσης της µορφής:

x2 + y2 = 1
x2 − y2 = 1

ϑα ϑέσουµε x2 = X, y2 = Y και ϑα το λύσουµε ως γραµµικό. Η δυσκολία επίλυσης ϐρίσκεται

στους εκθέτες λοιπόν. Προσπαθήστε να ανακαλύψετε δικές σας µεθόδους ή χρησιµοποιείστε και

το ΑΧΙΟΜ αλλά να ερµηνεύσετε το αποτέλεσµα.

2. Γιατί το σύστηµα του ερωτήµατος 1 έχει πεπερασµένο σύνολο λύσεων;

Σκεφθείτε πάνω στο ερώτηµα αυτό.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 10
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4 Πολυώνυµα τετάρτου και µεγαλυτέρου βαθµού

4.1 Εξίσωση τετάρτου βαθµού

4.1.1 Επίλυση µε ριζικά

Θεωρούµε τώρα το πολυώνυµο τετάρτου ϐαθµού:

f (x) = α · x4 + β · x3 + γ · x2 + δ · x + ϵ, α , 0

µε συντελεστές από το σώµα F1.

1. ∆ιαιρούµε το f (x) µε τον µη-µηδενικό αριθµό α και έχουµε το πολυώνυµο
1
α · f (x). Οι τιµές, που

µηδενίζουν (οι ϱίζες) το f (x) είναι ίδιες που µηδενίζουν το
1
α · f (x).

2. Το
1
α · f (x) έχει τη µορφή:

x4 + A · x3 + B · x2 + Γ · x + ∆

3. Κάνουµε το µετασχηµατισµό x = t − A
4 , οπότε το πολυώνυµο παίρνει τη µορφή2:

t4 + pt2 + qt + r

4. Γράφουµε τώρα

t4 + pt2 + qt + r = (t2 + κt + λ) · (t2 + µt + ξ)

και προσπαθούµε να υπολογίσουµε τα κ, λ, µ, ξ .

5. ΄Εχουµε:

µ + κ = 0
λ + κ · µ + ξ = p
λ · µ + κ · ξ = q

λ · ξ = r

6. ΄Εχουµε επίσης:

λ + ξ = p + κ2

κ · (ξ − λ) = q
λ · ξ = r

7. Θεωρούµε την ταυτότητα:

(4.1.1.1) (λ + ξ)2 − (ξ − λ)2 = 4λξ

και αντικαθιστώντας στην ταυτότητα αυτή

λ + ξ = p + κ2, ξ − λ = q
κ , λξ = r έχουµε µία εξίσωση τρίτου ϐαθµού ως προς κ2.

8. ΄Οταν λύσουµε την εξίσωση τρίτου ϐαθµού, µε τη ϐοήθεια του προηγουµένου µαθήµατος, ως προς

κ2 ϐρίσκουµε το κ και µετά τα λ και ξ και µετά τις ϱίζες που ψάχνουµε3.

1 Θεωρείστε ότι το σώµα των συντελεστών είναι το σώµα των πραγµατικών αριθµών.
2∆ιαπιστώστε ότι για κάθε πολυώνυµο f (x) = xν +αν−1 · xν−1+αν−2 · xν−2+ · · ·+α1 · x+α0 ο µετασχηµατισµός x = t− αν−1

ν
οδηγεί σε ένα πολυώνυµο χωρίς όρο ϐαθµού ν − 1.

3Πρέπει εδώ να κάνουµε την κατάλληλη διερεύνηση, όπως στην εξίσωση τρίτου ϐαθµού και να απορρίψουµε µερικές ϱίζες

που εµφανίζονται.
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9. ∆είτε και τη διεύθυνση Ρίζες εξίσωσης τετάρτου ϐαθµού εδώ και συγκρίνετε τα ευρήµατα τα δικά

σας µε αυτά που παρουσιάζονται.

4.1.2 Η δυστυχία του να µήν υπάρχει αλγόριθµος!

΄Οπως είδαµε παραπάνω αν µας δοθεί ένα πολυώνυµο δευτέρου, τρίτου, ή τετάρτου ϐαθµού, µπορούµε

να ϐρούµε τις ϱίζες του.

Πιο αυστηρά µπορούµε να πούµε το παρακάτω:

Θεώρηµα 4.1.1. ΄Εστω f (x) ∈ C[x] ϐαθµού έως 4. Τότε υπάρχει αλγόριθµος, ο οποίος έχει ως εί-

σοδο το πολυώνυµο (στην πραγµατικότητα τους συντελεστές του) και ως έξοδο τις τιµές που το µηδενί-

Ϲουν (ϱίζες του). Οι ϱίζες αυτές περιγράφονται χρησιµοποιώντας τις 4 πράξεις του σώµατος (πρόσθε-

ση,αφαίρεση,πολλαπλασιασµό, διαίρεση) και εξαγωγή ϱίζας.

1. Υπενθυµίζουµε ότι η έννοια του αλγορίθµου συναντιέται σχεδόν σε όλους τους επιστηµονικούς

κλάδους και είναι µία µάθηµατική έννοια. Να διαβάσετε οπωσδήποτε το άρθρο εδώ.

2. Ο Galois απέδειξε ότι δεν υπάρχει αλγόριθµος, ο οποίος να έχει ως είσοδο ένα οποιοδήποτε4

πολυώνυµο ϐαθµού µεγαλύτερου ή ίσου µε 5 και ως έξοδο περιγραφή των ϱιζών µε τη ϐοήθεια των

4 πράξεων του σώµατος των συντελεστών και εξαγωγή ϱίζας.

3. Η απόδειξη5 του Galois στηρίζεται στην πρωτοποριακή (για την εποχή της) µαθηµατική σύλληψη ότι

κάθε πολυώνυµο (όπως και κάθε µαθηµατικό αντικείµενο) χαρακτηρίζεται από τις « συµµετρίες του»,

τις «αρµονίες του». Αυτές οι « συµµετρίες» αποτελούν µία οµάδα. Η οµάδα που επισυνάπτεται κατά

ϕυσιολογικό τρόπο στο πολυώνυµο f (x) και το χαρακτηρίζει λέγεται οµάδα Galois του πολυωνύµου

και συµβολίζεται G( f ).

4. Μία οµάδα Γ λέγεται επιλύσιµη εάν υπάρχει πεπερασµένη ακολουθία υποοµάδων

Γ0 = {e},Γ1,Γ2, · · · ,Γν = Γ

έτσι ώστε Γi ◁ Γi+1, και κάθε οµάδα-πηλίκο Γi+1/Γi είναι αβελιανή οµάδα. Με λόγια µία οµάδα είναι

επιλύσιµη εάν υπάρχει «σκάλα» που ϕθάνουµε από την τετριµµένη υποοµάδα στην αρχική οµάδα,

τα « σκαλοπάτια» είναι υποοµάδες, κάθε υποοµάδα είναι κανονική υποοµάδα της επόµενης και η

οµάδα-πηλίκο είναι αβελιανή οµάδα. ∆είτε περισσότερα για τις επιλύσιµες οµάδες εδώ.

5. Κατά κάποιον τρόπο µία οµάδα Γ είναι επιλύσιµη εάν «χτίζεται» από τα «ϑεµέλια», δηλαδή την τετριµµέ-

νη υποοµάδα έως την «οροφή», δηλαδή την ίδια την οµάδα Γ και τα «υλικά» είναι αβελιανές οµάδες.

Για να «σταθεί» καλά το «οικοδόµηµα» πρέπει κάθε υποοµάδα από τις Γ0 = {e},Γ1,Γ2, · · · ,Γν = Γ
να είναι κανονική στην επόµενη και η οµάδα-πηλίκο να είναι αβελιανή.

6. Ο Galois, λοιπόν απέδειξε ότι ένα πολυώνυµο f (x) λύνεται µε ϱιζικά (όπως παραπάνω) εάν και
µόνο εάν η οµάδα Galois G( f ) είναι επιλύσιµη.

7. Θα αναρωτηθεί ϐέβαια κανείς σε τι ϐοηθάει αυτή η µετάφραση του προβλήµατος. Αυτό που α-

ποδεικνύει κανείς είναι ότι η οµάδα Galois του πολυωνύµου G( f ) είναι πεπερασµένη και µάλιστα

ισόµορφη µε µία υποοµάδα της οµάδας µεταθέσεων Sν , όπου ν είναι ο ϐαθµός του πολυωνύµου.

4 Προσοχή: Το ϑεώρηµα αυτό αναφέρεται σε όλα τα πολυώνυµα. Υπάρχουν όµως και πολυώνυµα ϐαθµού 5 ή παραπάνω

που οι ϱίζες τους εκφράζονται µε ϱιζικά π.χ. f (x) = x5 − 1 ∈ Q[x]
5Συστήνω ανεπιφύλακτα και µε ϑέρµη να εγγραφείτε στο µάθηµα Θεωρία Galois που διδάσκεται στο Τµήµα Μαθηµατικών

του Πανεπιστηµίου Αθηνών
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Αφού κάθε οµάδα Galois είναι πεπερασµένη, µπορούµε να εξετάσουµε σχετικά εύκολα αν είναι

επιλύσιµη. Επίσης µπορούµε να αποδείξουµε ότι κάθε υποοµάδα της S3 και της S4 είναι επιλύσιµη.

΄Οµως η S5 δεν είναι επιλύσιµη. Επισηµαίνουµε ότι ο δείκτης στην οµάδα Sν σχετίζεται µε τον ϐαθµό

του πολυωνύµου.

8. Σύµφωνα µε τα παραπάνω δεν υπάρχει αλγόριθµος που να δίνει τις ϱίζες ενός πολυωνύµου χρησι-

µοποιώντας ϱιζικά. ∆είτε το 2 για πιο αυστηρή διατύπωση. ∆είτε επίσης το άρθρο εδώ σχετικά µε τη

ϑεωρία Galois.

4.1.3 Πάντα υπάρχει ελπίδα!

1. Ας ϑεωρήσουµε το πολυώνυµο f (x) = x5 − 9x + 3 ∈ Q[x]. Με τη ϐοήθεια παραγώγων µπορούµε

να διαπιστώσουµε ότι η παραπάνω συνάρτηση έχει τρεις ϱίζες πραγµατικές. Οι άλλες δύο ϑα είναι

συζυγείς -µιγαδικές.

2. ∆ες επίσης και στη διεύθυνση εδώ. Να ϐάλετε στην κατάλληλη ϑέση ξανά το πολυώνυµο x5−9x+3
και δείτε τι ϑα σας επιστρέψει.

3. Από τις παραπάνω πληροφορίες µπορούµε να ϐρούµε ότι η οµάδα Galois του f (x) είναι η S5. Η

οµάδα αυτή δεν είναι επιλύσιµη διότι περιέχει ως υποοµάδα την A5. ∆ες πληροφορίες εδώ. Το

συµπέρασµα είναι ότι δεν υπάρχει ελπίδα να ϐρούµε τύπο για τις ϱίζες του f (x) όπως έχουµε ϐρει

για τα πολυώνυµα τρίτου και τετάρτου ϐαθµού.

4. ΄Οµως υπάρχει ο κλάδος των Μαθηµατικών Αριθµητική ανάλυση6 ο οποίος δίνει αλγορίθµους για

εύρεση προσεγγίσεων των ϱιζών. ∆ες εδώ για περισσότερες πληροφορίες.

5. Βρείτε επίσης από το ΑΧΙΟΜ τις ϱίζες του πολυωνύµου f (x). Τι παρατηρείτε ;

6. Προσπάθειες επίσης για εύρεση αλγορίθµων έχουν γίνει πρόσφατα και από τον συνάδελφο Ηλία

Τσιγαρίδα εδώ.

7. Το συµπέρασµα είναι ότι παρακάµπτοντας την δυσκολία της µη-ύπαρξης αλγορίθµων για εύρεση

ϱιζών πολυωνύµων ϐαθµού µεγαλύτερου ή ίσου του 5 (ως αποτέλεσµα της ϑεωρίας Galois) κατα-

σκευάζουµε άλλους αλγορίθµους που ϐρίσκουν µε προσεγγίσεις τις ϱίζες.

4.2 Οµάδα Galois ενός πολυωνύµου

Αρχίζουµε µε ένα παράδειγµα. Θεωρούµε το πολυώνυµο f (x) = x4 − 8x2 + 15 ∈ Q[x]. Το σώµα

των συντελεστών είναι το σώµα των ϱητών αριθµών.

Το ελάχιστο σώµα (υπόσωµα των µιγαδικών) που περιέχει τους ϱητούς και τις ϱίζες του f (x) είναι το

σώµα Q(
√

3,
√

5). Η οµάδα Galois του f (x) είναι το σύνολο των αυτοµορφισµών του Q(
√

3,
√

5)

6Συστήνω ανεπιφύλακτα και µε ϑέρµη να εγγραφείτε στο µάθηµα Αριθµητική ανάλυση που διδάσκεται στο Τµήµα Μαθηµατι-

κών του Πανεπιστηµίου Αθηνών.
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4.3 Σχετικά µε τους κοινούς παράγοντες

Θα ασχοληθούµε τώρα µε το παρακάτω ερώτηµα:

΄Ασκηση 4.3.1. ∆ίνονται τα πολυώνυµα µία µεταβλητής:

g(x) = ανxν + αν−1xν−1 + · · · + α0 , ν > 0
h(x) = βµxµ + βµ−1xµ−1 + · · · + β0 , µ > 0

΄Εχουν τα πολυώνυµα g(x),h(x) κοινό παράγντα;

4.4 Η µέθοδος µε το Μέγιστο Κοινό ∆ιαιρέτη

Μία πρώτη απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα είναι η εύρεση του Μέγιστου Κοινού ∆ιαιρέτη d(x) =
MK∆(g(x),h(x)). Στην περίπτωση αυτή έχουµε:

1. Υπολογίζουµε το Μέγιστο Κοινό ∆ιαιρέτη d(x) µε τον αλγόριθµο του Ευκλείδη ή µε οποιαδήποτε

άλλη µέθοδο.

2. ΄Εχουµε g(x) = d(x) · κ(x) και h(x) = d(x) · λ(x), µε MK∆(κ(x), λ(x)) = 1.

3. Αν γ(x) κάποιος κοινός παράγοντας των g(x),h(x), τότε το πολυώνυµο γ(x), ϑα δαιρεί τον ΜΚ∆

d(x).

4.5 Η ορίζουσα του Sylvester

Λήµµα 4.5.1. Τα πολυώνυµα g(x),h(x) έχουν κοινό παράγοντα εάν και µόνο εάν υπάρχουν πολυώνυµα

A(x) και B(x) έτσι ώστε:

1. Τα A(x) και B(x) δεν είναι ταυτόχρονα µηδέν

2. Το A(x) έχει ϐαθµό το πολύ µ − 1 και το B(x) ϐαθµό το πολύ ν − 1

3. A(x)g(x) − B(x)h(x) = 0

Ορισµός 4.5.2. Ο πίνακας Sylvester δύο πολυωνύµων g(x),h(x) ορίζεται όπως ϕαίνεται στη διεύθυνση

εδώ και συµβολίζεται Syl (g,h, x). Η ορίζουσα του πίνακα αυτού ονοµάζεται απαλοίφουσα των δύο

πολυωνύµων και συµβολίζεται Res(g,h, x) .

Θεώρηµα 4.5.3. Τα πολυώνυµα g(x),h(x), έχουν κοινό παράγοντα εάν και µόνο εάν Res(g,h, x) = 0

4.5.1 ΄Ασκηση

1. Να ϑεωρήσετε το πολυώνυµο f (x) = (α+ 7)x3 + (β + 3)x2 + (γ + 4)x + 2 ∈ R[x] και να ϐρείτε τις

τρείς ϱίζες του πολυωνύµου αυτού µε ϱιζικά. ∆είτε επίσης τι ϑα σας απαντήσει κάποιο υπολογιστικό

πακέτο στο ερώτηµα αυτό.
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2. Να ϑεωρήσετε το πολυώνυµο g(x) = x4 + (α + 1)x3 + (β + 8)x2 + (γ + 1)x + 2 ∈ R[x] και να

περιγράψετε τις 4 ϱίζες του µε ϱιζικά. ∆είτε επίσης τι ϑα σας απαντήσει κάποιο υπολογιστικό πακέτο

στο ερώτηµα αυτό.

3. Να κάνετε µία απόδειξη του λήµµατος 4.5.1.

4. Να κάνετε µία απόδειξη του ϑεωρήµατος 4.5.3.

5. Να εφαρµόσετε τη µέθοδο του Μέγιστου Κοινού ∆ιαιρέτη και τη µέθοδο του Sylvester στα πολυώνυµα

f (x),g(x) για να διαπιστώσετε αν έχουν κοινό παράγοντα.
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