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7.1 Το Φασµατικό Θεώρηµα: ∆εύτερη µορφή

7.1.1 Εισαγωγή

Το Φασµατικό Θεώρηµα, που είναι ίσως το ϐασικότερο αποτέλεσµα στην Θεωρία Τελεστών, αποτελεί

γενίκευση του αντίστοιχου ϑεωρήµατος από την Γραµµική ΄Αλγεβρα. ΄Οπως ϕαίνεται και από την απόδειξη

του Θεωρήµατος 3.1.2, το Θεώρηµα αυτό αναδιατυπώνεται ως εξής:

Θεώρηµα 7.1.1. ΄Εστω H χώρος Hilbert πεπερασµένης διάστασης και T ∈ B(H) ϕυσιολογικός. Για κάθε

λ ∈ σ(T ), ονοµάζουµε Eλ την ορθή προβολή στον ιδιόχωρο που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ. Τότε

I =
∑

λ∈σ(T )

Eλ και T =
∑

λ∈σ(T )

λEλ .

Θα δείξουµε ότι, όταν ο H είναι απειροδιάστατος, το άθροισµα αντικαθίσταται µε ένα ολοκλήρωµα

T =
∫
λdEλ όπου η ολοκλήρωση γίνεται πάνω στο συµπαγές υποσύνολο σ(T ) του C, ως προς ένα

‘µέτρο’ ορισµένο στα Borel υποσύνολα του σ(T ), µε τιµές (όχι αριθµούς αλλά) προβολές στον H .

Στην προηγούµενη παράγραφο δώσαµε την απόδειξη (για την ειδική περίπτωση αυτοσυζυγούς τελεστή)

µιας ισοδύναµης µορφής του Φασµατικού Θεωρήµατος: Κάθε φυσιολογικός τελεστής T σ’έναν χώρο
Hilbert είναι ορθοµοναδιαία ισοδύναµος µε έναν πολλαπλασιαστικό τελεστή στον L2 ενός κατάλληλου
χώρου µέτρου. Παρατηρούµε ότι ο χώρος µέτρου που κατασκευάσαµε στην προηγούµενη παράγραφο

εξαρτάται, όχι µόνον από τον τελεστή, αλλά και από την επιλογή µιας οικογένειας ‘πολύ κάθετων’ διανυ-

σµάτων. Αντίθετα, το ‘µέτρο’ που ϑα ορίσουµε στη συνέχεια καθορίζεται µονοσήµαντα από τον τελεστή

T . Επιπλέον, η αναπαράσταση του τελεστή µε την µορφή ολοκληρώµατος επιτυγχάνεται στον ίδιο χώρο

Hilbert όπου ο T δρα, και όχι σε κάποιον άλλο χώρο (µέσω ορθοµοναδιαίας ισοδυναµίας).

Το πρόγραµµά µας είναι το εξής: Θα ορίσουµε πρώτα την κατάλληλη έννοια «µέτρου», το ϕασµατικό

µέτρο, καθώς και την ολοκλήρωση, ως προς ένα τέτοιο µέτρο, συναρτήσεων µε µιγαδικές τιµές. Θα

δούµε ότι το ολοκλήρωµα ως προς ένα ϕασµατικό µέτρο ορίζει µία αναπαράσταση µιας C∗-άλγεβρας

συναρτήσεων. Στη συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι κάθε αναπαράσταση της C∗-άλγεβρας C(K ) (όπου K
συµπαγής Hausdorff χώρος) που διατηρεί την ενέλιξη ορίζει ένα ϕασµατικό µέτρο. Τέλος, αφού (όπως ϑα

δούµε) κάθε ϕυσιολογικός τελεστής T ∈ B(H) ορίζει µία αναπαράσταση f −→ f (T ) της C(σ(T )), ϑα

οδηγηθούµε στην απόδειξη του Φασµατικού Θεωρήµατος.

7.1.2 Ολοκλήρωση ως προς φασµατικό µέτρο

(i) Φασµατικά µέτρα

Ορισµός 7.1.2. ΄Εστω (K,S) µετρήσιµος χώρος. Μια οικογένεια {E(Ω) : Ω ∈ S} τελεστών σ’έναν χώρο

Hilbert H λέγεται φασµατικό µέτρο (spectral measure) αν ικανοποιεί τις ιδιότητες

1. E(Ω)∗ = E(Ω)

2. E(Ω1 ∩Ω2) = E(Ω1) · E(Ω2)

3. E(∅) = 0 και E(K ) = I

4. Για κάθε x, y ∈ H , η απεικόνιση µxy : Ω 7→ ⟨E(Ω)x, y⟩ είναι µιγαδικό µέτρο ορισµένο στην S.
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Παρατήρηση 7.1.3. (α) Από τις (1) και (2) έπεται ότι κάθε E(Ω) είναι ορθή προβολή, δηλαδή

E(Ω)∗ = E(Ω) και E(Ω)2 = E(Ω). Εφόσον οι ορθές προβολές είναι ϑετικοί τελεστές1,

έπεται ότι για κάθε x ∈ H το µέτρο µxx είναι ϑετικό (πεπερασµένο) µέτρο. Αντίστροφα, αν κάθε µxx
είναι ϑετικό µέτρο, τότε κάθε µxy ϑα είναι µιγαδικό µέτρο, ως γραµµικός συνδυασµός τεσσάρων

µxx . Πράγµατι, για κάθεΩ η απεικόνιση (x, y) 7→ µxy (Ω) = ⟨E(Ω)x, y⟩ είναι sesquilinear, άρα (από

την ταυτότητα πολικότητας) έχουµε

4µxy (Ω) = µx+y,x+y (Ω) − µx−y,x−y (Ω) + iµx+iy,x+iy (Ω) − iµx−iy,x−iy (Ω).

Εποµένως η ιδιότητα (4) µπορεί να αντικατασταθεί από την

4′ Για κάθε x ∈ H , η απεικόνιση µxx : Ω 7→ ⟨E(Ω)x, x⟩ είναι (ϑετικό) µέτρο ορισµένο στην S.

(ϐ) ΄Οταν ο K είναι (τοπικά) συµπαγής χώρος και S η σ-άλγεβρα των Borel υποσυνόλων του, συνήθως

απαιτούµε ένα ϕασµατικό µέτρο να είναι κανονικό, δηλαδή όλα τα µxx να είναι κανονικά µέτρα.

Παρατήρηση 7.1.4. Κάθε ϕασµατικό µέτρο είναι ϐεβαίως πεπερασµένα προσθετικό (αφού κάθε µxy
(x, y ∈ H) είναι πεπερασµένα προσθετικό), δηλαδή E(Ω1 ∪ Ω2) = E(Ω1) + E(Ω2) όταν τα Ω1,Ω2 ∈ S

είναι ξένα. ∆εν είναι όµως (πλην τετριµµένων περιπτώσεων) σ-προσθετικό στην τοπολογία της νόρµας

του B(H). ∆ηλαδή αν {Ωn} ∈ S είναι ακολουθία ξένων ανά δύο υποσυνόλων καιΩ είναι η ένωσή τους, η

σειρά
∑
n

E(Ωn) δεν συγκλίνει, γιατί τα µερικά της αθροίσµατα, όταν δεν είναι ίσα, έχουν διαφορά νόρµας

1 (γιατί είναι ορθές προβολές2).

Ισχύει όµως µια ασθενέστερη µορφή σ-προσθετικότητας:

Πρόταση 7.1.5. Για κάθε x ∈ H η σειρά
∑

E(Ωn)x συγκλίνει στο E(Ω)x (ως προς την νόρµα του H).

Απόδειξη. Επειδή η απεικόνιση Ω 7→ E(Ω) είναι πεπερασµένα προσθετική, αν ϑέσουµε

Vn =
⋃
{Ωk : k ≤ n} τότε

E(Ω) = E(Vn) + E(Ω \ Vn) =
n∑

k=1

E(Ωk ) + E(Ω \ Vn).

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι lim
n
∥E(Ω\Vn)x∥ = 0 για κάθε x ∈ H . Αλλά η E(Ω\Vn) είναι ορθή προβολή,

άρα ∥E(Ω \ Vn)x∥2 = ⟨E(Ω \ Vn)x, x⟩ = µx,x (Ω \ Vn) που τείνει στο 0 αφού το µx,x είναι σ-προσθετικό

µέτρο. □

Παραδείγµατα 7.1.6. (α) Αν T είναι ϕυσιολογικός τελεστής σ’έναν χώρο Hilbert H πεπερασµένης

διάστασης, ϑέτουµε K = σ(T ) και E({λ}) = Eλ , όπου Eλ η προβολή στον ιδιοχώρο που αντιστοιχεί

στην ιδιοτιµή λ. Ελέγχεται άµεσα ότι το E(·) είναι ϕασµατικό µέτρο ορισµένο στο δυναµοσύνολο του

(πεπερασµένου) συνόλου σ(T ).

(ϐ) ΄Εστω (K,S, µ) χώρος µέτρου και H = L2(K, µ). Για κάθεΩ ∈ S ορίζουµε τον τελεστή E(Ω) ∈ B(H)
από την σχέση

E(Ω)g = χΩg, g ∈ H .

1Αν E είναι ορθή προβολή τότε ⟨Ex, x⟩ = ⟨E2x, x⟩ = ⟨Ex, E∗x⟩ = ⟨Ex, Ex⟩ = ∥Ex∥2.
2Πράγµατι,

∑m
k=n E(Ωk ) = E(∪m

k=n
Ωk )
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Ελέγχουµε ότι ικανοποιούνται οι απαιτήσεις του ορισµού:

(1) Αν g, h ∈ H έχουµε

⟨E(Ω)g, h⟩ =
∫
K

χΩgh̄dµ =
∫
K

g χΩhdµ = ⟨g, E(Ω)h⟩

άρα E(Ω)∗ = E(Ω).

(2) Επειδή χΩ1∩Ω2 = χΩ1 · χΩ2 έχουµε

E(Ω1 ∩Ω2)g = χΩ1∩Ω2g = χΩ1 · χΩ2g = E(Ω1)(E(Ω2)g).

Η απόδειξη της (3) είναι τετριµµένη.

Για την (4), αρκεί, όπως είδαµε στην Παρατήρηση 7.1.3, να δείξουµε ότι για κάθε f ∈ H η απεικό-

νιση Ω 7→ ⟨E(Ω) f , f ⟩ είναι (ϑετικό) µέτρο στον K . Πρώτα-πρώτα, αν τα V,Ω ∈ S είναι ξένα, τότε

χΩ∪V = χΩ + χV , εποµένως

E(Ω ∪ V ) f = χΩ∪V f = χΩ f + χV f = (E(Ω) + E(V )) f

οπότε το Ω 7→ ⟨E(Ω) f , f ⟩ είναι πεπερασµένα προσθετικό. Αν τώρα (Ωn) ⊆ S είναι µια ϕθίνουσα προς

το ∅ ακολουθία, τότε η αντίστοιχη ακολουθία ( χn)n των χαρακτηριστικών τους ϕθίνει προς το µηδέν σε

κάθε σηµείο του K , άρα η ακολουθία ( χn(t) | f (t) |2)n ϕθίνει προς το µηδέν (µ-σχεδόν) σε κάθε σηµείο

t ∈ K . Συνεπώς το Θεώρηµα µονότονης σύγκλισης δείχνει ότι τα ολοκληρώµατα ϕθίνουν προς το µηδέν,

δηλαδή ότι

⟨E(Ωn) f , f ⟩ =
∫
K

χn(t) | f (t) |2dµ(t) −→ 0.

΄Επεται ότι το Ω −→ ⟨E(Ω) f , f ⟩ είναι σ-προσθετικό.

(ii) Ολοκλήρωση

Προχωρούµε τώρα στον ορισµό ολοκληρώµατος ως προς ϕασµατικό µέτρο. Αν

f =
∑

i

λi χΩi

είναι απλή µετρήσιµη συνάρτηση (όπου λi ∈ C και Ωi ∈ S, τα οποία µπορούµε να υποθέτουµε ξένα ανά

δύο και
⋃
Ωi = K), ορίζουµε ∫

K

f (λ)dEλ =
∑

i

λiE(Ωi) ∈ B(H).

Παρατηρούµε ότι 〈*..
,

∫
K

f (λ)dEλ
+//
-

x, y
〉
=

∫
K

f dµx,y

για κάθε x, y ∈ H .

Είναι ϕανερό ότι η απεικόνιση θ που ορίζεται από την σχέση

θ( f ) =
∫
K

f (λ)dEλ
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είναι γραµµική από τον χώρο των απλών µετρήσιµων συναρτήσεων µε τιµές στον B(H). Επιθυµούµε

να την επεκτείνουµε σε µια απεικόνιση ορισµένη στον χώρο L∞(K ) όλων των ϕραγµένων µετρήσιµων

συναρτήσεων f : K → C. Κάθε τέτοια συνάρτηση προσεγγίζεται οµοιόµορφα από απλές συναρτήσεις.

Αρκεί λοιπόν να δειχθεί ότι η θ είναι συνεχής ως προς την τοπολογία της οµοιόµορφης σύγκλισης.

Ισχυριζόµαστε ότι ∥θ( f )∥ ≤ sup | f |. Πράγµατι : Για κάθε x ∈ H , έχουµε








(∫
f dE

)
x







2

=









∑
i

λiE(Ωi)x








2

=
∑

i

|λi |
2∥E(Ωi)x∥2

≤ (max |λi |)2
∑

i

∥E(Ωi)x∥2 = (sup | f |)2∥
∑

i

E(Ωi)x∥2

= (sup | f |)2∥x∥2

όπου χρησιµοποιήσαµε (δύο ϕορές) το Πυθαγόρειο Θεώρηµα, µια και οι {E(Ωi)} είναι κάθετες ανά δύο

και
∑
i

E(Ωi) = E(
⋃
Ωi) = E(K ) = I .

∆είξαµε λοιπόν ότι 






∫
f dE







≤ sup | f |

δηλαδή ∥θ( f )∥ ≤ sup | f |. Εποµένως η θ επεκτείνεται µοναδικά σε µια συνεχή γραµµική απεικόνιση, που

την συµβολίζουµε επίσης θ, από την C∗-άλγεβρα L∞(K ) στον B(H).

Ισχυριζόµαστε τώρα ότι η θ είναι *-µορφισµός. Αρκεί να αποδείξουµε ότι η θ είναι *-µορφισµός στις απλές

συναρτήσεις, γιατί ο πολλαπλασιασµός και η ενέλιξη είναι συνεχείς στην L∞(K ) και στον B(H)).

Παρατηρούµε λοιπόν ότι αν Ω = Ω1 ∩Ω2, έχουµε

θ( χΩ1 χΩ2 ) = θ( χΩ) = E(Ω) = E(Ω1) · E(Ω2) = θ( χΩ1 ) · θ( χΩ2 )

εποµένως, λόγω γραµµικότητας της θ, αν f1, f2 είναι απλές, έχουµε

θ( f1 f2) = θ( f1)θ( f2).

΄Οµοια, από το γεγονός ότι E(Ω)∗ = E(Ω) ϐρίσκουµε ότι

θ( f̄ ) = (θ( f ))∗

όταν η f είναι απλή.

΄Ετσι έχουµε ορίσει το ολοκλήρωµα
∫

f dE ∈ B(H) για κάθε f ∈ L∞(K ), και έχουµε δείξει ότι η

απεικόνιση f 7→
∫

f dE είναι συνεχής *-µορφισµός.

Παρατήρηση 7.1.7. Η απεικόνιση αυτή δεν είναι εν γένει 1-1 (εποµένως δεν είναι ισοµετρία). Πράγµατι,

αν το σύνολο Ω = {t ∈ K : f (t) , 0} έχει µέτρο µηδέν, αν δηλαδή E(Ω) = 0, τότε
∫

f dE = 0.

Συνοψίζουµε τα παραπάνω µε την

Πρόταση 7.1.8. Αν {E(Ω) : Ω ∈ S} είναι ένα ϕασµατικό µέτρο ορισµένο σ’έναν µετρήσιµο χώρο (K,S)
µε τιµές προβολές σ’έναν χώρο Hilbert H , τότε η απεικόνιση χΩ 7→ E(Ω) ορίζει έναν *-µορφισµό

L∞(K ) → B(H) : f 7→
∫

f dE
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από την *-άλγεβρα L∞(K ) των ϕραγµένων µετρήσιµων συναρτήσεων f : K −→ C µε τιµές στον B(H)
που ικανοποιεί 






∫
f dE







≤ sup | f |

και 〈(∫
f dE

)
x, y

〉
=

∫
f dµxy (x, y ∈ H)

όπου µxy (Ω) = ⟨E(Ω)x, y⟩.

(Η τελευταία ισότητα ισχύει, όπως παρατηρήσαµε, για απλές συναρτήσεις. Η γενική περίπτωση έπεται

προσεγγίζοντας την f ∈ L∞(K ) οµοιόµορφα από µια ακολουθία απλών συναρτήσεων.)

7.1.3 Μέτρα και Αναπαραστάσεις

΄Εστω K συµπαγής χώρος Hausdorff. Τότε η C(K ) είναι µία µεταθετική C*-άλγεβρα. Μια *-αναπαράσταση
(*-representation) της C(K ) σ’έναν χώρο Hilbert H είναι ένας *-µορφισµός π της C*-άλγεβρας C(K )
στην B(H). Θα υποθέτουµε επίσης, όπως γίνεται συνήθως3, ότι η εικόνα της σταθερής συνάρτησης

1 ∈ C(K ) είναι ο ταυτοτικός τελεστής I .

Παραδείγµατος χάριν, αν T ∈ B(H) είναι αυτοσυζυγής τελεστής, η απεικόνιση f 7→ f (T ) : C(σ(T )) −→
B(H) είναι µια αναπαράσταση της C*-άλγεβρας C(σ(T )) στον H . (΄Οπως ϑα δούµε στην επόµενη

παράγραφο, το ίδιο ισχύει και όταν ο T είναι ϕυσιολογικός.)

Λήµµα 7.1.9. Κάθε *-αναπαράσταση π της C(K ) είναι αυτοµάτως συνεχής, µάλιστα ∥π( f )∥ ≤ ∥ f ∥∞ για

κάθε f ∈ C(K ).

Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι η π διατηρεί την διάταξη, δηλαδή αν µια f ∈ C(K ) είναι µη αρνητική,

τότε ο π( f ) είναι ϑετικός τελεστής. Πράγµατι, αν g =
√

f τότε π(g)∗ = π(ḡ) = π(g) άρα π( f ) = π(g2) =
π(g)2 = π(g)∗π(g) ≥ 0.

΄Εστω τώρα f ∈ C(K ) µε ∥ f ∥∞ ≤ 1. Τότε η συνάρτηση 1− f ∗ f = 1− | f |2 είναι µη αρνητική, και συνεπώς

π(1 − f ∗ f ) ≥ 0, άρα για κάθε x ∈ H έχουµε ⟨(I − π( f ∗ f ))x, x⟩ ≥ 0, οπότε

∥π( f )x∥2 = ⟨π( f )x, π( f )x⟩ = ⟨π( f ∗ f )x, x⟩ ≤ ∥x∥2,

πράγµα που δείχνει ότι ∥π( f )∥ ≤ 1. □

Από την Πρόταση 7.1.8 έπεται ότι κάθε ϕασµατικό µέτρο {E(Ω) : Ω ⊆ K Borel} ⊆ B(H) ορίζει έναν

*-µορφισµό π : C(K ) → B(H) από την σχέση

π( f ) =
∫
K

f dE ( f ∈ C(K )).

3 Εν γένει ο τελεστής P := π(1) είναι ορθή προβολή. Αν Ho = P(H) είναι το σύνολο τιµών της, τότε ο Ho ανάγει κάθε π( f )
( f ∈ C(K )) και ο π( f ) µηδενίζεται στον H⊥o . Εποµένως, περιοριζόµενοι στον Ho , µπορούµε να υποθέτουµε ότι π(1) = I .
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Αντίστροφα,

Θεώρηµα 7.1.10. ΄Εστω K συµπαγής χώρος Hausdorff. Κάθε *-αναπαράσταση π της C(K ) σ’έναν χώρο

Hilbert H ορίζει ένα µοναδικό κανονικό ϕασµατικό µέτρο E(·) ορισµένο στα Borel υποσύνολα του K ώστε∫
K

f dE = π( f ) ( f ∈ C(K )).

Η απόδειξη στηρίζεται σε δύο ϑεµελιώδη ϑεωρήµατα, που ονοµάζονται και τα δύο «Θεωρήµατα Αναπα-

ϱάστασης του Riesz»:

Θεώρηµα 7.1.11. Για κάθε συνεχή γραµµική µορφή ϕ : C(K ) −→ C υπάρχει µοναδικό κανονικό µιγαδικό

µέτρο Borel µ στο K ώστε ∫
K

f dµ = ϕ( f ) ( f ∈ C(K ))

και ∥ϕ∥ = ∥µ∥, όπου ∥µ∥ = |µ|(K ) η ολική κύµανση του µ.

Για την απόδειξη, ϐλέπε π.χ. Γ. Κουµουλλής, Σ. Νεγρεπόντης, Θεωρία Μέτρου, Εκδ. Συµµετρία, 1988,

Θεώρηµα 12.38.

Σηµείωση Για µια απόδειξη που χρησιµοποιεί µόνον ϑετικά µέτρα, δες το Παράρτηµα 7.1.3.

Θεώρηµα 7.1.12 (Πρόταση 2.1.2). Για κάθε ϕραγµένη sesquilinear µορφή ψ : H × H −→ C υπάρχει

µοναδικός T ∈ B(H) ώστε

ψ(x, y) = ⟨T x, y⟩ (x, y ∈ H)

και

∥T ∥ = sup{|ψ(x, y) | : ∥x∥ ≤ 1, ∥y∥ ≤ 1}.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 7.1.10 :

Μοναδικότητα : Αν δύο κανονικά ϕασµατικά µέτρα Borel E(·) και F (·) ικανοποιούν∫
K

f dE = π( f ) =
∫
K

f dF

για κάθε f ∈ C(K ), τότε ϑέτοντας µx,y (Ω) = ⟨E(Ω)x, y⟩ και νx,y (Ω) = ⟨F (Ω)x, y⟩, έχουµε∫
K

f dµx,y =

∫
K

f dνx,y

για κάθε f ∈ C(K ). Από την µοναδικότητα στο Θεώρηµα 7.1.11 έπεται ότι µx,y (Ω) = νx,y (Ω), δηλαδή

⟨E(Ω)x, y⟩ = ⟨F (Ω)x, y⟩ για κάθε Borel Ω ⊆ K . Αφού η ισότητα αυτή ισχύει για κάθε x, y ∈ H ,

συµπεραίνουµε ότι E(Ω) = F (Ω).

΄Υπαρξη : (i) Αν σταθεροποιήσουµε δύο διανύσµατα x, y ∈ H , η απεικόνιση

C(K ) −→ C : f 7→ ⟨π( f )x, y⟩

είναι γραµµική µορφή, και ϕράσσεται από ∥x∥ · ∥y∥, διότι

|⟨π( f )x, y⟩| ≤ ∥π( f )∥ · ∥x∥ · ∥y∥ ≤ ∥ f ∥∞ · ∥x∥ · ∥y∥

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 9
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από το Λήµµα 7.1.9. Από το Θεώρηµα 7.1.11, υπάρχει µοναδικό κανονικό µιγαδικό µέτρο Borel µx,y στο K
ώστε

(7.1.3.1)

∫
K

f dµx,y = ⟨π( f )x, y⟩ για κάθε f ∈ C(K )

και τέτοιο ώστε

∥µx,y∥ ≤ ∥x∥.∥y∥.

(ii) Σταθεροποιούµε τώρα ένα Borel υποσύνολο Ω ⊆ K και ϑεωρούµε την απεικόνιση

H × H −→ C : (x, y) 7→ µx,y (Ω).

Παρατηρούµε ότι είναι sesquilinear και ϕράσσεται από 1, δηλαδή

µx1+λx2,y (Ω) = µx1,y (Ω) + λµx2,y (Ω)
µx,y1+λy2 (Ω) = µx,y1 (Ω) + λµx,y2 (Ω)
|µx,y (Ω) | ≤ ∥µx,y∥ ≤ ∥x∥.∥y∥.

Πράγµατι : η ανισότητα |µx,y (Ω) | ≤ ∥µx,y∥ έπεται από τον ορισµό της κύµανσης (Γ. Κουµουλλής, Σ.

Νεγρεπόντης, Θεωρία Μέτρου, Εκδ. Συµµετρία, 1988, Ορισµός 10.21). Επίσης, για κάθε f ∈ C(K ),∫
f dµx,y1+λy2 = ⟨π( f )x, y1 + λy2⟩ = ⟨π( f )x, y1⟩ + λ⟨π( f )x, y2⟩

=
∫

f dµx,y1 + λ
∫

f dµx,y2

συνεπώς τα µέτρα Ω −→ µx,y1+λy2 (Ω) και Ω −→ µx,y1 (Ω) + λµxy2 (Ω) ορίζουν την ίδια γραµµική µορφή

στον C(K ) άρα, από την µοναδικότητα στο Θεώρηµα 7.1.11, είναι ίσα. Οµοίως αποδεικνύεται η πρώτη

ισότητα.

Από το Θεώρηµα 7.1.12, υπάρχει µοναδικός τελεστής E(Ω) ∈ B(H) ώστε

(7.1.3.2) ⟨E(Ω)x, y⟩ = µx,y (Ω) για κάθε x, y ∈ H .

(iii) Πρέπει να δειχθεί ότι το E(·) είναι ϕασµατικό µέτρο. Είναι ϕανερό από τον ορισµό ότι E(∅) = 0, ότι

E(K ) = I και, ϕυσικά, ότι το Ω −→ ⟨E(Ω)x, y⟩ (= µx,y (Ω)) είναι σ-προσθετικό µέτρο για κάθε x, y.

(α) Ισχυρισµός : E(Ω)∗ = E(Ω).

Απόδειξη : Για κάθε f ∈ C(K ) έχουµε π( f̄ ) = π( f )∗, άρα, αν ϑέσουµε µy,x (Ω) = µy,x (Ω),∫
f dµx,y = ⟨π( f )x, y⟩ = ⟨π( f )∗y, x⟩ =

∫
f̄ dµy,x =

∫
f dµy,x,

πράγµα που δείχνει ότι τα µέτρα µx,y και µy,x ταυτίζονται, δηλαδή ότι

⟨E(Ω)x, y⟩ = ⟨E(Ω)y, x⟩ = ⟨x, E(Ω)y⟩. □

(β) Ισχυρισµός : E(Ω1 ∩Ω2) = E(Ω1) · E(Ω2) για κάθε Ϲεύγος Borel υποσυνόλων Ω1,Ω2 του K .

Απόδειξη : Για κάθε f , g ∈ C(K ) έχουµε

⟨π( f g)x, y⟩ = ⟨π( f )π(g)x, y⟩ = ⟨π( f )(π(g)x), y⟩
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και συνεπώς, χρησιµοποιώντας την (7.1.3.1) για τα διανύσµατα π(g)x και y,∫
f gdµx,y =

∫
f dµπ(g)x,y .

Αφού η σχέση αυτή ισχύει για κάθε f ∈ C(K ), τα αντίστοιχα µέτρα ταυτίζονται, δηλαδή∫
Ω1

gdµx,y =

∫
Ω1

dµπ(g)x,y = µπ(g)x,y (Ω1)

για κάθε Borel Ω1 ⊆ K . Από την (7.1.3.2), η σχέση αυτή γράφεται∫
Ω1

gdµx,y = ⟨E(Ω1)π(g)x, y⟩.

Αλλά
⟨E(Ω1)π(g)x, y⟩ = ⟨π(g)x, E(Ω1)∗y⟩

και από την (7.1.3.1) έχουµε

⟨π(g)x, E(Ω1)∗y⟩ =
∫

gdµx,E(Ω1)∗y

οπότε
∫
Ω1

gdµx,y =

∫
gdµx,E(Ω1)∗y .

Αφού η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε g ∈ C(K ), τα αντίστοιχα µέτρα ταυτίζονται, δηλαδή∫
Ω1

χΩ2 dµx,y =

∫
χΩ2 dµx,E(Ω1)∗y

για κάθε Borel Ω2 ⊆ K . Αλλά∫
Ω1

χΩ2 dµx,y = µx,y (Ω1 ∩Ω2) και

∫
χΩ2 dµx,E(Ω1)∗y = µx,E(Ω1)∗y (Ω2)

και συνεπώς από την (7.1.3.2)

⟨E(Ω1 ∩Ω2)x, y⟩ = ⟨E(Ω2)x, E(Ω1)∗y⟩ = ⟨E(Ω1)E(Ω2)x, y⟩.

Αφού αυτή η σχέση ισχύει για κάθε x, y ∈ H , δείξαµε ότι E(Ω1 ∩ Ω2) = E((Ω1) · E(Ω2), πράγµα που

ολοκληρώνει την απόδειξη. □

Παρατήρηση 7.1.13. Οι προβολές E(Ω) (Ω ⊆ K Borel) δεν ανήκουν, εν γένει, στην C*-άλγεβρα

B = {π( f ) : f ∈ C(K )}. Ανήκουν όµως στην (εν γένει) µεγαλύτερη άλγεβρα B′′, τον δεύτερο
µεταθέτη της B, δηλαδή µετατίθενται µε κάθε ϕραγµένο τελεστή που µετατίθεται µε την B.

Μάλιστα, ένας τελεστής X ∈ B(H) µετατίθεται µε κάθε στοιχείο π( f ) της B αν και µόνον αν µετατίθεται

µε κάθε E(Ω). Πράγµατι, η σχέση Xπ( f ) = π( f )X ισχύει αν και µόνον αν για κάθε x, y ∈ H έχουµε

⟨Xπ( f )x, y⟩ = ⟨π( f )X x, y⟩ ⇐⇒ ⟨π( f )x, X∗y⟩ = ⟨π( f )X x, y⟩

⇐⇒

∫
f dµx,X∗y =

∫
f dµX x,y .

Η σχέση αυτή ισχύει για κάθε f ∈ C(K ) αν και µόνον αν τα µέτρα µx,X∗y και µX x,y είναι ίσα, δηλαδή αν

και µόνον αν

⟨E(Ω)x, X∗y⟩ = ⟨E(Ω)X x, y⟩
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για κάθε Ω ⊆ K Borel δηλαδή

⟨X E(Ω)x, y⟩ = ⟨E(Ω)X x, y⟩

για κάθε Ω ⊆ K Borel.

∆είξαµε λοιπόν ότι Xπ( f ) = π( f )X για κάθε f ∈ C(K ) αν και µόνον αν X E(Ω) = E(Ω)X για κάθε

Ω ⊆ K Borel. ∆ηλαδή οι µεταθέτες

B′ και {E(Ω) : Ω ⊆ K Borel }′

ταυτίζονται, άρα και οι δεύτεροι µεταθέτες ταυτίζονται :

{π( f ) : f ∈ C(K )}′′ = {E(Ω) : Ω ⊆ K Borel }′′ .

Οι αυτοσυζυγείς άλγεβρες της µορφήςB′′ ονοµάζονται άλγεβρες von Neumann (δες και την παράγραφο

9.1).

Παράρτηµα: Εναλλακτική προσέγγιση στο Θεώρηµα 7.1.10

Θα αποφύγουµε τα µιγαδικά µέτρα, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα Αναπαράστασης του Riesz για ϑετικά

µόνο µέτρα:

Θεώρηµα 7.1.14. ΄Εστω K συµπαγής χώρος Hausdorff. Για κάθε θετική 4 γραµµική µορφή ϕ : C(K ) −→ C
υπάρχει µοναδικό κανονικό ϑετικό µέτρο Borel µ στο K ώστε∫

K

f dµ = ϕ( f ) ( f ∈ C(K )).

Για την απόδειξη, ϐλ. π.χ. Γ. Κουµουλλής, Σ. Νεγρεπόντης, Θεωρία Μέτρου, Εκδ. Συµµετρία, 1988,

Θεώρηµα 12.26.

Παρατήρηση 7.1.15. Η µοναδικότητα στο Θεώρηµα 7.1.14 µπορεί να διατυπωθεί και ως εξής:

Αν δύο κανονικά (ϑετικά) µέτρα Borel µ και ν στο K δίνουν το ίδιο ολοκλήρωµα σε κάθε συνεχή συνάρτηση,

τότε είναι ίσα, οπότε δίνουν το ίδιο ολοκλήρωµα σε κάθε ϕραγµένη Borel µετρήσιµη συνάρτηση.

Θα χρειασθούµε το παρακάτω Λήµµα:

Λήµµα 7.1.16. Αν M είναι µια πεπερασµένη οικογένεια από κανονικά ϑετικά µέτρα Borel στο K , τότε

για κάθε Borel ϕραγµένη συνάρτηση h : K → C υπάρχει ακολουθία ( fn) συνεχών συναρτήσεων µε

∥ fn∥∞ ≤ ∥h∥∞ για κάθε n ∈ N ώστε∫
hdµ = lim

n

∫
fndµ για κάθε µ ∈ M .

Απόδειξη. (Γ. Ελευθεράκης): Θέτουµε µo =
∑
µ∈M

µ (πεπερασµένο άθροισµα). Είναι εύκολο να δείξει

κανείς ότι το µo είναι κανονικό µέτρο. ΄Αρα, από το Θεώρηµα Lusin (Γ. Κουµουλλής, Σ. Νεγρεπόντης,

Θεωρία Μέτρου, Εκδ. Συµµετρία, 1988, Θεώρηµα 12.2 (ii) ), για κάθε Borel ϕραγµένη συνάρτηση h και

4δηλ. f ≥ 0⇒ ϕ( f ) ≥ 0.
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κάθε n ∈ N υπάρχει fn ∈ C(K ) µε ∥ fn∥∞ ≤ ∥h∥∞ώστε το σύνολο Kn := {t ∈ K : fn(t) , h(t)} να έχει

µo(Kn) < 1
n , οπότε µ(Kn) < 1

n για κάθε µ ∈ M . ΄Εχουµε λοιπόν

�����

∫
hdµ −

∫
fndµ

�����
≤

∫
|h − fn |dµ ≤ ∥h − fn∥∞ µ(Kn) < 2 ∥h∥∞

1
n
. □

Σηµείωση : Η µοναδικότητα στο Θεώρηµα 7.1.14 έπεται και από το Λήµµα: Αν µ, ν είναι δύο κανονικά
ϑετικά µέτρα Borel και

∫
f dµ =

∫
f dν για κάθε f ∈ C(K ), τότε µ = ν.

∆εύτερη απόδειξη του Θεωρήµατος 7.1.10

Μοναδικότητα : Αν δύο κανονικά ϕασµατικά µέτρα Borel E(·) και F (·) ικανοποιούν∫
K

f dE = π( f ) =
∫
K

f dF

για κάθε f ∈ C(K ), τότε ϑέτοντας µx (Ω) = ⟨E(Ω)x, x⟩ και νx (Ω) = ⟨F (Ω)x, x⟩, έχουµε∫
K

f dµx =

∫
K

f dνx

για κάθε f ∈ C(K ). Επειδή τα δύο µέτρα είναι κανονικά, συµπεραίνουµε ότι κατ’ ανάγκη ϑα ταυτίζονται :

µx (Ω) = νx (Ω), δηλαδή ⟨E(Ω)x, x⟩ = ⟨F (Ω)x, x⟩ για κάθε Borel Ω ⊆ K . Αφού η ισότητα αυτή ισχύει για

κάθε x ∈ H , συµπεραίνουµε (από την ταυτότητα πολικότητας) ότι E(Ω) = F (Ω).

΄Υπαρξη : (i) Αν σταθεροποιήσουµε ένα x ∈ H , η απεικόνιση

C(K ) −→ C : f −→ ⟨π( f )x, x⟩

είναι γραµµική µορφή, και είναι ϑετική, διότι αν f ≥ 0, τότε f = g∗g όπου g =
√

f , οπότε

⟨π( f )x, x⟩ =
〈
π(g)∗π(g)x, x

〉
= ∥π(g)x∥2 ≥ 0.

Από το Θεώρηµα 7.1.14, υπάρχει µοναδικό κανονικό ϑετικό µέτρο Borel µx στο K ώστε

(7.1.3.3)

∫
K

f dµx = ⟨π( f )x, x⟩ για κάθε f ∈ C(K ).

Μάλιστα

µx (K ) =
∫

1dµx = ⟨π(1)x, x⟩ = ∥x∥2 .

Θα δείξουµε ότι υπάρχει ένα ϕασµατικό µέτρο E(·) που «γεννάει» όλα τα µx µε την έννοια ότι

µx (Ω) = ⟨E(Ω)x, x⟩ για κάθε x ∈ H και Ω ⊆ K Borel.

Τότε, αν f ∈ C(K ), από τον ορισµό του
∫

f dE ϑα έχουµε〈(∫
f dE

)
x, x

〉
=

∫
f dµx

για κάθε x ∈ H οπότε ∫
f dE = π( f )
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λόγω της (7.1.3.3).

(ii) Αν εφαρµόσουµε την ταυτότητα πολικότητας στη σχέση (7.1.3.3) έχουµε, για κάθε x, y ∈ H ,

⟨π( f )x, y⟩ =
1
4

(
⟨π( f )(x + y), x + y⟩ − ⟨π( f )(x − y), x − y⟩

)
+

i
4

(
⟨π( f )(x + iy), x + iy⟩ − ⟨π( f )(x − iy), x − iy⟩

)
=

1
4

(∫
f dµx+y −

∫
f dµx−y

)
+

i
4

(∫
f dµx+iy −

∫
f dµx−iy

)
.

Σταθεροποιούµε τώρα µία ϕραγµένη συνάρτηση Borel h : K → C και ορίζουµε την απεικόνιση

ϕh : H × H → C

από την σχέση

(7.1.3.4) ϕh(x, y) =
1
4

(∫
hdµx+y −

∫
hdµx−y

)
+

i
4

(∫
hdµx+iy −

∫
hdµx−iy

)
(οπότε ϕh(x, y) = ⟨π(h)x, y⟩ όταν η h είναι συνεχής).

Ισχυρισµός 1. Για κάθε πεπερασµένη οικογένεια X := {(xk, yk ) ∈ H × H : k = 1, . . . ,m} υπάρχει

ακολουθία ( fn) συνεχών συναρτήσεων µε ∥ fn∥∞ ≤ ∥h∥∞ ώστε

ϕh(xk, yk ) = lim
n→∞
⟨π( fn)xk, yk⟩ , k = 1, . . . ,m.

Απόδειξη : Εφαρµόζουµε το Λήµµα στο πεπερασµένο σύνολο µέτρων

M ={µxk+yk , µxk−yk , µxk+iyk , µxk−iyk , k = 1, . . . ,m}.

Υπάρχει ακολουθία ( fn) συνεχών συναρτήσεων µε ∥ fn∥∞ ≤ ∥h∥∞ ώστε∫
hdµ = lim

n

∫
fndµ για κάθε µ ∈ M

άρα, από την (7.1.3.4),

ϕh(xk, yk ) = lim
n→∞

1
4

(∫
fndµxk+yk −

∫
fndµxk−yk

)
+ lim

n→∞

i
4

(∫
fndµxk+iyk −

∫
fndµxk−iyk

)
= lim

n→∞
⟨π( fn)xk, yk⟩ , k = 1, . . . ,m. □

Ισχυρισµός 2. Η ϕh είναι sequilinear και ϕραγµένη. Μάλιστα |ϕh(x, y) | ≤ ∥x∥ ∥y∥ ∥h∥∞ για κάθε

x, y ∈ H .

Απόδειξη : Αν x, y ∈ H , απο τον Ισχυρισµό 1 υπάρχει ακολουθία ( fn) συνεχών συναρτήσεων µε

∥ fn∥∞ ≤ ∥h∥∞ ώστε ϕh(x, y) = lim
n→∞
⟨π( fn)x, y⟩. Εφόσον | ⟨π( fn)x, y⟩ | ≤ ∥x∥ ∥y∥ ∥ fn∥∞ ≤ ∥x∥ ∥y∥ ∥h∥∞

για κάθε n, έχουµε

|ϕh(x, y) | = lim
n→∞
| ⟨π( fn)x, y⟩ | ≤ ∥x∥ ∥y∥ ∥h∥∞
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και εποµένως, αφού τα x, y ήταν τυχόντα, η ϕh είναι ϕραγµένη από ∥h∥∞.

Θέλουµε τώρα να δείξουµε ότι

ϕh(x + λx′, y) = ϕh(x, y) + λϕh(x′, y)

για κάθε x, x′, y ∈ H και λ ∈ C. Εφαρµόζουµε τον Ισχυρισµό 1 στην πεπερασµένη οικογένεια διανυσµάτων

{(x, y), (x′, y), (x + λx′, y)}: Υπάρχει ακολουθία ( fn) συνεχών συναρτήσεων µε ∥ fn∥∞ ≤ ∥h∥∞ ώστε

ϕh(x, y) = lim
n→∞
⟨π( fn)x, y⟩ ,

ϕh(x′, y) = lim
n→∞

〈
π( fn)x′, y

〉
,

ϕh(x + λx′, y) = lim
n→∞

〈
π( fn)(x + λx′), y

〉
και συνεπώς

ϕh(x + λx′, y) = lim
n→∞

〈
π( fn)(x + λx)′, y

〉
= lim

n→∞
(⟨π( fn)x, y⟩ + λ

〈
π( fn)x′, y

〉
)

= ϕh(x, y) + λϕh(x′, y).

Με τον ίδιο τρόπο αποδεικνύεται και η

ϕh(x, y + λy′) = ϕh(x, y) + λ̄ϕh(x, y′). □

Θέτοντας τώρα h = χΩ όπου Ω ⊆ K Borel, έπεται από το Θεώρηµα 7.1.12 ότι υπάρχει µοναδικός
τελεστής E(Ω) ∈ B(H) ώστε

(7.1.3.5) ⟨E(Ω)x, y⟩ = ϕχΩ (x, y) για κάθε x, y ∈ H .

(iii) Πρέπει να δειχθεί ότι το E(·) είναι ϕασµατικό µέτρο.

Παρατηρούµε ότι, για κάθε x ∈ H ,

⟨E(Ω)x, x⟩ = ϕχΩ (x, x) = µx (Ω).

Είναι ϕανερό από τη σχέση αυτή ότι E(∅) = 0, E(K ) = I και ότι το Ω −→ ⟨E(Ω)x, x⟩ είναι σ-προσθετικό

µέτρο για κάθε x ∈ H . Επίσης από τις σχέσεις

0 ≤ µx (Ω) ≤ ∥x∥2

έπεται ότι
0 ≤ ⟨E(Ω)x, x⟩ ≤ ⟨x, x⟩ για κάθε x ∈ H

οπότε

0 ≤ E(Ω) ≤ I

και ειδικότερα

E(Ω)∗ = E(Ω).

Μένει να αποδειχθεί ο

Ισχυρισµός 3 E(Ω1 ∩Ω2) = E(Ω1)E(Ω2) για κάθε Ϲεύγος Borel υποσυνόλων Ω1,Ω2 του K .

Απόδειξη : Θα προκύψει από την πολλαπλασιαστικότητα της π: π( f g) = π( f )π(g).
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Υπενθυµίζουµε ότι, αν x, y ∈ H , για κάθε f ∈ C(K ),

(7.1.3.6) ϕ f (x, y) = ⟨π( f )x, y⟩ .

Για κάθε f , g ∈ C(K ) έχουµε

⟨π( f g)x, x⟩ = ⟨π( f )π(g)x, x⟩ = ⟨π( f )(π(g)x), x⟩

και συνεπώς, χρησιµοποιώντας την (7.1.3.6) για τα διανύσµατα z := π(g)x και x,

(7.1.3.7) ϕ f g (x, x) = ⟨π( f )(π(g)x), x⟩ = ϕ f (z, x)

δηλαδή ∫
f gdµx =

1
4

(∫
f dµz+x −

∫
f dµz−x

)
+

i
4

(∫
f dµz+ix −

∫
f dµz−ix

)
για κάθε f ∈ C(K ). Χρησιµοποιώντας το Λήµµα για τη συνάρτηση h = χΩ1 και το σύνολο ϑετικών

κανονικών µέτρων M = {gdµx, dµz+x, dµz−x, dµz+ix, dµz−ix }, ϐρίσκουµε ακολουθία ( fn) από συνεχείς

συναρτήσεις µε ∥ fn∥∞ ≤ 1 ώστε
∫

fndµ →
∫
χΩ1 dµ για κάθε µ ∈ M . Τότε όµως η τελευταία ισότητα

δίνει

∫
χΩ1gdµx =

1
4

(∫
χΩ1 dµz+x−

∫
χΩ1 dµz−x

)
+

i
4

(∫
χΩ1 dµz+ix−

∫
χΩ1 dµz−ix

)
δηλαδή

(7.1.3.8) ϕχΩ1g
(x, x) = ϕχΩ1

(π(g)x, x)

για κάθε Borel Ω1 ⊆ K . ΄Οµως, από τον ορισµό του E(Ω1),

ϕχΩ1
(π(g)x, x) = ⟨E(Ω1)π(g)x, x⟩ = ⟨π(g)x, E(Ω1)x⟩

(εφόσον E(Ω1)∗ = E(Ω1)) και από την (7.1.3.6)

⟨π(g)x, E(Ω1)x⟩ = ϕg (x, E(Ω1)x)
οπότε η (7.1.3.8) δίνει

(7.1.3.9) ϕg χΩ1
(x, x) = ϕχΩ1g

(x, x) = ϕg (x, E(Ω1)x) = ϕg (x,w) όπου w = E(Ω1)x.

Χρησιµοποιώντας πάλι το Λήµµα για την h = χΩ2 και το σύνολο ϑετικών κανονικών µέτρων

M = { χΩ1 dµx, dµx+w, dµx−w, dµx+iw, dµx−iw}, ϐρίσκουµε ακολουθία (gn) από συνεχείς συναρτήσεις

µε ∥gn∥∞ ≤ 1 ώστε
∫
gndµ→

∫
χΩ2 dµ για κάθε 5 µ ∈ M . ΄Επεται απο την (7.1.3.9) ότι

ϕχΩ2 χΩ1
(x, x) = lim

n
ϕgn χΩ1

(x, x) = lim
n
ϕgn (x,w) = ϕχΩ2

(x, E(Ω1)x)

για κάθε Borel Ω2 ⊆ K . Αλλά

ϕχΩ1 χΩ2
(x, x) =ϕχΩ1∩Ω2

(x, x) = ⟨E(Ω1 ∩Ω2)x, x⟩

και ϕχΩ2
(x, E(Ω1)x) = ⟨E(Ω2)x, E(Ω1)x⟩

συνεπώς

⟨E(Ω1 ∩Ω2)x, x⟩ = ⟨E(Ω2)x, E(Ω1)x⟩ = ⟨E(Ω1)E(Ω2)x, x⟩.

Αφού αυτή η σχέση ισχύει για κάθε x ∈ H , δείξαµε ότι E(Ω1 ∩ Ω2) = E((Ω1)E(Ω2), πράγµα που

ολοκληρώνει την απόδειξη. □

5π.χ.
∫
gn χΩ1 dµx →

∫
χΩ2 χΩ1 dµx
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7.1.4 Το Φασµατικό Θεώρηµα

Συνεχείς συναρτήσεις ενός φυσιολογικού τελεστή

Θα χρησιµοποιήσουµε χωρίς απόδειξη δύο αποτελέσµατα για ϕυσιολογικούς τελεστές, τα οποία έχουµε

αποδείξει για την ειδική περίπτωση των αυτοσυζυγών τελεστών. Αποδείξεις των αποτελεσµάτων αυτών

υπάρχουν σε όλα τα συγγράµµατα που αναφέρονται σε C∗-άλγεβρες ή άλγεβρες τελεστών (ϐλ. π.χ. [3],

[6], [11] της προτεινόµενης ϐιβλιογραφίας).

Λήµµα 7.1.17. (i) Το ϕάσµα οποιουδήποτε τελεστή 6 είναι µη κενό και (όπως έχουµε αποδείξει) συµπαγές

υποσύνολο του C.

(ii) Η ϕασµατική ακτίνα κάθε ϕυσιολογικού τελεστή ισούται µε την νόρµα του.

Λήµµα 7.1.18. ΄Εστω T ∈ B(H) ϕυσιολογικός τελεστής. Τότε, για κάθε πολυώνυµο δύο µεταβλητών

p(t, s) =
N∑

n,m=0
cnmtnsm,

σ(p(T,T∗)) = {p(z, z̄) : z ∈ σ(T )}.

Αν ο T είναι ϕυσιολογικός τελεστής, τότε και ο p(T,T∗) είναι ϕυσιολογικός. Πράγµατι, ο p(T,T∗) ανήκει

στην υπάλγεβρα Bo του B(H) που παράγεται από τον T , τον T∗ και τον I , η οποία είναι µεταθετική

*-άλγεβρα, αφού οι T και T∗ µετατίθενται.

Εποµένως από τα δύο προηγούµενα Λήµµατα συµπεραίνουµε αµέσως το

Πόρισµα 7.1.19. Με τους συµβολισµούς του προηγουµένου Λήµµατος,

∥p(T,T∗)∥ = sup{|p(z, z̄) | : z ∈ σ(T )}.

΄Εστω Ao ⊆ C(σ(T )) η *-υπάλγεβρα που παράγεται από τις συναρτήσεις fo, f o και 1, όπου fo(z) = z.

Τα στοιχεία της Ao είναι όλα της µορφής p( fo, f o), όπου p πολυώνυµο δύο µεταβλητών. Είναι ϕανερό

ότι η απεικόνιση Ψo : p( fo, f o) → p(T,T∗) είναι *-µορφισµός από την Ao στον B(H). Το τελευταίο

πόρισµα δείχνει ότι η απεικόνιση αυτή είναι ισοµετρία (άρα και 1-1). Εποµένως επεκτείνεται σε ισοµετρικό

*-µορφισµόΨ ορισµένο στην κλειστή ϑήκη τηςAo. ΄Οµως από την µιγαδική µορφή του Θεωρήµατος Stone

- Weierstrass (ϐλ. π.χ. [3] της προτεινόµενης ϐιβλιογραφίας, Θεώρηµα V.8.1) έπεται ότι η κλειστή αυτή

ϑήκη ταυτίζεται µε την C(σ(T )). Πράγµατι, η Ao είναι εξ ορισµού αυτοσυζυγής άλγεβρα που περιέχει τις

σταθερές, και χωρίζει τα σηµεία του συµπαγούς συνόλου σ(T ) επειδή περιέχει την ταυτοτική συνάρτηση

fo. Αποδείξαµε λοιπόν το

Θεώρηµα 7.1.20 (Συναρτησιακός λογισµός). Αν T ∈ B(H) είναι ϕυσιολογικός τελεστής, η απεικόνιση

Ψo : p( fo, f o) → p(T,T∗)

επεκτείνεται σε ισοµετρικό *-µορφισµό Ψ : C(σ(T )) → B(H). Το σύνολο τιµών του Ψ είναι η C∗(T ), η

µικρότερη C∗-υπάλγεβρα του B(H) που περιέχει τον T και τον ταυτοτικό τελεστή I .

Γράφουµε συνήθως f (T ) := Ψ( f ). ∆ηλαδή για κάθε συνεχή συνάρτηση f : σ(T ) → C, ο τελεστής

f (T ) ∈ B(H) ορίζεται µοναδικά από το όριο f (T ) = lim
n

pn(T,T∗), όπου (pn) είναι ακολουθία µιγαδικών

πολυωνύµων δύο µεταβλητών ώστε pn(z, z̄) → f (z) οµοιόµορφα ως προς z ∈ σ(T ).

6µάλιστα, οποιουδήποτε στοιχείου µιας άλγεβρας Banach
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Το Φασµατικό Θεώρηµα για φυσιολογικούς τελεστές

Θεώρηµα 7.1.21 (Το Φασµατικό Θεώρηµα ). Αν T ∈ B(H) είναι ϕυσιολογικός τελεστής, τότε υπάρχει

µοναδικό κανονικό ϕασµατικό µέτρο {E(Ω) : Ω ⊆ C Borel } που ϕέρεται από το σ(T ) ώστε

T =
∫

λdEλ .

Τέλος, ένας X ∈ B(H) µετατίθεται µε τον T αν και µόνον αν µετατίθεται µε κάθε E(Ω).

Απόδειξη. Αν B ⊆ B(H) είναι η C*-άλγεβρα C∗(T ) που παράγει ο T και ο I , η απεικόνιση

Ψ : C(σ(T )) −→ B : f −→ f (T )

είναι ισοµετρικός *-ισοµορφισµός (Θεώρηµα 7.1.20). Εφαρµόζεται λοιπόν το Θεώρηµα 7.1.10, σύµφωνα

µε το οποίο η Ψ ορίζει µοναδικό κανονικό ϕασµατικό µέτρο Borel Eo στο συµπαγές σ(T ). Επεκτείνουµε

το µέτρο αυτό στα Borel υποσύνολα του C ϑέτοντας

E(Ω) = Eo(Ω ∩ σ(T )) (Ω ⊆ C Borel).

Το µέτρο αυτό ϕέρεται από το σ(T ) µε την έννοια ότι κάθε ανοικτό U ⊆ C µε U ∩ σ(T ) = ∅ ικανοποιεί

E(U) = 0.

΄Εχουµε

Ψ( f ) =
∫

f (λ)dEλ

για κάθε f ∈ C(σ(T )) και εποµένως

T = Ψ(id) =
∫

λdEλ .

Μένει να αποδειχθεί ο τελευταίος ισχυρισµός, ότι XT = T X αν και µόνον αν X E(Ω) = E(Ω)X για κάθε

Ω ⊆ C Borel.

Υποθέτουµε πρώτα ότι ο T είναι αυτοσυζυγής. Παρατηρούµε ότι ένας τελεστής X µετατίθεται µε τον T
αν και µόνον αν µετατίθεται µε κάθε Tn, εποµένως αν και µόνον αν µετατίθεται µε την κλειστή ϑήκη του

συνόλου των πολυωνύµων του T . Αλλά επειδή ο T είναι αυτοσυζυγής, από το Πόρισµα 5.1.12 γνωρίζουµε

ότι η ϑήκη αυτή είναι το σύνολο { f (T ) : f ∈ C(σ(T ))}, δηλαδή η C∗(T ). ΄Επεται από την Παρατήρηση

7.1.13 ότι

XT = T X ⇐⇒ X E(Ω) = E(Ω)X για κάθε Ω ⊂ C Borel.

□

Στην γενική περίπτωση, που ο T είναι απλώς ϕυσιολογικός, η κλειστή ϑήκη των πολυωνύµων του T δεν

περιέχει εν γένει όλους τους f (T ) όπου f ∈ C(σ(T )) (µπορεί να µην περιέχει τον T∗ - δες την

΄Ασκηση 7.1.23). Η προηγούµενη απόδειξη ϑα είναι πλήρης (από το Θεώρηµα 7.1.20), αν δείξουµε ότι

XT = T X =⇒ X p(T,T∗) = p(T,T∗)X για κάθε πολυώνυµο p(· , ·) δύο µεταβλητών. Αρκεί γι’αυτό να

αποδείξουµε το

Θεώρηµα 7.1.22 (Fuglede). Αν ο T είναι ϕυσιολογικός, τότε ο X µετατίθεται µε τον T αν και µόνον αν

µετατίθεται µε τον T∗.
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Απόδειξη. ΄Εστω XT = T X . Τότε, για κάθε λ ∈ C, η συνάρτηση f (z) = exp(λ̄z) είναι συνεχής στο σ(T ),
άρα ορίζεται ο ϕυσιολογικός τελεστής f (T ) = exp(λ̄T ). Επειδή ο f (T ) είναι όριο πολυωνύµων του T (µε

τα οποία ο X µετατίθεται) έχουµε

X · exp(λ̄T ) = exp(λ̄T ) · X

Αφού ( f (z))−1 = exp(−λ̄z), ο τελεστής Ψ( f ) = exp(λ̄T ) είναι αντιστρέψιµος µε αντίστροφο τον

Ψ( 1
f ) = exp(−λ̄T ). Εποµένως η προηγούµενη ισότητα γράφεται

X = exp(−λ̄T )X exp(λ̄T )

άρα

(7.1.4.1) exp(λT∗)X exp(−λT∗) = exp(λT∗) exp(−λ̄T )X exp(λ̄T ) exp(−λT∗).

Παρατηρούµε ότι f (T )∗ = f̄ (T ) = exp(λT∗). Επειδή ο T είναι ϕυσιολογικός έχουµε από τον συναρτη-

σιακό λογισµό για συνεχείς συναρτήσεις (Θεώρηµα 7.1.20)

exp(λT∗) exp(−λ̄T ) = f̄ (T )
1
f

(T ) = ( f̄
1
f

)(T ) = exp(λT∗ − λ̄T )

(διότι ( f̄ 1
f )(z) = exp(λ z̄ − λ̄z)). Θέτουµε S = λT∗ − λ̄T και παρατηρούµε ότι S∗ = −S. ΄Οµως η

συνάρτηση exp έχει δυναµοσειρά µε πραγµατικούς συντελεστές, άρα (exp S)∗ = exp(S∗). Εποµένως

(exp S)∗ = exp(S∗) = exp(−S) = (exp S)−1, άρα ∥ exp S∥2 = ∥(exp S)∗(exp S)∥ = 1. Τότε όµως, από

την ισότητα (7.1.4.1) έχουµε ότι

∥ exp(λT∗)X exp(−λT∗)∥ = ∥(exp S)X (exp S∗)∥ ≤ ∥X ∥

για κάθε λ ∈ C. ∆ηλαδή, για κάθε x, y ∈ H , η συνάρτηση

ϕ : C −→ C : λ −→ ⟨exp(λT∗)X exp(−λT∗)x, y⟩

που είναι προφανώς ακέραια, 7 είναι ϕραγµένη. Εποµένως, από το Θεώρηµα Liouville, είναι σταθερή,

άρα ϕ(λ) = ϕ(0), δηλαδή

⟨exp(λT∗)X exp(−λT∗)x, y⟩ = ⟨X x, y⟩

για κάθε x, y ∈ H και λ ∈ C. ΄Επεται ότι

exp(λT∗)X exp(−λT∗) = X , άρα exp(λT∗)X = X exp(λT∗)

για κάθε λ ∈ C. Αναπτύσσοντας στην τελευταία ισότητα την exp(λT∗) σε δυναµοσειρά και εξισώνοντας

τους συντελεστές του λ, ϐρίσκουµε T∗X = XT∗. □

΄Ασκηση 7.1.23. Αν U είναι ο τελεστής της αµφίπλευρης µετατόπισης (Uen = en+1) στον ℓ2(Z), δείξτε ότι

για κάθε πολυώνυµο p ισχύει ∥U∗ − p(U)∥ ≥ 1.

7.1.5 Επέκταση του συναρτησιακού λογισµού

΄Εστω T ∈ B(H) ϕυσιολογικός τελεστής και {E(Ω) : Ω ⊆ C Borel} το ϕασµατικό του µέτρο. Για κάθε

f : C −→ C που ο περιορισµός της f |σ(T ) είναι ϕραγµένη και µετρήσιµη, ορίζουµε

f (T ) =
∫

f (λ)dEλ .

7 είναι όριο πολυωνύµων του λ, οµοιόµορφα στα συµπαγή του C.
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Ειδικότερα έχουµε χΩ(T ) = E(Ω) για κάθε Borel Ω ⊆ C.

Παρατηρούµε ότι ο τελεστής f (T ) δεν ανήκει κατ’ανάγκη στην C∗(T ) (αν η f |σ(T ) δεν είναι συνεχής)

αλλά f (T ) ∈ {T }′′. Πράγµατι, αν ένας ϕραγµένος τελεστής X ανήκει στον µεταθέτη του T τότε µετατίθεται

µε το σύνολο {E(Ω) : Ω ⊆ C Borel } (από το Φασµατικό ϑεώρηµα) άρα και µε τον f (T ), που είναι όριο

γραµµικών συνδυασµών ϕασµατικών προβολών.

Από την Πρόταση 7.1.8 συµπεραίνουµε ότι :

Πρόταση 7.1.24. Η απεικόνιση f −→ f (T ) είναι *-µορφισµός από την L∞(σ(T )) στον δεύτερο µεταθέτη

{T }′′ που επεκτείνει τον συναρτησιακό λογισµό για πολυώνυµα, και ισχύει

∥ f (T )∥ ≤ sup{| f (λ) | : λ ∈ σ(T )} ( f ∈ L∞(σ(T ))).

Πόρισµα 7.1.25. Αν T ∈ B(H) είναι ϕυσιολογικός τελεστής και {E(Ω) : Ω ⊆ C Borel } το ϕασµατικό του

µέτρο, τότε

(i) λ ∈ σ(T ) αν και µόνον αν E(U) , 0 για κάθε ανοικτό U ⊆ C που περιέχει το λ.

(ii) το λ είναι ιδιοτιµή του T αν και µόνον αν E({λ}) , 0. Ο αντίστοιχος ιδιόχωρος είναι ο E({λ})(H).

(iii) κάθε µεµονωµένο σηµείο του σ(T ) είναι ιδιοτιµή του T .

Απόδειξη. (i) ΄Εστω λ ∈ C. Αν λ < σ(T ), τότε υπάρχει ανοικτή περιοχή U του λ ώστε U ∩ σ(T ) = ∅,
οπότε E(U) = 0 αφού το E ϕέρεται από το σ(T ).

Αν αντίστροφα υπάρχει ανοικτή περιοχή U του λ ώστε E(U) = 0, τότε η συνάρτηση

f (z) =
{ 1

z−λ z < U
0 z ∈ U

ορίζεται, είναι ϕραγµένη και µετρήσιµη, και για κάθε z ∈ C ικανοποιεί (z − λ) f (z) = 1− χU (z). Συνεπώς

από τον συναρτησιακό λογισµό (Πρόταση 7.1.24) έχουµε

(T − λI) f (T ) = f (T )(T − λI) = I − E(U) = I

(γιατί χU (T ) = E(U)) πράγµα που δείχνει ότι ο T − λI είναι αντιστρέψιµος, δηλαδή ότι λ < σ(T ).

(ii) ΄Εστω Ω = {λ} και g(z) = z − λ. Τότε g χΩ = 0 άρα g(T )E(Ω) = 0, δηλαδή (T − λI)E(Ω) = 0.

Αν λοιπόν ϑέσουµε F = ker(T − λI) δηλαδή

F = {x ∈ H : (T − λI)x = 0}

τότε E(Ω)(H) ⊆ F.

Ισχυριζόµαστε ότι ισχύει ισότητα: αν x ∈ F ϑα δείξουµε ότι x ∈ E(Ω)(H). Πράγµατι, αν Vn είναι

ακολουθία ανοικτών συνόλων που ϕθίνει8 προς το Ω = {λ}, τότε, όπως δείξαµε στην Παρατήρηση 7.1.5,

∥E(Vn)x − E(Ω)x∥ → 0.

Αν ϑέσουµε fn(z) = (z−λ)−1 για z < Vn και fn(z) = 0 για z ∈ Vn (όπως στο (i)) τότε fn(z)(z−λ) = 1− χVn ,

άρα fn(T )(T − λI) = I − E(Vn) και συνεπώς

x − E(Vn)x = fn(T )(T − λI)x = 0
8δηλαδή Vn ⊇ Vn+1 και

⋂
n

Vn = Ω
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(αφού x ∈ F) δηλαδή E(Vn)x = x για κάθε n άρα E(Ω)x = x.

∆είξαµε λοιπόν ότι E({λ})(H) = ker(T − λI).

Το (iii) είναι άµεση συνέπεια των προηγουµένων: Υπάρχει ανοικτό σύνολο U ⊆ C ώστε U ∩ σ(T ) = {λ}
άρα E(U) = E(U ∩ σ(T )) = E({λ}). ΄Οµως E(U) , 0 αφού λ ∈ σ(T ), άρα E({λ} , 0 οπότε το λ
είναι ιδιοτιµή του T .

□

Η αριθµητική ακτίνα (numerical radius) ενός τελεστή T ∈ B(H) είναι ο αριθµός

w(T ) = sup{|⟨T x, x⟩| : x ∈ H, ∥x∥ = 1} .

∆εν είναι δύσκολο να δειχθεί ότι ∥T ∥/2 ≤ w(T ) ≤ ∥T ∥ και ότι οι ανισότητες αυτές είναι, εν γένει, οι

καλύτερες δυνατές. ΄Οταν ο T είναι ϕυσιολογικός, τα πράγµατα είναι πολύ καλύτερα:

Πόρισµα 7.1.26. Η αριθµητική ακτίνα ενός ϕυσιολογικού τελεστή T ∈ B(H) ισούται µε την νόρµα του.

Απόδειξη. Εφόσον ∥T ∥ = sup{|λ | : λ ∈ σ(T )} (Λήµµα 7.1.17 (ii) ) και το σ(T ) είναι κλειστό, υπάρχει

λ ∈ σ(T ) ώστε |λ | = ∥T ∥.

΄Εστω ϵ > 0. Θα ϐρούµε x ∈ H µε ∥x∥ = 1 ώστε |⟨T x, x⟩ − λ | ≤ ϵ . Αν Ω = {z ∈ σ(T ) : |z − λ | < ϵ } τότε

E(Ω) , 0 από το προηγούµενο Πόρισµα. ΄Εστω x ∈ E(Ω)(H) µε ∥x∥ = 1. Αν f (z) = (z − λ) χΩ(z),
τότε έχουµε f (T ) = (T − λI)E(Ω), άρα f (T )x = T x − λx, οπότε

|⟨T x, x⟩ − λ | = |⟨T x − λx, x⟩| = |⟨ f (T )x, x⟩| ≤ ∥ f (T )∥ .

΄Οµως ∥ f (T )∥ ≤ ϵ αφού | f (z) | ≤ ϵ για κάθε z ∈ σ(T ). □
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