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2.1 Ειδικές κατηγορίες τελεστών σ’ένα χώρο Hilbert

2.1.1 Sesquilinear µορφές και ο συζυγής ενός τελεστή

Ορισµός 2.1.1. ΄Εστω H1,H2 χώροι Hilbert. Μία sesquilinear µορφή ϕ είναι µία απεικόνιση

ϕ : H1 × H2 → C που είναι γραµµική ως προς την πρώτη µεταβλητή και αντιγραµµική ως προς τη

δεύτερη.

Η ϕ λέγεται φραγµένη αν ο αριθµός

∥ϕ∥ = sup{|ϕ(x, y) | : x ∈ H1, y ∈ H2, ∥x∥ = ∥y∥ = 1}

είναι πεπερασµένος. Αν H1 = H2 = H , η αντίστοιχη τετραγωνική µορφή ϕ̃ είναι η απεικόνιση

ϕ̃(x) = ϕ(x, x).

΄ΟτανH1 = H2 = H , η ταυτότητα πολικότητας (polarization)

4ϕ(x, y) = ϕ̃(x + y) − ϕ̃(x − y) + iϕ̃(x + iy) − iϕ̃(x − iy) (x, y ∈ H ),

που είναι άµεση συνέπεια των ορισµών, δείχνει ότι η ϕ καθορίζεται από την ϕ̃.

ΑνH1,H2 είναι χώροι Hilbert και T ∈ B(H 1,H2), ϑέτουµε

ϕT : H1×H 2→C : (x, y) → ⟨T x, y⟩.

Παρατηρούµε ότι η ϕT είναι sesquilinear και ϕραγµένη. Μάλιστα έχουµε ∥ϕT ∥ = ∥T ∥.

Είναι ϕανερό ότι δύο ϕραγµένοι τελεστές S,T στον H είναι ίσοι αν και µόνον αν οι αντίστοιχες µορφές

ϕT και ϕS συµπίπτουν. Από την ταυτότητα πολικότητας έπεται ότι οι S και T είναι ίσοι αν και µόνον αν1

⟨T x, x⟩ = ⟨Sx, x⟩ για κάθε x ∈ H .

Εποµένως κάθε T ∈ B(H 1,H2) ορίζει µία µοναδική ϕραγµένη sesquilinear µορφή ϕT . Αντίστροφα,

Πρόταση 2.1.2. Κάθε ϕραγµένη sesquilinear µορφή ϕ : H1×H 2 → C ορίζει έναν µοναδικό T ∈
B(H 1,H 2) από την σχέση

⟨T x, y⟩ = ϕ(x, y) για κάθε x ∈ H1 και y ∈ H2.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ H1 η απεικόνιση

f x : H2 → C : y → ϕ(x, y)

είναι γραµµική και ϕραγµένη γιατί | f x (y) | ≤ (∥ϕ∥∥x∥)∥y∥). Εποµένως, από το Θεώρηµα Riesz υπάρχει

µοναδικό zx ∈ H2 µε ∥zx ∥ = ∥ f x ∥ ώστε

⟨y, zx⟩ = ϕ(x, y),

ισοδύναµα ⟨zx, y⟩ = ϕ(x, y), για κάθε y ∈ H2. Είναι ϕανερό ότι η απεικόνιση x → zx : H1→ H 2 είναι

γραµµική, και είναι ϕραγµένη γιατί

∥zx ∥ = ∥ f x ∥ ≤ ∥ϕ∥∥x∥.

1Αυτό δεν ισχύει σε πραγµατικούς χώρους Hilbert. Για παράδειγµα, αν T είναι ο τελεστής της στροφής κατά π/2 στον R2,

τότε ⟨T x, x⟩ = 0 για κάθε x.
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Εποµένως υπάρχει T ∈ B(H 1,H2) ώστε T (x) = zx για κάθε x ∈ H1, δηλαδή

⟨T x, y⟩ = ϕ(x, y) για κάθε x ∈ H1 και y ∈ H2.

Αλλά

∥T ∥ = sup{∥T x∥2 : ∥x∥1 = 1} = sup{|⟨T x, y⟩| : ∥x∥1 = ∥y∥2 = 1}
= sup{|ϕ(x, y) | : ∥x∥1 = ∥y∥2 = 1} = ∥ϕ∥.

Η µοναδικότητα αποδείχθηκε προηγουµένως. □

Πρόταση 2.1.3. Για κάθε T ∈ B(H 1,H2) υπάρχει µοναδικός T∗ ∈ B(H 1,H2) (ο συζυγής του T ) ώστε

⟨T x, y⟩2 = ⟨x,T∗y⟩1 (x ∈ H1, y ∈ H2).

Απόδειξη. Ορίζουµε ψ : H2 × H1 → C από την σχέση ψ(y, x) = ⟨y,T x⟩2. Η ψ είναι sesquilinear και

ϕράσσεται από την ∥T ∥. Από την προηγούµενη Πρόταση, υπάρχει µοναδικός T∗ ∈ B(H 2,H 1) ώστε

⟨T∗y, x⟩1 = ψ(y, x) = ⟨y,T x⟩2 για κάθε y ∈ H2 και κάθε x ∈ H1. □

Παράδειγµα 2.1.4. ( i) Αν (X, µ) είναι χώρος µέτρου και f ∈ L∞(X, µ), ο συζυγής του πολλαπλασιαστικού

τελεστή M f ∈ B(L2(X, µ)) είναι ο M f ∗ , όπου f ∗(t) = f (t).

( ii) Ο συζυγής του shift S ∈ B(ℓ2) δίδεται από τον τύπο S∗((x1, x2, . . .)) = (x2, x3, . . .).

΄Επεται ότι ο χώρος B(H ) των τελεστών σ’έναν χώρο Hilbert, εκτός από την δοµή άλγεβρας Banach που

έχει (όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο) εφοδιάζεται µε την απεικόνιση A → A∗ που έχει τις

ιδιότητες

(1) A∗∗ = A

(2) (A + λB)∗ = A∗ + λ̄B∗

(3) (AB)∗ = B∗A∗

(4) ∥A∗A∥ = ∥A∥2

Οι ιδιότητες (1),(2),(3) είναι άµεσες από τον ορισµό. Αποδεικνύουµε την (4): Για κάθε x ∈ H , έχουµε

∥Ax∥2 = ⟨Ax, Ax⟩ = ⟨A∗Ax, x⟩ ≤ ∥A∗Ax∥.∥x∥ ≤ ∥A∗A∥.∥x∥2

πράγµα που δείχνει ότι ∥A∥2 ≤ ∥A∗A∥. Από την άλλη µεριά όµως ∥A∗A∥ ≤ ∥A∗∥∥A∥ άρα

∥A∥2 ≤ ∥A∗∥∥A∥, οπότε ∥A∥ ≤ ∥A∗∥. Αν εφαρµόσουµε την ανισότητα αυτή στον A∗ προκύπτει ότι

∥A∗∥ ≤ ∥A∗∗∥ = ∥A∥ άρα ∥A∥ = ∥A∗∥ (η ισότητα αυτή είναι άλλωστε ϕανερή από τον ορισµό του A∗).
Τότε όµως

∥A∥2 ≤ ∥A∗A∥ ≤ ∥A∗∥∥A∥ = ∥A∥2

και η (4) αποδείχθηκε.

Ορισµός 2.1.5. C
∗-άλγεβρα είναι µία άλγεβρα Banach A εφοδιασµένη µε µία απεικόνιση A → A :

A → A∗, που έχει τις ιδιότητες (1)-(3) (µία τέτοια απεικόνιση λέγεται ενέλιξη ( involution), που η νόρµα

της ικανοποιεί την λεγόµενη ιδιότητα C
∗:

∥A∗A∥ = ∥A∥2.
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Εποµένως, αν H είναι χώρος Hilbert, η B(H ) είναι C∗-άλγεβρα. Εξάλλου, µία κλειστή υπάλγεβρα

A ⊆ B(H ) είναι C∗-άλγεβρα αν και µόνον αν είναι αυτοσυζυγής (selfadjoint), δηλαδή αν ικανοποιεί

A ∈ A ⇒ A∗ ∈ A.

Θεώρηµα 2.1.6 (Gelfand-Naimark). Κάθε C∗-άλγεβραA είναι ισοµορφική, ως C∗-άλγεβρα, µε µία κλειστή

αυτοσυζυγή υπάλγεβρα κάποιου B(H ). Ακριβέστερα, υπάρχει χώρος Hilbert H και απεικόνιση

ϕ : A → B(H ) που διατηρεί την αλγεβρική δοµή (άθροισµα, γινόµενο, ενέλιξη) και την νόρµα.

΄Αλλα παραδείγµατα C∗-αλγεβρών είναι ο Co(X ), ο χώρος όλων των συνεχών συναρτήσεων f : X → C
σ’έναν τοπικά συµπαγή χώρο X (π.χ. X = R) που µηδενίζονται στο άπειρο2, εφοδιασµένος µε τις πράξεις

κατά σηµείο, την ενέλιξη f ∗(t) = f (t) και την νόρµα supremum. Ειδικότερα, αν ο X είναι συµπαγής, η

C(X ) είναι C∗-άλγεβρα. Οι άλγεβρες αυτές είναι µεταθετικές. Ισχύει το

Θεώρηµα 2.1.7 (Gelfand-Naimark). Κάθε µεταθετική C∗-άλγεβρα A είναι ισοµορφική, ώς C∗-άλγεβρα,

µε την Co(X ) για κατάλληλο τοπικά συµπαγή χώρο X .

Παρατήρηση 2.1.8. ΄Ενα άλλο παράδειγµα µεταθετικής C∗-άλγεβρας είναι ο L∞(X, µ), µε τις πράξεις

και την ενέλιξη κατά σηµείο και την νόρµα που ορίζεται από το ουσιώδες supremum. Από τις σχέσεις

∥M f ∥ = ∥ f ∥∞, M( f+λg) = M f + λMg, M f g = M f Mg και M∗f = M f̄ προκύπτει ότι η απεικόνιση f → M f

είναι ισοµετρικός *-µορφισµός από την C∗-άλγεβρα L∞(X, µ) στην C∗-άλγεβρα B(L2(X, µ)). Το σύνολο

Mµ = {M f : f ∈ L∞(X, µ)}

είναι εποµένως µία C∗-υπάλγεβρα του B(L2(X, µ)), και ονοµάζεται η πολλαπλασιαστική άλγεβρα του

L∞(X, µ).

2.1.2 Κατηγορίες τελεστών

΄Ενας τελεστής A ∈ B(H ) λέγεται φυσιολογικός (normal) αν AA∗ = A∗A, αυτοσυζυγής (selfadjoint) αν

A = A∗, και θετικός (positive) αν ⟨Ax, x⟩ ≥ 0 για κάθε x ∈ H . ΄Ενας τελεστής V ∈ B(H 1,H2) λέγεται

ορθοµοναδιαίος (unitary) αν είναι αντιστρέψιµος και V ∗ = V−1 (ισοδύναµα αν V ∗V = IH1 και VV ∗ = IH2).

Κάθε τελεστής T ∈ B(H ) µπορεί να γραφεί

T = T1 + iT2, όπου οι T1 =
T + T∗

2
και T2 =

T − T∗

2i
είναι αυτοσυζυγείς. Παρατηρείστε ότι ο T είναι ϕυσιολογικός αν και µόνον αν οι T1 και T2 µετατίθενται.

Παρατήρηση 2.1.9. ΄Εστω T ∈ B(H ) ϕραγµένος τελεστής. Αν ⟨T x, x⟩ = 0 για κάθε x ∈ H , τότε T = 0.

Πράγµατι, αν ⟨T x, x⟩ = 0 για κάθε x ∈ H , από την ταυτότητα πολικότητας έπεται ότι ⟨T x, y⟩ = 0 για κάθε

x, y ∈ H και συνεπώς T = 0.

Λήµµα 2.1.10. ΄Ενας ϕραγµένος τελεστής T είναι ϕυσιολογικός αν και µόνον αν ∥T x∥ = ∥T∗x∥ για κάθε

x ∈ H .

Απόδειξη. ΄Εχουµε

∥T x∥2 = ⟨T x,T x⟩ = ⟨T∗T x, x⟩

∥T∗x∥2 = ⟨T∗x,T∗x⟩ = ⟨TT∗x, x⟩.

Εποµένως από την Παρατήρηση 2.1.9 έπεται ότι ∥T x∥ = ∥T∗x∥ για κάθε x ∈ H αν και µόνον αν T∗T = TT∗.
2µία συνεχής συνάρτηση f µηδενίζεται στο άπειρο αν για κάθε ε > 0 υπάρχει συµπαγές υποσύνολο K f ⊆ X ώστε

| f (t) | < ε για κάθε t < K f
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Λήµµα 2.1.11. ΄Ενας ϕραγµένος τελεστής A είναι αυτοσυζυγής αν και µόνον αν ⟨Ax, x⟩ ∈ R για κάθε

x ∈ H .

Απόδειξη. Εφόσον ⟨A∗x, x⟩ = ⟨x, Ax⟩ = ⟨Ax, x⟩, αν A = A∗ τότε ⟨Ax, x⟩ ∈ R. Αν αντίστροφα ⟨Ax, x⟩ ∈ R
για κάθε x ∈ H , τότε ⟨(A − A∗)x, x⟩ = 0 για κάθε x ∈ H , άρα A = A∗ από την ταυτότητα πολικότητας

(Παρατήρηση 2.1.9).

΄Επεται ότι οι ϑετικοί τελεστές είναι κατ’ανάγκην αυτοσυζυγείς.

Αν T ∈ B(H ) είναι ένας οποιοσδήποτε τελεστής, τότε ο T∗T είναι ϑετικός. (Ειδικότερα το τετράγωνο

ενός αυτοσυζυγούς τελεστή είναι ϑετικός τελεστής.) Θα δείξουµε αργότερα ότι κάθε ϑετικός τελεστής B
είναι της µορφής B = T∗T .

Υπενθυµίζουµε ότι ένας τελεστής P ∈ B(H ) είναι ταυτοδύναµος (δηλ. P = P2) αν και µόνον αν το σύνολο

τιµών του P(H ) και ο πυρήνας του ker P είναι συµπληρωµατικοί, δηλαδή ικανοποιούν P(H )∩ker P = {0}
και P(H ) + ker P = H , ισοδύναµα ker P = (I − P)(H ). Εποµένως ένας ταυτοδύναµος τελεστής είναι

ορθή προβολή αν και µόνον αν το σύνολο τιµών και ο πυρήνας του είναι κάθετοι.

Λήµµα 2.1.12. ΄Ενας ταυτοδύναµος τελεστής P ∈ B(H ) είναι ορθή προβολή αν και µόνον αν είναι

αυτοσυζυγής. Εποµένως οι ορθές προβολές χαρακτηρίζονται αλγεβρικά από τις σχέσεις P = P2 = P∗.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η P είναι ορθή προβολή. Τότε

⟨Px, x⟩ = ⟨Px, Px + (I − P)x⟩ = ⟨Px, Px⟩

για κάθε x ∈ H , γιατί τα Px και (I − P)x είναι κάθετα. ΄Επεται ότι ο αριθµός ⟨Px, x⟩ = ∥Px∥2 είναι

πραγµατικός (µάλιστα µη αρνητικός) και συνεπώς ο P είναι αυτοσυζυγής (µάλιστα ϑετικός).

΄Εστω αντίστροφα ότι P = P2 = P∗. Τότε ο πυρήνας και το σύνολο τιµών του P είναι κάθετοι γιατί

⟨Px, (I − P)y⟩ = ⟨x, P∗(I − P)y⟩ = ⟨x, P(I − P)y⟩ = 0. □

Λήµµα 2.1.13. ΄Ενας τελεστής U ∈ B(H ) είναι ορθοµοναδιαίος (δηλαδή είναι αντιστρέψιµος και

U−1 = U∗, ισοδύναµα UU∗ = U∗U = I) αν και µόνον αν είναι ισοµετρία και επί.

Απόδειξη. Ο τελεστής U είναι ισοµετρία αν και µόνον αν

⟨I x, x⟩ = ∥x∥2 = ∥U x∥2 = ⟨U x,U x⟩ = ⟨U∗U x, x⟩

για κάθε x ∈ H . Από την ταυτότητα πολικότητας (Παρατήρηση 2.1.9) συµπεραίνουµε ότι

ο U είναι ισοµετρία ⇔ U∗U = I .

Εποµένως µία ισοµετρία U έχει πάντα αριστερά αντίστροφο, τον U∗. Αν µία ισοµετρία U είναι αντιστρέψιµος

τελεστής, τότε ο U−1 ϑα είναι ίσος µε τον αριστερά αντίστροφο του U , δηλαδή τον U∗. Αν αντίστροφα ο

U είναι αντιστρέψιµος και U−1 = U∗, τότε είναι ϐέβαια επί και ισχύει U∗U = I , άρα ο U είναι ισοµετρία.

Παράδειγµα 2.1.14. Ο τελεστής της µετατόπισης (shift) είναι ισοµετρία, αλλά δεν είναι επί. Μάλιστα ο SS∗

είναι η ορθή προβολή επί του υποχώρου [e0]⊥. Γενικότερα:

Ορισµός 2.1.15. ΄Εστω E ⊆ H1 κλειστός υπόχωρος. Μερική ισοµετρία µε αρχικό χώρο E είναι ένας

τελεστής V ∈ B(H 1,H2) ώστε ο V |E να είναι ισοµετρία και ο V |E⊥ να µηδενίζεται.
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Παρατηρούµε ότι αν F = V (H1), τότε F = V (E) άρα ο F είναι κλειστός υπόχωρος, γιατί ο E είναι πλήρης

και ο V |E είναι ισοµετρικός. Ο F ονοµάζεται ο τελικός χώρος της V . Παρατηρούµε επίσης ότι κάθε ορθή

προβολή P είναι µερική ισοµετρία µε αρχικό και τελικό χώρο P(H ).

Πρόταση 2.1.16. Αν V είναι µερική ισοµετρία µε αρχικό χώρο E και τελικό χώρο F, τότε η V ∗ είναι µερική

ισοµετρία µε αρχικό χώρο F και τελικό χώρο E, η V ∗V είναι η προβολή στον E (η αρχική προβολή του V )

και η VV ∗ είναι η προβολή στον F (η τελική προβολή του V ).

Αντίστροφα, αν V ∈ B(H 1,H2) και ο τελεστής V ∗V είναι προβολή, τότε ο VV ∗ είναι επίσης προβολή και

η V είναι µερική ισοµετρία µε αρχικό χώρο V ∗V (H1) και τελικό χώρο VV ∗(H2).

Απόδειξη. ΄Εστω ότι η V είναι µερική ισοµετρία µε αρχικό χώρο E. ∆είχνουµε ότι V ∗V = PE : Παρατηρούµε

ότι για κάθε x ∈ H1 έχουµε V x = V PE x + V P⊥E x = V PE x γιατί ο V µηδενίζεται στον E⊥. Εποµένως, αν

x, y ∈ H1 έχουµε

⟨V ∗V x, y⟩ = ⟨V x,V y⟩ = ⟨V PE x,V PEy⟩ = ⟨PE x, PEy⟩

γιατί η V είναι ισοµετρία στον E. ΄Αρα

⟨V ∗V x, y⟩ = ⟨PE x, PEy⟩ = ⟨PE x, y⟩

για κάθε x, y, πράγµα που δείχνει ότι V ∗V = PE .

΄Εστω ότι, αντίστροφα, ο τελεστής P = V ∗V είναι προβολή. Θα δείξουµε ότι ο V είναι µερική ισοµετρία µε

αρχικό χώρο E = P(H1). Πράγµατι, για κάθε x ∈ H1 έχουµε

∥V x∥2 = ⟨V x,V x⟩ = ⟨V ∗V x, x⟩ = ⟨Px, x⟩ = ∥Px∥2,

άρα αν x ∈ P(H 1) τότε ∥V x∥ = ∥x∥ και αν x⊥P(H 1) τότε ∥V x∥ = 0. ∆ηλαδή ο V είναι ισοµετρικός

στον P(H1) και µηδενίζεται στον P(H1)⊥.

΄Εστω F = V (H1). Επειδή F = V (E) και η V |E είναι ισοµετρία, ο F είναι κλειστός υπόχωρος του H2.

Θα δείξουµε ότι ο V ∗ είναι µερική ισοµετρία µε αρχικό χώρο F και τελικό χώρο E. Πράγµατι, για κάθε

y = V x ∈ F,

∥V ∗y∥2 = ∥V ∗(V x)∥2 = ⟨V ∗V x,V ∗V x⟩ = ⟨(V ∗V )2x, x⟩ = ⟨V ∗V x, x⟩

= ⟨V x,V x⟩ = ∥V x∥2 = ∥y∥2

επειδή (V ∗V )2 = P2 = V ∗V . ΄Αρα, η V ∗ |F είναι ισοµετρία. Επίσης, απεικονίζει τον F επί του E γιατί για

κάθε x ∈ E έχουµε V x ∈ F και V ∗V x = PE x = x.

Μένει να δειχθεί ότι η V ∗ µηδενίζεται στον F⊥. Πράγµατι, αν z ∈ F⊥, για κάθε x ∈ H1 έχουµε

⟨V ∗z, x⟩ = ⟨z,V x⟩ = 0

γιατί V x ∈ F, άρα V ∗z = 0. ∆είξαµε ότι η V ∗ είναι µερική ισοµετρία µε αρχικό χώρο F. Εφαρµόζοντας

την πρώτη παράγραφο στην V ∗, συµπεραίνουµε ότι η VV ∗ είναι η ορθή προβολή στον F.

Παρατήρηση 2.1.17. Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι η έννοια της µερικής ισοµετρίας µπορεί να

ορισθεί αλγεβρικά (χωρίς αναφορά δηλαδή στην δράση πάνω σ’έναν χώρο Hilbert) και µάλιστα σε κάθε

C∗-άλγεβρα A: ένα στοιχείο V ∈ A είναι µερική ισοµετρία αν το V ∗V = P είναι ορθή προβολή δηλ.

P = P2 = P∗. Μάλιστα

Αν V ∈ A, τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(α) Το στοιχείο P = V ∗V είναι προβολή.

(ϐ) VV ∗V = V .

(γ) V ∗VV ∗ = V ∗.
(δ) Το στοιχείο Q = VV ∗ είναι προβολή.
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Απόδειξη. (α)⇒(ϐ) Χρησιµοποιώντας την ιδιότητα C∗, έχουµε

∥V − VV ∗V ∥2 = ∥V − V P∥2 = ∥(V ∗ − PV ∗)(V − V P)∥
= ∥V ∗V − V ∗V P − PV ∗V + PV ∗V P∥

= ∥P − P2 − P2 + P3∥ = 0

(ϐ)⇒(α) Το V ∗V είναι προφανώς αυτοσυζυγές και

(V ∗V )2 = V ∗VV ∗V = V ∗(VV ∗V ) = V ∗V .

Οι σχέσεις (ϐ)⇔(γ) είναι προφανώς ισοδύναµες (η µία είναι συζυγής της άλλης). Τέλος, η ισοδυναµία

(δ)⇔(γ) προκύπτει από την (α)⇔(ϐ) ϑεωρώντας το V ∗ στη ϑέση του V .

Χρησιµοποιώντας µερικές ισοµετρίες, µπορεί να ορισθεί µία ιδιαίτερα γόνιµη σχέση ισοδυναµίας προβο-

λών σε µία C∗-άλγεβρα A.

∆ύο προβολές P,Q ∈ A λέγονται ισοδύναµες ως προς την A (γράφουµε P ∼
A

Q) αν υπάρχει V ∈ A

ώστε V ∗V = P και VV ∗ = Q.

Αν A = B(H ), τότε η ισοδυναµία αυτή σηµαίνει απλώς ότι οι υπόχωροι P(H ) και Q(H ) έχουν την ίδια

διάσταση (δηλαδή έχουν ισοπληθικές ορθοκανονικές ϐάσεις). Αν η A είναι µεταθετική (για παράδειγµα

αν A =C(K )), τότε η ισοδυναµία ως προς A είναι απλώς ισότητα.

Η ισοδυναµία ως προς A είναι σχέση ισοδυναµίας: Πράγµατι,

(α) µία προβολή P είναι ισοδύναµη µε τον εαυτό της µέσω της µερικής ισοµετρίας P.

(ϐ) Αν P ∼
A

Q µέσω της V τότε Q ∼
A

P µέσω της V ∗.

(γ) Αν P ∼
A

Q µέσω της V και Q ∼
A

R µέσω της U τότε ο τελεστής UV είναι µερική ισοµετρία3 και P ∼
A

R

µέσω της UV, γιατί P = V ∗V, Q = VV ∗ = U∗U και R = UU∗ εποµένως

(UV )∗UV = V ∗(U∗U)V = V ∗QV = V ∗(VV ∗)V = (V ∗V )2 = P
και

UV (UV )∗ = U (VV ∗)U∗ = UQU∗ = U (U∗U)U∗ = (UU∗)2 = R.

Αυτή η σχέση ισοδυναµίας (σε άλγεβρες von Neumann, που, όπως ϑα δούµε, διαθέτουν αφθονία

προβολών) αποτελεί κρίσιµη έννοια για την ταξινόµηση των factors (αλγεβρών von Neumann µε τετριµµένο

κέντρο) από τους Murray και von Neumann.

2.2 Αναλλοίωτοι υπόχωροι

΄Ενας υπόχωρος E ⊆ H είναι αναλλοίωτος από έναν ϕραγµένο τελεστή A ∈ B(H ) αν Ax ∈ E για κάθε

x ∈ E. Τότε ο κλειστός υπόχωρος E είναι και αυτός A-αναλλοίωτος, εφόσον ο A είναι συνεχής4. Θα

λέµε ότι ο υπόχωρος E ανάγει τον A όταν και ο E και ο E⊥ είναι A-αναλλοίωτοι.

3Σηµειώνουµε ότι το γινόµενο δύο µερικών ισοµετριών δεν είναι, εν γένει, µερική ισοµετρία.

4Αν x ∈ E και xn ∈ E µε xn → x, τότε Axn ∈ E και Axn → Ax άρα Ax ∈ E.
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Παραδείγµατος χάριν ο πυρήνας (ker A) ενός τελεστή A, και γενικότερα ένας ιδιόχωρός του (ker(A−λI)),
είναι A-αναλλοίωτοι. Αυτό δείχνει ότι κάθε τελεστής σε (µιγαδικό !) χώρο πεπερασµένης διάστασης έχει

µη τετριµµένο αναλλοίωτο υπόχωρο (και µάλιστα µονοδιάστατο).

΄Ενας κλειστός υπόχωρος E ⊆ H λέγεται κυκλικός για τον A αν είναι της µορφής

E = [x, Ax, A2x, . . .]

για κάποιο x ∈ H . ΄Ενας A-κυκλικός υπόχωρος είναι ϐέβαια A-αναλλοίωτος. ΄Επεται ότι κάθε τελεστής σε

µη διαχωρίσιµο χώρο έχει µη τετριµµένο αναλλοίωτο υπόχωρο (πράγµατι, παίρνουµε ένα οποιοδήποτε µη

µηδενικό x ∈ H και ϑεωρούµε τον A-κυκλικό υπόχωρο Ex που παράγει. Ο Ex είναι διαχωρίσιµος, άρα

γνήσιος, και είναι µη µηδενικός γιατί περιέχει το x).

΄Ενα από τα πιο ϐασικά ανοικτά προβλήµατα στην Θεωρία Τελεστών είναι

Το πρόβληµα του αναλλοίωτου υπόχωρου: Είναι αλήθεια ότι κάθε ϕραγµένος τελεστής σε

έναν (διαχωρίσιµο, απειροδιάστατο) χώρο Hilbert5 έχει µη τετριµµένο αναλλοίωτο υπόχωρο;

΄Εστω E ⊆ H κλειστός υπόχωρος και P = PE . Κάθε A ∈ B(H ) γράφεται ως 2 × 2 πίνακας τελεστών ως

προς την διάσπαση τουH στο άθροισµα E ⊕ E⊥:

A =
(

A11 A12
A21 A22

)
.

Εδώ ο A11 ∈ B(E) ορίζεται από την σχέση A11x = PAx (x ∈ E), ο A12 ∈ B(E⊥, E) από την σχέση

A12y = PAy (y ∈ E⊥) και ούτω καθεξής. ΄Επεται ότι A(E) ⊆ E αν και µόνον αν A21 = 0, και ότι ο A
ανάγεται από τον E αν και µόνον αν A12 = A21 = 0.

Λήµµα 2.2.1. ΄Ενας κλειστός υπόχωρος E είναι A-αναλλοίωτος αν και µόνον αν AP = PAP. Ο E ανάγει

τον A αν και µόνον αν A(E) ⊆ E και A∗(E) ⊆ E, ισοδύναµα αν και µόνον αν AP = PA.

Απόδειξη. Αφήνεται στον αναγνώστη.

Παρατηρούµε ότι αν A(E) ⊆ E και A = A∗, τότε αναγκαστικά ο E ανάγει τον A. Αυτό δεν ισχύει

για µη αυτοσυζυγείς, ούτε καν για ϕυσιολογικούς τελεστές. Για παράδειγµα αν U είναι ο τελεστής της

αµφίπλευρης µετατόπισης στον ℓ2(Z) (που ορίζεται από τη σχέση Uen = en+1 για κάθε n ∈ Z), τότε ο

U είναι ϕυσιολογικός (µάλιστα ορθοµοναδιαίος) και ο υπόχωρος E = [e0, e1, . . .] είναι U-αναλλοίωτος

(µάλιστα είναι κυκλικός µε κυκλικό διάνυσµα e0), αλλά το ορθογώνιο συµπλήρωµά του δεν είναι αναλλοίωτο,

γιατί e−1 ∈ E⊥ ενώ U (e−1) = e0 < E⊥.

Λήµµα 2.2.2. ΄Εστω T ∈ B(H ) ϕυσιολογικός τελεστής. Αν x ∈ H είναι ιδιοδιάνυσµα του T µε ιδιοτιµή λ,

τότε T∗x = λ̄x. ΄Επεται ότι οι ιδιόχωροι ενός ϕυσιολογικού τελεστή (αν υπάρχουν) τον ανάγουν, και είναι

κάθετοι µεταξύ τους.

5Είναι σήµερα γνωστό ότι η απάντηση είναι αρνητική για τελεστές σε χώρους Banach, αλλά το πρόβληµα είναι ανοικτό για

αυτοπαθείς χώρους Banach. Βλέπε

• P. Enflo, On the invariant subspace problem in Banach spaces, Acta Math., 158, 1987.

• C.J. Read, A solution to the invariant subspace problem on the space ℓ1, Bull. London Math. Soc. 17, 1985.
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Απόδειξη. Εφόσον (T − λI)x = 0 και ο τελεστής T − λI είναι ϕυσιολογικός, το Λήµµα 2.1.10 δείχνει ότι

∥(T∗ − λ̄I)x∥ = ∥(T − λI)x∥ = 0.

Εποµένως αν Mλ = {x ∈ H : T x = λx}, τότε για κάθε x ∈ Mλ έχουµε T∗x = λ̄x ∈ Mλ . ΄Επεται ότι

T∗(Mλ ) ⊆ Mλ , άρα ο Mλ ανάγει τον T .

Τέλος αν λ , µ είναι ιδιοτιµές του T , τότε για κάθε x ∈ Mλ και y ∈ Mµ έχουµε

λ⟨x, y⟩ = ⟨λx, y⟩ = ⟨T x, y⟩ = ⟨x,T∗y⟩
= ⟨x, µ̄y⟩ = µ⟨x, y⟩,

άρα ⟨x, y⟩ = 0. Εποµένως Mλ⊥Mµ. □
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