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4.1 Η έννοια του φάσµατος

Σε χώρους πεπερασµένης διάστασης, το σύνολο σp(T ) των ιδιοτιµών ενός τελεστή T ∈ B(X) συµπίπτει

µε το σύνολο σ(T ) όλων των µιγαδικών αριθµών λ ∈ C για τους οποίους ο τελεστής T − λI δεν έχει

αντίστροφο. Το σύνολο των ιδιοτιµών είναι πάντα µη κενό, γιατί το σώµα C είναι αλγεβρικά κλειστό.

Το γεγονός αυτό έπαιξε κρίσιµο ϱόλο στην απόδειξη του Φασµατικού Θεωρήµατος (Θεώρηµα 3.1.1).

΄Οµως, σε απειροδιάστατους χώρους υπάρχουν αυτοσυζυγείς τελεστές χωρίς ιδιοτιµές.

Παράδειγµα 4.1.1. Ο τελεστής M f στον L2([0, 1]), όπου f (t) = t, δεν έχει ιδιοτιµές.

Απόδειξη. ΄Ασκηση.

Ορισµός 4.1.2. Το φάσµα ενός ϕραγµένου τελεστή T σ’έναν χώρο Banach X είναι το σύνολο

σ(T ) = {λ ∈ C : ο T − λI δεν έχει αντίστροφο }.

∆εν είναι δύσκολο να δείξει κανείς ότι το ϕάσµα του τελεστή του τελευταίου παραδείγµατος είναι ακριβώς

το [0, 1].

Παράδειγµα 4.1.3 (Πολλαπλασιαστικοί τελεστές).

Υπενθύµιση: Αν (X, µ) είναι χώρος σ-πεπερασµένου µέτρου, µία µετρήσιµη συνάρτηση f : X → C
λέγεται ουσιωδώς ϕραγµένη αν υπάρχει A ∈ R+ ώστε µ({x ∈ X : | f (x) | > A}) = 0.

Αν | f (x) | ≤ A µ-σχεδόν για κάθε x ∈ X τότε για κάθε g ∈ L2(X, µ),∫
| f g |2dµ ≤ A2

∫
|g |2dµ

άρα f g ∈ L2(X, µ) και µάλιστα η γραµµική απεικόνιση

M f : L2(X, µ) → L2(X, µ) : g → f g

ορίζεται και είναι ϕραγµένη µε ∥M f ∥ ≤ A. Εποµένως αν ϑέσουµε

∥ f ∥∞ = inf{A : A ουσιώδες ϕράγµα της f }

τότε έχουµε ∥M f ∥ ≤ ∥ f ∥∞.

Αντίστροφα, ισχυριζόµαστε ότι

(4.1.0.1) | f (x) | ≤ ∥M f ∥ µ-σχεδόν για κάθε x ∈ X .

Πράγµατι, αρκεί να δείξουµε ότι για κάθε n ∈ N το σύνολο

Xn = {x ∈ X : | f (x) | > ∥M f ∥ +
1
n
}

έχει µέτρο µηδέν (γιατί {x ∈ X : | f (x) | > ∥M f ∥} = ∪nXn).

΄Οµως αν κάποιο Xn είχε ϑετικό µέτρο τότε (αφού το µέτρο είναι σ-πεπερασµένο) ϑα περιείχε ένα

υποσύνολο Yn µε µη µηδενικό ϑετικό µέτρο. Τότε ονοµάζοτας ξn την χαρακτηριστική συνάρτηση του Yn
έχουµε ξn ∈ L2(X, µ), ξn , 0 και

|( f ξn)(x) | ≥
(
∥M f ∥ +

1
n

)
ξn(x)
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για κάθε x ∈ X άρα (
∥M f ∥ +

1
n

)
∥ξn∥2 ≤ ∥ f ξn∥2 ≤ ∥M f ∥∥ξn∥2

άτοπο.

Παρατηρούµε ότι M f = M f ′ αν και µόνον αν f = f ′ µ-σχεδόν παντού. Εποµένως ο τελεστής M f
εξαρτάται µόνον από την κλάση της f ως προς ισότητα µ-σχεδόν παντού. ∆είξαµε δηλαδή ότι

Λήµµα 4.1.4. Κάθε f ∈ L∞(X, µ) ορίζει έναν ϕραγµένο τελεστή M f ∈ B(L2(X, µ)) από την σχέση

M f (g) = f g και ισχύει

∥M f ∥ = ∥ f ∥∞.

Παρατήρηση 4.1.5. ΄Εστω f : X → C µετρήσιµη συνάρτηση. Αν f g ∈ L2(X, µ) για κάθε g ∈ L2(X, µ),
τότε η f είναι ουσιωδώς ϕραγµένη.

Απόδειξη. Η υπόθεση σηµαίνει ότι η γραµµική απεικόνιση M f : g 7→ f g ορίζεται σ΄ ολόκληρο τον L2(X, µ).
Παρατηρούµε ότι η M f έχει κλειστό γράφηµα: πράγµατι αν ∥gn∥2 → 0 και




M f gn − go



2
→ 0 τότε ισχύει

go = 0 γιατί για κάθε h ∈ L2(X, µ) έχουµε

⟨go, h⟩ = lim
n
⟨M f gn, h⟩ = lim

n

∫
f gn h̄dµ = lim

n

∫
gn( f h̄)dµ = lim

n
⟨gn, f̄ h⟩ = 0.

Επειδή ο L2(X, µ) είναι χώρος Banach, έπεται από το Θεώρηµα Κλειστού Γραφήµατος ότι ο τελεστής M f
είναι ϕραγµένος και συνεπώς η f είναι ουσιωδώς ϕραγµένη από το Λήµµα.

Θα εξετάσουµε το ϕάσµα ενός πολλαπλασιαστικού τελεστή M f .

Συµβολίζουµε

Mµ = {M f ∈ B(L2(X, µ)) : f ∈ L∞(X, µ)}

την πολλαπλασιαστική άλγεβρα του χώρου (X, µ). Ελέγχεται άµεσα ότι η απεικόνιση

f 7→ M f : L∞(X, µ) →Mµ ⊆ B(L2(X, µ))

είναι µορφισµός αλγεβρών, δηλαδή

M f+g = M f + Mg, M f g = M f Mg,

που διατηρεί την ενέλιξη (M∗f = M f̄ ) και τη µονάδα (M1 = I). Συνεπώς, αν η f είναι αντιστρέψιµο

στοιχείο της άλγεβρας L∞(X, µ), τότε ο M f είναι αντιστρέψιµο στοιχείο1 της άλγεβραςMµ, άρα και της

B(L2(X, µ)).

Αν αντίστροφα ο τελεστής M f είναι αντιστρέψιµος, είναι αλήθεια ότι ο αντίστροφός του, έστω T , είναι και

αυτός πολλαπλασιαστικός τελεστής; Η απάντηση είναι ϑετική. Πράγµατι, παρατηρούµε κατ΄ αρχήν ότι η

f είναι µ-σχεδόν παντού διάφορη του µηδενός. Γιατί αν υπήρχε Y ⊆ X ϑετικού µέτρου ώστε f |Y = 0,

τότε, ϑεωρώντας την χαρακτηριστική συνάρτηση χ ενός υποσυνόλου του Y µε πεπερασµένο µη µηδενικό

µέτρο, ϑα είχαµε χ ∈ L2(X, µ), χ , 0 και M f χ = f χ = 0, πράγµα που αποκλείεται, αφού ο M f είναι 1-1.

Εποµένως η συνάρτηση g = 1/ f ορίζεται µ-σχεδόν παντού και είναι ϐεβαίως µετρήσιµη. Ισχυριζόµαστε

ότι είναι ουσιωδώς ϕραγµένη. Πράγµατι, η σχέση M f T h = h για κάθε h ∈ L2(X, µ) δίνει T h = 1
f h = gh.

Εποµένως η απεικόνιση h → gh ορίζει ϕραγµένο τελεστή του L2(X, µ) πράγµα που σηµαίνει (όπως

έχουµε ήδη παρατηρήσει) ότι η g είναι ουσιωδώς ϕραγµένη. Συµπέρασµα:

1Αν f g = 1 τότε Mf Mg = MgMf = Mf g = M1 = I .
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Πρόταση 4.1.6. Αν f ∈ L∞(X, µ), ο τελεστής M f είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν η f είναι αντιστρέ-

ψιµο στοιχείο της άλγεβρας L∞(X, µ), αν δηλαδή η 1/ f (ορίζεται µ-σχεδόν παντού και) είναι ουσιωδώς

ϕραγµένη. Ο αντίστροφός του (αν υπάρχει) είναι ο Mg ∈ Mµ όπου g = 1/ f .

Αντικαθιστώντας την f µε τη συνάρτηση f − λ, συµπεραίνουµε ότι ένας µιγαδικός αριθµός λ ικανοποιεί

λ < σ(M f ) αν και µόνον αν η
1

f − λ
ορίζεται (µ-σχεδόν παντού) και είναι ουσιωδώς ϕραγµένη, δηλαδή

υπάρχει M < ∞ ώστε
1

| f − λ |
≤ M µ-σχεδόν παντού, δηλαδή το σύνολο {t ∈ X : | f (t) − λ | < 1

M } έχει

µέτρο µηδέν. Γράφοντας δ αντί για
1
M , έχουµε ισοδύναµα

λ < σ(M f ) ⇐⇒ ∃ δ > 0 : µ({t ∈ X : | f (t) − λ | < δ}) = 0.

Εποµένως δείξαµε ότι

Πρόταση 4.1.7. Αν f ∈ L∞(X, µ), το ϕάσµα του τελεστή M f είναι το σύνολο των λ ∈ C ώστε για κάθε

δ > 0 το σύνολο {t ∈ X : | f (t) − λ | < δ} να έχει ϑετικό µέτρο. Το σύνολο αυτό ονοµάζεται ουσιώδες

σύνολο τιµών (essential range) της f .

4.1.1 Το φάσµα σε άλγεβρες Banach

Ορισµός 4.1.8. ΄Εστω B άλγεβρα Banach µε µονάδα I (π.χ. B = B(H)). ΄Ενα στοιχείο A ∈ B λέγεται

αντιστρέψιµο ( invertible) αν υπάρχει B ∈ B ώστε AB = BA = I . Το σύνολο των αντιστρέψιµων στοιχείων

της B συµβολίζεται Inv(B) ή B−1. Το φάσµα (spectrum) ενός στοιχείου A ∈ B είναι το σύνολο

σ(A) = {λ ∈ C : A − λI < Inv(B)}.

Θεώρηµα 4.1.9. ΄Εστω B άλγεβρα Banach µε µονάδα I . Κάθε A ∈ B µε ∥I − A∥ < 1 είναι αντιστρέψιµο

και µάλιστα

A−1 =

∞∑
n=0

(I − A)n.

Απόδειξη. Εφόσον ∞∑
n=0

∥(I − A)n∥ ≤

∞∑
n=0

∥I − A∥n =
1

1 − ∥I − A∥
< ∞,

η σειρά
∞∑

n=0
(I − A)n συγκλίνει απόλυτα, άρα (από την πληρότητα2 της B) συγκλίνει. ΄Εστω S = lim Sn το

όριό της. Εύκολα ελέγχεται ότι

Sn A = ASn = I − (I − A)n+1 → 0 ,

άρα AS = SA = I . □

Πόρισµα 4.1.10. Το σύνολο Inv(B) των αντιστρεψίµων στοιχείων της B είναι ανοικτό και η απεικόνιση

A→ A−1 είναι συνεχής στο Inv(B).

Απόδειξη. (α) ∆είχνουµε ότι το B είναι ανοικτό : ΄Εστω Ao ∈ Inv(B) και m = 


A−1
o



. Για κάθε A ∈ B µε

∥A − Ao∥ <
1
m έχουµε




A−1
0 A − I


 =




A−1
0 (A − Ao)


 ≤ ∥A

−1
0 ∥ ∥A − Ao∥ < 1

2Σ’έναν χώρο Banach, αν µία σειρά συγκλίνει απόλυτα, τότε (τα µερικά της αθροίσµατα αποτελούν ακολουθία Cauchy, άρα)

συγκλίνει.
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άρα A−1
0 A ∈ Inv(B), συνεπώς και A ∈ Inv(B).

∆είχνουµε ότι η A→ A−1 είναι συνεχής: Αν A, B ∈ Inv(B) έχουµε




A−1 − B−1


 =



A−1(B − A)B−1



=



(A−1 − B−1)(B − A)B−1 + B−1(B − A)B−1



≤



A−1 − B−1


 ∥B − A∥ 


B−1


 + ∥B − A∥ 


B−1




2

⇒



A−1 − B−1


(1 − ∥B − A∥ 


B−1


) ≤ ∥B − A∥ 


B−1




2

και συνεπώς αν An, B ∈ Inv(B) µε ∥An − B∥ → 0 έχουµε



A−1

n − B−1


→ 0.

Πόρισµα 4.1.11. Αν A ∈ B, το σύνολο σ(A) είναι ϕραγµένο. Μάλιστα, αν

ρ(A) = sup{|λ | : λ ∈ σ(A)}

είναι η φασµατική ακτίνα (spectral radius) του A, τότε ρ(A) ≤ ∥A∥.

Απόδειξη. Αν |λ | > ∥A∥, τότε ∥ A
λ ∥ < 1 οπότε από το Θεώρηµα προκύπτει ότι I − A

λ ∈ Inv(B) άρα

λI − A ∈ Inv(B). □

Πόρισµα 4.1.12. Αν A ∈ B, το σύνολο σ(A) είναι κλειστό (άρα συµπαγές, αφού είναι και ϕραγµένο).

Απόδειξη. ∆είχνουµε ότι το C\σ(A) είναι ανοικτό. Πράγµατι, το C\σ(A) είναι η αντίστροφη εικόνα του

ανοικτού συνόλου Inv(B) µέσω της απεικόνισης FA : C→ B µε FA(λ) = A − λI , που είναι συνεχής.

Θεώρηµα 4.1.13. Το ϕάσµα σ(A) ενός στοιχείου A µίας άλγεβρας Banach µε µονάδα είναι µη κενό

υποσύνολο του C.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι σ(A) = ∅. Τότε ο αντίστροφος (A − λI)−1 ορίζεται σ΄ όλο το C. Θα δείξουµε

ότι η συνάρτηση C → B : λ 7→ Rλ := (A − λI)−1 έχει µιγαδική παράγωγο και µηδενίζεται στο ∞, οπότε

χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα Liouville ϑα συµπεράνουµε ότι Rλ = 0 για κάθε λ, πράγµα άτοπο εφόσον

το Rλ είναι αντιστρέψιµο.

∆είχνουµε πρώτα ότι η Rλ έχει µιγαδική παράγωγο ίση µε R2
λ (όπως στην περίπτωση B = C). Αν λ, µ ∈ C

µε λ , µ,







Rµ − Rλ
µ − λ

− R2
λ







=







Rµ((A − λI) − (A − µI))Rλ
µ − λ

− R2
λ







=



RµRλ − R2

λ



 ≤




Rµ − Rλ



 ∥Rλ ∥ .

΄Οµως, στην Πρόταση 4.1.10 δείξαµε ότι η απεικόνιση A → A−1 είναι συνεχής όπου ορίζεται. Συνεπώς

όταν µ→ λ στο C έχουµε




Rµ − Rλ



 =




(A − µI)−1 − (A − λI)−1


→ 0

και άρα, από την τελευταία ανισότητα

lim
µ→λ







Rµ − Rλ
µ − λ

− R2
λ







→ 0 .(*)

΄Εστω τώρα ϕ : B → C µία συνεχής γραµµική µορφή. Θεωρούµε τη συνάρτηση

f : C→ C : λ 7→ ϕ(Rλ ).
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Η σχέση (∗) δείχνει ότι η f έχει µιγαδική παράγωγο, f ′(λ) = ϕ(R2
λ ):

lim
µ→λ

�����
f (µ) − f (λ)
µ − λ

− ϕ(R2
λ )
�����
→ 0

αφού η ϕ είναι συνεχής. Επιπλέον όµως ισχύει

lim
λ→∞

f (λ) = 0.

Πράγµατι, όταν |λ | > ∥A∥ έχουµε (
I −

A
λ

)−1

=

∞∑
n=0

(
A
λ

)n

εφόσον





A
λ



 < 1 οπότε

∥Rλ ∥ =








1
λ

(
I −

A
λ

)−1






=

1
|λ |









∞∑
n=0

(
A
λ

)n







≤
1
|λ |

∞∑
n=0







A
λ








n

=
1
|λ |

(
1 −







A
λ








)−1

= (|λ | − ∥A∥)−1

εποµένως lim
λ→∞
∥Rλ ∥ = 0, άρα και lim

λ→∞
f (λ) = 0.

Συµπέρασµα: η συνάρτηση f είναι ακέραια (παραγωγίσιµη σ΄ όλο το C) και µηδενίζεται στο ∞, άρα από

το Θεώρηµα Liouville µηδενίζεται παντού. ∆ηλαδή για κάθε συνεχή γραµµική µορφή ϕ έχουµε ϕ(Rλ ) = 0
για κάθε λ, άρα από το Θεώρηµα Hahn-Banach Rλ = 0 για κάθε λ, άτοπο.

Παρατήρηση 4.1.14. Ακολουθεί µία πιο σύντοµη απόδειξη του τελευταίου ϐήµατος. ∆ιατηρούµε τους

συµβολισµούς της προγούµενης απόδειξης.

΄Οταν |λ | > ∥A∥ έχουµε Rλ =
−1
λ

(
I −

A
λ

)−1

=
−1
λ

∞∑
n=0

(
A
λ

)n

, άρα

f (λ) = ϕ(Rλ ) =
−1
λ

∞∑
n=0

ϕ(An)
λn .

Η σειρά αυτή συγκλίνει οµοιόµορφα στα συµπαγή υποσύνολα του {λ ∈ C : |λ | > ∥A∥}. Εποµένως,

ολοκληρώνοντας σε µία περιφέρεια γ(t) = reis, s ∈ [0, 2π] µε ακτίνα r > ∥A∥, έχουµε

−

∫
γ

f (λ)dλ =
∫
γ

∞∑
k=0

ϕ(Ak )
1
λk+1 dλ =

∞∑
k=0

ϕ(Ak )
∫
γ

1
λk+1 dλ

(οµοιόµορφη σύγκλιση) = ϕ(A0)
∫
γ

1
λ

dλ = 2πiϕ(A0).

΄Οµως η f είναι ακέραια, συνεπώς το
∫
γ

f (λ)dλ µηδενίζεται. Εποµένως ϕ(I) = ϕ(A0) = 0 για κάθε

συνεχή γραµµική µορφή ϕ και άρα I = 0, άτοπο.
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4.1.2 Το φάσµα ενός τελεστή

Αν X είναι χώρος Banach, ένα στοιχείο T της άλγεβρας Banach B(X) είναι αντιστρέψιµο αν και µόνον

αν είναι 1 − 1 και επί (γιατί ο αντίστροφός του είναι αυτοµάτως ϕραγµένος από το Θεώρηµα Ανοικτής

Απεικόνισης (1.1.11).

Παρατήρηση 4.1.15. ΄Ενας τελεστής T ∈ B(X) είναι αντιστρέψιµος αν και µόνον αν είναι κάτω ϕραγµένος

(δηλαδή υπάρχει δ > 0 ώστε ∥T x∥ ≥ δ∥x∥ για κάθε x ∈ X) και έχει πυκνό σύνολο τιµών.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι ένας αντιστρέψιµος τελεστής ικανοποιεί τις δύο αυτές συνθήκες (µε

δ = ∥T−1∥−1).

Αντίστροφα, αν Y = T (X), η ανισότητα ∥T x∥ ≥ δ∥x∥ δείχνει ότι η απεικόνιση So : Y → X : T x 7→ x
είναι καλά ορισµένη (γιατί ο T είναι 1-1) και ϕραγµένη (από

1
δ ). Προφανώς η So είναι γραµµική. Συνεπώς,

ο So επεκτείνεται σε ϕραγµένο τελεστή S : Y → X µε ST x = x για κάθε x ∈ X και T Sy = y για κάθε

y ∈ Y (γιατί;). Εποµένως, αν Y = X, τότε ο T είναι αντιστρέψιµος και S = T−1.

Από την Παρατήρηση αυτή προκύπτει ότι το ϕάσµα ενός τελεστή A µπορεί να αναλυθεί σε περισσότερα

κοµµάτια (που δεν έχουν έννοια για ένα στοιχείο µίας αυθαίρετης άλγεβρας Banach): Αν λ ∈ σ(A),
µπορεί ο A− λI να µην είναι κάτω ϕραγµένος (ειδικότερα, να µην είναι 1−1) ή να µην έχει πυκνό σύνολο

τιµών (ή και τα δύο). Αυτό οδηγεί στους ακόλουθους ορισµούς:

Ορισµός 4.1.16. ΄Εστω A ∈ B(X). Το σηµειακό φάσµα (point spectrum) σp(A) του A είναι το σύνολο

των ιδιοτιµών του:

σp(A) = {λ ∈ C : ker(A − λI) , {0}}.

Το προσεγγιστικά σηµειακό φάσµα (approximate point spectrum) σa (A) του A είναι το σύνολο των

προσεγγιστικών ιδιοτιµών (approximate eigenvalues), δηλαδή το σύνολο των λ ώστε ο A − λI να µην

είναι κάτω ϕραγµένος:

σa (A) = {λ ∈ C : ∀ε > 0 ∃xε ∈ X : ∥(A − λI)xε∥ < ε∥xε∥}.

Το φάσµα συµπίεσης (compression spectrum) σc(A) του A είναι το σύνολο

σc(A) = {λ ∈ C : (A − λI)(X) , X}.

΄Ενα λ ∈ C είναι προσεγγιστική ιδιοτιµή του A αν και µόνον αν υπάρχει ακολουθία (xn) ⊆ X µε ∥xn∥ = 1
ώστε ∥(A − λI)xn∥ → 0.

Μελέτη του φάσµατος

Τα σύνολα σa (A) και σc(A) δεν είναι ξένα εν γένει. Σε χώρους πεπερασµένης διάστασης είναι ίσα και

ταυτίζονται µε το (σηµειακό) ϕάσµα. Σε απειροδιάστατους χώρους µπορεί να µην ταυτίζονται.3 Πάντοτε

όµως, όπως προκύπτει από την παρατήρηση 4.1.15,

Πρόταση 4.1.17. Η ένωση σa (A) ∪ σc(A) ισούται µε σ(A).

Το ϕάσµα συµπίεσης είναι κατά κάποιον τρόπο δυϊκό προς το σηµειακό ϕάσµα. Αυτό ϕαίνεται πιο εύκολα

σε χώρους Hilbert. Θα χρειασθούµε ένα Λήµµα:

3Για παράδειγµα, όπως ϑα δούµε στο 4.1.20, για τον τελεστή της µετατόπισης S, το σa (S) είναι η µοναδιαία περιφέρεια T,

ενώ το σc (S) είναι ο ανοικτός µοναδιαίος δίσκος D, οπότε σc (S) ∩ σa (S) = ∅.
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Λήµµα 4.1.18. ΄ΕστωH χώρος Hilbert και T ∈ B(H ). Τότε

ker T = (T∗(H ))⊥ και T (H ) = (ker T∗)⊥.

Εποµένως ο T είναι 1 − 1 αν και µόνον αν το σύνολο τιµών του T∗ είναι πυκνό.

Απόδειξη. ΄Εχουµε T x = 0 αν και µόνον αν ⟨T x, y⟩ = 0 για κάθε y ∈ H , αν και µόνον αν ⟨x,T∗y⟩ = 0
για κάθε y ∈ H , αν και µόνον αν το x είναι κάθετο στο σύνολο τιµών του T∗. Για την δεύτερη ισότητα,

εφαρµόζοντας την πρώτη στον T∗ έχουµε (ker T∗)⊥ = (T (H ))⊥⊥ = T (H ). □

Λήµµα 4.1.19. ΄ΕστωH χώρος Hilbert και T ∈ B(H ). Τότε

( i) σ(T∗) = {λ̄ : λ ∈ σ(T )}

( ii) σp(T ) = {λ̄ : λ ∈ σc(T∗)} και σc(T ) = {λ̄ : λ ∈ σp(T∗)}.

Απόδειξη. Οι σχέσεις AB = I = BA και B∗A∗ = I = A∗B∗ είναι ισοδύναµες. Εποµένως ο A είναι

αντιστρέψιµος αν και µόνον αν ο A∗ είναι αντιστρέψιµος και µάλιστα (A∗)−1 = (A−1)∗. Η (i) έπεται

ϑέτοντας A = T − λI .

Για την (ii), εφαρµόζουµε το προηγούµενο Λήµµα: έχουµε ker(T − λI) , {0} αν και µόνον αν το

(T∗ − λ̄I)(H ) δεν είναι πυκνό. □

Παράδειγµα 4.1.20. Αν S ∈ B(ℓ2(N)) είναι ο τελεστής της µετατόπισης Sen = en+1, τότε

σp(S) = ∅, σa (S) = T, σc(S) = D και άρα σ(S) = D

(όπου D ο ανοικτός µοναδιαίος δίσκος και T η µοναδιαία περιφέρεια).

Απόδειξη. (i) Η σχέση ∥Sx∥ = ∥x∥ για κάθε x ∈ ℓ2 δείχνει ότι ∥S∥ = 1, άρα σ(S) ⊆ D (Πόρισµα 4.1.11).

(ii) ΄Εστω λ ∈ C και x = (xn) ∈ ℓ2 ώστε Sx = λx, δηλαδή

(0, x1, x2, . . .) = (λx1, λx2, . . .).

Αν λ = 0 τότε η σχέση αυτή δείχνει ότι x = 0. Αν λ , 0 τότε από την σχέση λx1 = 0 έχουµε x1 = 0, από

την σχέση λx2 = x1 έχουµε x2 = 0 και ούτω καθεξής, άρα πάλι x = 0. Εποµένως σp(S) = ∅.

(iii) Ισχυρίζοµαι ότι σp(S∗) = D. Τότε (από το Λήµµα 4.1.19) ϑα έχουµε σc(S) = D, οπότε D ⊆ σ(S) ⊆ D,

άρα σ(S) = D εφόσον το σ(S) είναι κλειστό.

Πράγµατι, έστω λ ∈ C και x = (xn) ∈ ℓ2, x , 0 τέτοιο ώστε S∗x = λx, δηλαδή

(x2, x3, . . .) = (λx1, λx2, . . .).

Τότε x2 = λx1, x3 = λx2 = λ
2x1 και γενικά xn+1 = λ

nx1. Επειδή x ∈ ℓ2, έπεται ότι
∑

n |λ |
2n < ∞ (διότι

x1 , 0 αφού x , 0) άρα |λ | < 1.

Αντίστροφα αν λ ∈ D τότε το διάνυσµα x = (1, λ, λ2, . . .) είναι µη µηδενικό στοιχείο του ℓ2 και ικανοποιεί

S∗x = λx, άρα λ ∈ σp(S∗).

(iv) Εφόσον σa (S) ⊆ σ(S) = D, για να δείξουµε ότι σa (S) = T, µένει να δειχθεί ότι αν λ ∈ D τότε

λ < σa (S), δηλαδή ότι ο S − λI είναι κάτω ϕραγµένος. Πράγµατι για κάθε x ∈ ℓ2 έχουµε

∥(S − λI)x∥ ≥ |∥Sx∥ − ∥λx∥| = |∥x∥ − ∥λx∥| = (1 − |λ |) ∥x∥ .

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 10



Θεωρία Τελεστών

Παράδειγµα 4.1.21. Ορίζουµε την απεικόνιση T : c00 → c00 από την σχέση Ten =
1
n en+1 (και επεκτείνουµε

γραµµικά). Ελέγχεται εύκολα ότι ο ∥T x∥2 ≤ ∥x∥2 για κάθε x ∈ coo, άρα ο T επεκτείνεται σε ϕραγµένο

τελεστή από τον ℓ2 στον εαυτό του (που συµβολίζουµε επίσης µε T ). Σηµειώνουµε ότι T = SD όπου S
είναι ο τελεστής της µετατόπισης και Den =

1
n en.

Τότε σ(T ) = {0}. Μάλιστα σp(T ) = ∅ και σa (T ) = σc(T ) = {0}.

Εφόσονσ(D) = { 1n : n ∈ N}∪{0} καισ(S) = D, το παράδειγµα αυτό δείχνει ότι τοσ δεν συµπεριφέρεται

καλά ως προς την σύνθεση τελεστών.

Απόδειξη. (i) Κατ’ αρχήν ισχύει ότι 0 ∈ σa (T ) γιατί ∥(T − 0)en∥ =
1
n → 0. ΄Οµως 0 < σp(T ) διότι οι S και

D είναι 1 − 1, άρα και ο T = SD είναι 1 − 1. Επίσης 0 ∈ σc(T ) διότι ⟨Ten, e1⟩ = 0 για κάθε n ∈ N, άρα

⟨T x, e1⟩ = 0 για κάθε x ∈ ℓ2, άρα e1⊥(T − 0)(ℓ2).

(ii) ΄Εστω λ , 0. Θα δείξουµε ότι ο Tλ = λI − T = λ(I − T
λ ) είναι αντιστρέψιµος, οπότε ϑα έχουµε

σ(T ) = {0} και σp(T ) = ∅.

Παρατηρούµε ότι ∥T k ∥ ≤
1
k!

γιατί

T k *
,

∞∑
n=1

xnen+
-
=

∞∑
n=1

xn

n(n + 1) . . . (n + k − 1)
en+k

άρα 






T k *

,

∞∑
n=1

xnen+
-









2

=

∞∑
n=1

|xn |
2

(n(n + 1) . . . (n + k − 1))2 ≤
1

(k!)2

∞∑
n=1

|xn |
2 .

Εποµένως





(

T
λ

) k



 ≤
1

k!|λ |k , άρα

∞∑
k=0









(
T
λ

) k






≤

∞∑
k=0

1
k!

1
|λ |k
= exp

1
|λ |

πράγµα που δείχνει ότι αν Sn =
1
λ

∑n
k=0(T

λ )k τότε η (Sn) συγκλίνει ως προς τη νόρµα τελεστή. ΄Εστω

Sλ = limn Sn. Εφόσον

TλSn = SnTλ =
(
I −

T
λ

)
*
,

n∑
k=0

(
T
λ

) k
+
-
= I −

(
T
λ

)n+1

−→
n→∞

I

έπεται ότι TλSλ = SλTλ = I . □

4.1.3 Το φάσµα αυτοσυζυγούς τελεστή

Πρόταση 4.1.22. ΄Εστω A ∈ B(H ) ϕυσιολογικός τελεστής. Τότε σ(A) = σa (A).

Απόδειξη. ΄Εστω λ < σa (A). Πρέπει να δείξουµε ότι ο A − λI είναι αντιστρέψιµος. Από την υπόθεση,

είναι κάτω ϕραγµένος, οπότε (Παρατήρηση 4.1.15) αρκεί να δειχθεί ότι το (A − λI)H είναι πυκνό στον

H . Αν x⊥(A − λI)H , τότε (A∗ − λ̄I)x = 0 (γιατί

〈
(A∗ − λ̄I)x, y

〉
= ⟨x, (A − λI)y⟩ = 0 για κάθε y).

Αλλά ο A − λI είναι κάτω ϕραγµένος, άρα υπάρχει δ > 0 ώστε ∥(A − λI)x∥ ≥ δ∥x∥ για κάθε x ∈ H .

Επειδή ο A − λI είναι ϕυσιολογικός, από το Λήµµα 2.1.10 έχουµε ∥(A∗ − λ̄I)x∥ = ∥(A − λI)x∥ ≥ δ∥x∥,
και συνεπώς x = 0. Εποµένως το (A − λI)H είναι πυκνό στονH .
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Πρόταση 4.1.23. ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H ). Τότε σ(A) ⊆ R.

Απόδειξη. Αν λ ∈ C\R, τότε, για κάθε x ∈ H\{0},

0 < |λ − λ̄ |.∥x∥2 = |⟨(A − λI)x, x⟩ − ⟨(A − λ̄I)x, x⟩|
= |⟨(A − λI)x, x⟩ − ⟨x, (A − λI)x⟩| ≤ 2∥(A − λI)x∥∥x∥

οπότε
∥(A − λI)x∥ ≥

|λ − λ̄ |

2
∥x∥.

Εποµένως λ < σa (A). Αλλά σa (A) = σ(A) διότι ο A είναι ϕυσιολογικός. □

Πρόταση 4.1.24. ΄Εστω A = A∗ ∈ B(H ). Τότε ένας από τους αριθµούς ∥A∥ ή −∥A∥ ανήκει στο σ(A).
Ειδικότερα,4

(α) σ(A) , ∅ και (ϐ) ρ(A) = ∥A∥.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ο αριθµός ∥A∥2 ανήκει στο σ(A2). Τότε το γινόµενο (A− ∥A∥I)(A+ ∥A∥I) =
(A2 − ∥A∥2I) δεν ϑα είναι αντιστρέψιµο, οπότε οι τελεστές (A− ∥A∥I) και (A+ ∥A∥I) δεν µπορεί και οι

δύο να είναι αντιστρέψιµοι.

Για κάθε λ ∈ R και x ∈ H έχουµε (εφόσον ⟨A2x, λ2x⟩ ∈ R)

∥A2x − λ2x∥2= ⟨A2x − λ2x, A2x − λ2x⟩= ∥A2x∥2− 2⟨A2x, λ2x⟩ + ∥λ2x∥2

= ∥A2x∥2 − 2λ2∥Ax∥2 + λ4∥x∥2.

Αλλά ∥A∥ = sup{∥Ax∥ : ∥x∥ = 1}, άρα υπάρχει ακολουθία (xn) µε ∥xn∥ = 1 και ∥Axn∥ → ∥A∥.
Θέτοντας λ = ∥A∥ και x = xn στην προηγούµενη ταυτότητα, έχουµε λοιπόν

∥A2xn − λ
2xn∥

2 = ∥A2xn∥
2 − 2λ2∥Axn∥

2 + λ4

≤ (∥A∥∥Axn∥)2 − 2λ2∥Axn∥
2 + λ4 = λ4 − λ2∥Axn∥

2 → 0.

Εποµένως ο αριθµός λ2 = ∥A∥2 είναι προσεγγιστική ιδιοτιµή του A2. □

4Υπενθυµίζουµε ότι (όπως αποδεικνύεται µε µεθόδους Μιγαδικής Ανάλυσης) το ϕάσµα οποιουδήποτε τελεστή σε ένα χώρο

Banach είναι µη κενό. Η ισότητα ρ(A) = ∥A∥ δεν ισχύει όµως εν γένει για µη ϕυσιολογικούς τελεστές (παράδειγµα A =
(

0 1
0 0

)
).
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