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10 Ο µετασχηµατισµός Hilbert στον Lp(T)

Σε αυτό το Κεφάλαιο ϑα δούµε ότι για κάθε 1 < p < ∞ και για κάθε f ∈ Lp(T),

∥ f − sn( f )∥p → 0

καθώς το n → ∞. Για το σκοπό αυτό ϑα δείξουµε ότι ο µετασχηµατισµός Hilbert

H f (x) = lim
ε→0

Hε f (x) = lim
ε→0
−

1
π

∫
ε< |t |<π

f (x − t)
2 εφ(t/2)

dt

ορίζεται καλά για κάθε f ∈ L1(T) και ότι για κάθε 1 < p < ∞ υπάρχει σταθερά Cp > 0 τέτοια ώστε, για

κάθε f ∈ Lp(T),
∥H f ∥p ⩽ Cp∥ f ∥p

και f̃ = H f . Αυτό δείχνει ότι έχουµε συζυγία στον Lp(T) και κατόπι µπορούµε να εφαρµόσουµε τις

αναγωγές του προηγούµενου Κεφαλαίου.

Βασικό ϱόλο στην απόδειξη των παραπάνω ϑα παίξουν το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz (το

οποίο συζητάµε στην Παράγραφο 10.1), η διάσπαση Calderón-Zygmund µιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης

(την οποία περιγράφουµε στην Παράγραφο 10.2) και ο µεγιστικός τελεστής f 7→ M f = f ∗, όπου f ∗ είναι

η µεγιστική συνάρτηση της f που έχουµε συζητήσει στην Ενότητα 3.

10.1 Το θεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz

΄Εχουµε δεί ότι αν f ∈ L1(Rn) τότε η µεγιστική συνάρτηση M f = f ∗ της f δεν είναι γενικά ολοκληρώσιµη,

ικανοποιεί όµως την εξής ανισότητα ασθενούς τύπου: για κάθε λ > 0,

(10.1.0.1) m({x : M f (x) > λ}) ⩽
c
λ
∥ f ∥1,

όπου c > 0 απόλυτη σταθερά (ανεξάρτητη από την f και την τιµή του λ). Είναι επίσης εύκολο να δούµε ότι

ο µεγιστικός τελεστής f 7→ M f απεικονίζει τον L∞(Rn) στον L∞(Rn). Πράγµατι, για κάθε ανοικτή µπάλα

B µε x ∈ B έχουµε

1
m(B)

∫
B

| f (y) | dy ⩽
1

m(B)

∫
B

∥ f ∥∞dy = ∥ f ∥∞,

συνεπώς

(10.1.0.2) |M f (x) | = sup
x∈B

1
m(B)

∫
B

| f (y) | dy ⩽ ∥ f ∥∞.

΄Επεται ότι

(10.1.0.3) ∥M f ∥∞ ⩽ ∥ f ∥∞.

΄Ενα ερώτηµα που προκύπτει είναι τι µπορούµε να πούµε για την συµπεριφορά της M f αν υποθέσουµε

ότι f ∈ Lp(Rn) για κάποιο 1 < p < ∞. Θα µελετήσουµε αυτό το πρόβληµα στο γενικότερο πλαίσιο των

υπογραµµικών τελεστών.
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Ορισµός 10.1.1. ΄Εστω (X,A, µ) χώρος µέτρου. ΄Ενας τελεστής f 7→ T f λέγεται υπογραµµικός αν για

κάθε f1 και f2 για τις οποίες οι T f1 και T f2 ορίζονται καλά, οι T ( f1 + f2) και T (a f1), a ∈ K, ορίζονται

καλά και ικανοποιούν τις

(10.1.0.4) |T ( f1 + f2)(x) | ⩽ |T f1(x) | + |T f2(x) | σχεδόν παντού

και

(10.1.0.5) |T (a f1)(x) | ⩽ |a | |T f1(x) | σχεδόν παντού

Λέµε ότι ένας υπογραµµικός τελεστής είναι (ισχυρού) τύπου (p, p) για κάποιο 1 ⩽ p ⩽ ∞ αν ορίζεται καλά

σαν τελεστής από τον Lp(µ) στον Lp(µ) και υπάρχει σταθερά Ap > 0 ώστε

(10.1.0.6) ∥T f ∥p ⩽ Ap∥ f ∥p

για κάθε f ∈ Lp(µ). ΄Οµοια, λέµε ότι ένας υπογραµµικός τελεστής είναι ασθενούς τύπου (p, p) για κάποιο

1 ⩽ p < ∞ αν ορίζεται καλά για κάθε f ∈ Lp(µ) και υπάρχει σταθερά Ap > 0 ώστε

(10.1.0.7) λpm({x : |T f (x) | > λ}) ⩽ Ap
p∥ f ∥p

p

για κάθε f ∈ Lp(µ) και για κάθε λ > 0.

Συνήθως, ϑα ϑεωρούµε τελεστές T οι οποίοι ορίζονται ϕυσιολογικά σε ένα Ϲεύγος χώρων Lp0 (µ) και

Lp1 (µ). Είναι ϐολικό να ϑεωρήσουµε τον χώρο Lp0 (µ) + Lp1 (µ) όλων των συναρτήσεων f οι οποίες

γράφονται στη µορφή f = f0 + f1 για κάποιες f0 ∈ Lp0 (µ) και f1 ∈ Lp1 (µ). Ο Lp0 (µ) + Lp1 (µ) γίνεται

χώρος Banach µε νόρµα την

(10.1.0.8) ∥ f ∥Lp0+Lp1 = inf{∥ f0∥p0 + ∥ f1∥p1 : fi ∈ Lpi, f = f0 + f1}.

Το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου είναι το ϑεώρηµα παρεµβολής του Marcinkiewicz. Με

L(µ) συµβολίζουµε τις µετρήσιµες συναρτήσεις.

Θεώρηµα 10.1.2 (Marcinkiewicz). ΄Εστω 0 < p0 < p1 ⩽ ∞ και έστω T : Lp0 (µ) + Lp1 (µ) → L(µ)
υπογραµµικός τελεστής, ο οποίος είναι ασθενούς τύπου (p0, p0) µε σταθερά A0 και ισχυρού τύπου

(p1, p1) µε σταθερά A1. Τότε, για κάθε p0 < p < p1 ο T είναι ισχυρού τύπου (p, p) µε σταθερά

Ap = 2
(

p
p − p0

+
p

p1 − p

)1/p

A

1
p −

1
p1

1
p0
− 1
p1

0 A

1
p0
− 1
p

1
p0
− 1
p1

1

αν p1 < ∞, και

Ap = 2
(

p
p − p0

)1/p

A
p0
p

0 A
1− p0

p

1

αν p1 = ∞.

Απόδειξη. Εξετάζουµε χωριστά τις περιπτώσεις p1 < ∞ και p1 = ∞.

(α) Η περίπτωση 0 < p0 < p < p1 < ∞. ΄Εστω f ∈ Lp(µ) και δ > 0 το οποίο ϑα επιλεγεί αργότερα. Για

κάθε λ > 0 ορίζουµε

f λ0 (x) =
{

f (x) αν | f (x) | > δλ
0 αλλιώς

και

f λ1 (x) =
{

f (x) αν | f (x) | ⩽ δλ
0 αλλιώς.
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Παρατηρούµε ότι f λ0 ∈ Lp0 (µ), f λ1 ∈ Lp1 (µ) και f = f1 + f2. Για τον πρώτο ισχυρισµό, παρατηρούµε ότι

p0 − p < 0 και γράφουµε

∥ f λ0 ∥
p0
p0 =

∫
{x:| f (x) |>δλ}

| f (x) |p | f (x) |p0−pdµ ⩽ (δλ)p0−p
∫

{x:| f (x) |>δλ}

| f (x) |pdµ(10.1.0.9)

⩽ (δλ)p0−p∥ f ∥p
p < ∞.

Για τον δεύτερο ισχυρισµό, αφού p1 − p > 0, έχουµε

∥ f λ1 ∥
p1
p1 =

∫
{x:| f (x) |⩽δλ}

| f (x) |p | f (x) |p1−pdx ⩽ (δλ)p1−p{x : | f (x) | ⩽ δλ}| f (x) |pdµ(10.1.0.10)

⩽ (δλ)p1−p∥ f ∥p
p < ∞.

Τέλος, από τον ορισµό των f λ0 και f λ1 είναι ϕανερό ότι f = f λ0 + f λ1 .

Στη συνέχεια, για ευκολία στον συµβολισµό ϑέτουµε mg (s) = m({x : |g(x) | > s}). Από την υπογραµµικό-

τητα του T έχουµε |T f | ⩽ |T f λ0 | + |T f λ1 | σχεδόν παντού, άρα

{x : |T f (x) | > λ} ⊆ {x : |T f λ0 (x) | > λ/2} ∪ {x : |T f λ1 (x) | > λ/2},

και αυτό µας δίνει

(10.1.0.11) mT f (λ) ⩽ mT f λ0
(λ/2) + mT f λ1

(λ/2).

Από τις υποθέσεις µας έχουµε

(10.1.0.12) mT f λ0
(λ/2) ⩽ Ap0

0

(
2
λ

) p0 ∫
{x:| f (x) |>δλ

| f (x) |p0 dx

και

(10.1.0.13) mT f λ1
(λ/2) ⩽ Ap1

1

(
2
λ

) p1

∥ f λ1 ∥
p1
p1 = Ap1

1

(
2
λ

) p1 ∫
{x:| f (x) |⩽δλ

| f (x) |p1 dx.

Τώρα, γράφουµε

∥T f ∥p
p =

∞∫
0

pλp−1mT f (λ) dλ(10.1.0.14)

⩽

∞∫
0

pλp−1mT f λ0
(λ/2) dλ +

∞∫
0

pλp−1mT f λ1
(λ/2) dλ,

και χρησιµοποιούµε τις (10.1.0.11) και (10.1.0.12) για να ϕράξουµε τα δύο ολοκληρώµατα. ΄Εχουµε

∞∫
0

pλp−1mT f λ0
(λ/2) dλ ⩽ p(2A0)p0

∞∫
0

λp−1λ−p0

∫
{x:| f (x) |>δλ}

| f (x) |p0 dx(10.1.0.15)

= p(2A0)p0

∫
| f (x) |p0

| f (x) |/δ∫
0

λp−p0−1dλ dx
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=
p

p − p0

(2A0)p0

δp−p0

∫
| f (x) |pdx

=
p

p − p0

(2A0)p0

δp−p0
∥ f ∥p

p

και

∞∫
0

pλp−1mT f λ1
(λ/2) dλ ⩽ p(2A1)p1

∞∫
0

λp−1λ−p1

∫
{x:| f (x) |⩽δλ}

| f (x) |p1 dx

= p(2A1)p1

∫
| f (x) |p1

∞∫
| f (x) |/δ

λp−p1−1dλ dx

=
p

p1 − p
(2A1)p1

δp−p1

∫
| f (x) |pdx

=
p

p1 − p
(2A1)p1

δp−p1
∥ f ∥p

p .

Συνεπώς,

(10.1.0.16) ∥T f ∥p ⩽
(

p
p − p0

(2A0)p0

δp−p0
+

p
p1 − p

(2A1)p1

δp−p1

)1/p

∥ f ∥p

για κάθε δ > 0. Επιλέγουµε το δ να ικανοποιεί την

δp1−p0 =
(2A0)p0

(2A1)p1
,

και αντικαθιστώντας στην προηγούµενη σχέση έχουµε το συµπέρασµα.

(ϐ) Η περίπτωση 1 ⩽ p0 < p < p1 = ∞.

΄Εστω f ∈ Lp(µ). Επιλέγουµε από την αρχή δ = 1
2A1

. Για κάθε λ > 0 ορίζουµε τις f λ0 και f λ1 όπως και στην

προηγούµενη περίπτωση. Παρατηρήστε ότι

(10.1.0.17) ∥T f λ1 ∥∞ ⩽ A1∥ f λ1 ∥∞ ⩽ A1δλ = λ/2.

Συνεπώς, από την

{x : |T f (x) | > λ} ⊆ {x : |T f λ0 (x) | > λ/2} ∪ {x : |T f λ1 (x) | > λ/2},

παίρνουµε

(10.1.0.18) mT f (λ) ⩽ mT f λ0
(λ/2) + mT f λ1

(λ/2) = mT f λ0
(λ/2).

Από τις υποθέσεις µας έχουµε

(10.1.0.19) mT f λ0
(λ/2) ⩽ Ap0

0

(
2
λ

) p0 ∫
{x:| f (x) |>δλ

| f (x) |p0 dx.

΄Αρα, χρησιµοποιώντας και την 2A1 = 1/δ, έχουµε

∥T f ∥p
p ⩽

∞∫
0

pλp−1mT f λ0
(λ/2) dλ(10.1.0.20)
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⩽ p(2A0)p0

∞∫
0

λp−1λ−p0

∫
{x:| f (x) |>δλ}

| f (x) |p0 dx

= p(2A0)p0

∫
| f (x) |p0

| f (x) |/δ∫
0

λp−p0−1dλ dx

=
p

p − p0

(2A0)p0

δp−p0

∫
| f (x) |pdx

=
p

p − p0

(2A0)p0

δp−p0
∥ f ∥p

p

=
p

p − p0
(2A0)p0 (2A1)p−p0 ∥ f ∥p

p .

΄Επεται ότι

∥T f ∥p ⩽ 2
(

p
p − p0

)1/p

A
p0
p

0 A
1− p0

p

1 ∥ f ∥p.

∆ηλαδή, ο T είναι (ισχυρού) τύπου (p, p). �
Ειδικότερα, στην περίπτωση p0 = 1 και p1 = ∞ το Θεώρηµα 10.1.2 παίρνει την εξής απλούστερη µορφή.

Θεώρηµα 10.1.3. ΄Εστω T : L1(µ) + L∞(µ) → L(µ) υπογραµµικός τελεστής, ο οποίος είναι ασθενούς

τύπου (1, 1) µε σταθερά A και ισχυρού τύπου (∞,∞) µε σταθερά B. Τότε, για κάθε 1 < p < ∞ ο T είναι

ισχυρού τύπου (p, p) µε σταθερά

Ap = 2
(

p
p − 1

)1/p

A
1
p B1− 1

p .

Το Θεώρηµα 10.1.3 εφαρµόζεται για τον µεγιστικό τελεστή f 7→ M f . ΄Οπως είδαµε στην εισαγωγή αυτής

της παραγράφου, ο M είναι ασθενούς τύπου (1, 1) µε σταθερά c και ισχυρού τύπου (∞,∞) µε σταθερά

1. Από τον ορισµό του M ϐλέπουµε εύκολα ότι είναι υπογραµµικός τελεστής. Συνεπώς, από το Θεώρηµα

10.1.3 παίρνουµε αµέσως το εξής.

Θεώρηµα 10.1.4. ΄Εστω 1 < p < ∞. Για κάθε f ∈ Lp(Rn) έχουµε M f ∈ Lp(Rn) και

∥M f ∥p ⩽ 2
(

p
p − 1

)1/p

C
1
p

n ∥ f ∥p,

όπου Cn = 3n.

Παρατηρήστε ότι

2
(

p
p − 1

)1/p

C
1
p

n = O
(

1
p − 1

)
καθώς το p→ 1+.

10.2 ∆ιάσπαση Calderón-Zygmund

΄Εστω f : T→ C ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Συµβολίζουµε µε fT τη µέση τιµή της | f |:

fT =
1

2π

∫
T

| f (y) | dy.
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Θεωρούµε έναν λ > 0 τέτοιον ώστε

fT =
1

2π

∫
T

| f (y) | dy < λ.

Θα δουλέψουµε µε τα λεγόµενα ανοικτά δυαδικά διαστήµατα του T. Αυτά είναι τα ανοικτά διαστήµατα

που προκύπτουν όταν διαιρούµε διαδοχικά το T σε ανοικτά διαστήµατα µε το ίδιο µήκος. Στο πρώτο ϐήµα

λοιπόν χωρίζουµε το T στα ανοικτά διαστήµατα T1 = (−π, 0) και T2 = (0, π). Παρατηρήστε ότι

fT1 + fT2

2
=

1
2
*..
,

1
π

∫
T1

| f (y) | dy +
1
π

∫
T2

| f (y) | dy
+//
-
= fT < λ,

άρα τουλάχιστον µία από τις µέσες τιµές fT1 και fT2 είναι µικρότερη από λ. Επίσης, για i = 1, 2 έχουµε

fTi ⩽ 2 fT < 2λ.

Συνεχίζουµε την διαδικασία ως εξής: αν η µέση τιµή της f σε κάποιο υποδιάστηµα είναι µικρότερη ή ίση

από λ τότε διαιρούµε αυτό το διάστηµα σε δύο ανοικτά διαστήµατα ίσου µήκους. Αν η µέση τιµή της f
σε κάποιο υποδιάστηµα είναι µεγαλύτερη από λ τότε κρατάµε αυτό το διάστηµα και το ονοµάζουµε I j (αν

είναι το j-οστό διάστηµα που προέκυψε κατ΄ αυτόν τον τρόπο). Τότε,

λ <
1

m(I j )

∫
I j

| f (y) | dy = f I j < 2λ.

Ας υποθέσουµε ότι, µετά από k ϐήµατα, έχουµε κρατήσει τα I1, . . . , In. ΄Ολα τα διαστήµατα I που δεν

έχουν κρατηθεί έχουν την ιδιότητα ότι f I < λ. Χωρίζουµε καθένα από αυτά τα διαστήµατα σε δύο ανοικτά

διαστήµατα ίσου µήκους. Η µέση τιµή της f σε καθένα από αυτά είναι µικρότερη ή ίση από 2λ και υπάρχει

τουλάχιστον ένα από αυτά στο οποίο η µέση τιµή της f είναι µικρότερη από λ. Εκείνα τα διαστήµατα στα

οποία η µέση τιµή της f είναι µεταξύ λ και 2λ τα µετονοµάζουµε σε In+1, . . . , Im και τα κρατάµε. Αυτά

είναι τα διαστήµατα που προκύπτουν στο (k + 1)-οστό ϐήµα. Συνεχίζοντας αυτήν την διαδικασία παίρνουµε

µια οικογένεια {I j } από ξένα ανοικτά δυαδικά υποδιαστήµατα του T µε τις εξής ιδιότητες:

(i) Για κάθε j ισχύει

(10.2.0.21) λ <
1

m(I j )

∫
I j

| f (y) | dy < 2λ,

συνεπώς,

(10.2.0.22)

∑
j

m(I j ) ⩽
1
λ

∑
j

∫
I j

| f (y) | dy ⩽
1
λ

∫
T

| f (y) | dy.

(ii) Αν Ω =
⋃
j

I j τότε σχεδόν για κάθε x ∈ T \ Ω υπάρχει µια ϕθίνουσα ακολουθία {Js (x)} δυαδικών

διαστηµάτων, η οποία συγκλίνει στο x, µε την ιδιότητα: για κάθε s,

(10.2.0.23)
1

m(Js)

∫
Js

| f (y) | dy < λ.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 9
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Η (10.2.0.23) ισχύει σχεδόν παντού στο T \ Ω, διότι δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι ισχύει απα-

ϱαίτητα στα άκρα των δυαδικών υποδιαστηµάτων του T. Αν, επιπλέον, υποθέσουµε ότι x ∈ Leb( f ),
τότε

(10.2.0.24) | f (x) | = lim
s→∞

1
m(Js)

∫
Js

| f (y) | dy ⩽ λ.

Συνεπώς, | f (x) | ⩽ λ σχεδόν παντού στο T \Ω.

Η οικογένεια {I j } που προκύπτει µε την παραπάνω διαδικασία ονοµάζεται διάσπαση Calderón-Zygmund
της f στο επίπεδο λ. Με ϐάση αυτήν την διάσπαση ορίζουµε

(10.2.0.25) gλ (x) := g(x) = f (x) χT\K (x) +
∑

j

*..
,

1
m(I j )

∫
I j

f (y) dy
+//
-
χI j (x)

και

(10.2.0.26) bλ (x) := b(x) = f (x) − g(x) =
∑

j

*..
,

f (x) −
1

m(I j )

∫
I j

f (y) dy
+//
-
χI j (x).

Παρατηρήστε ότι, για κάθε x ∈ Ω έχουµε x ∈ I j για κάποιο j , και

(10.2.0.27) |g(x) | ⩽
1

m(I j )

∫
I j

| f (y) | dy ⩽ 2λ.

Αφού |g(x) | = | f (x) | ⩽ λ σχεδόν παντού στο T \Ω, έπεται ότι

(10.2.0.28) ∥g∥∞ ⩽ 2λ.

Για την b έχουµε b(x) = 0 για κάθε x ∈ T \Ω. Επίσης, εύκολα ελέγχουµε ότι

(10.2.0.29)

∫
I j

b(x) dx =
∫
I j

f (x) dx − m(I j ) ·
1

m(I j )

∫
I j

f (y) dy = 0

για κάθε j , και

1
m(I j )

∫
I j

|b(x) | dx =
1

m(I j )

∫
I j

��������
f (x) −

1
m(I j )

∫
I j

f (y) dy

��������
dx(10.2.0.30)

⩽
2

m(I j )

∫
I j

| f (y) | dy ⩽ 4λ

για κάθε j .

Το επόµενο ϑεώρηµα συνοψίζει την κατασκευή που περιγράψαµε.

Θεώρηµα 10.2.1 (διάσπαση Calderón-Zygmund στο επίπεδο λ). ΄Εστω f ∈ L1(T) και έστω λ > 0 µε

1
2π

∫
T

| f (y) | dy < λ.
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Υπάρχει ακολουθία {I j } ξένων ανοικτών δυαδικών υποδιαστηµάτων του T τέτοια ώστε:

(10.2.0.31) | f (x) | ⩽ λ σχεδόν για κάθε x ∈ T \
⋃

j

I j

και

(10.2.0.32) λ ⩽
1

m(I j )

∫
I j

| f (y) | dy ⩽ 2λ για κάθε j .

Αν Ω =
⋃
j

I j τότε

(10.2.0.33) m(Ω) ⩽
1
λ

∫
Ω

| f (y) | dy ⩽
2π
λ
∥ f ∥1.

Επιπλέον, αν ορίσουµε

(10.2.0.34) g(x) = f (x) χT\Ω(x) +
∑

j

*..
,

1
m(I j )

∫
I j

f (y) dy
+//
-
χI j (x)

και

(10.2.0.35) b(x) =
∑

j

*..
,

f (x) −
1

m(I j )

∫
I j

f (y) dy
+//
-
χI j (x),

τότε f (x) = g(x) + b(x), και οι συναρτήσεις g και b έχουν τις εξής ιδιότητες:

(10.2.0.36) |g(x) | ⩽ 2λ

σχεδόν για κάθε x ∈ T,

(10.2.0.37) ∥g∥
p
p ⩽ (2λ)p−1∥ f ∥1

για κάθε 1 ⩽ p < ∞, και

(10.2.0.38)

∫
I j

b(y) dy = 0,
1

m(I j )

∫
I j

|b(y) | dy ⩽
2

m(I j )

∫
I j

| f (y) | dy

και

(10.2.0.39) ∥b∥1 ⩽ 2∥ f ∥1.

Απόδειξη. Το µόνο που µένει να ελέγξουµε είναι η (10.2.0.37), η οποία είναι απλή συνέπεια της ∥g∥∞ ⩽ 2λ.

΄Εχουµε ∫
T

|g(x) |pdx ⩽
∫
T

∥g∥
p−1
∞ |g(x) | dx ⩽ (2λ)p−1

∫
T

|g(x) | dx ⩽ (2λ)p−1
∫
T

| f (x) | dx.

για κάθε p ⩾ 1. �
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10.3 ΄Υπαρξη του µετασχηµατισµού Hilbert για ολοκληρώσιµες
συναρτήσεις

Μπορούµε τώρα να αποδείξουµε την ύπαρξη του µετασχηµατισµού Hilbert για κάθε ολοκληρώσιµη συνάρτηση.

Θεώρηµα 10.3.1 (ύπαρξη και ορισµός του µετασχηµατισµού Hilbert). ΄Εστω f ∈ L1(T). Το όριο

(10.3.0.40) lim
ε→0

Hε f (x) = lim
ε→0
−

1
π

∫
ε< |t |<π

f (x − t)
2 εφ(t/2)

dt

υπάρχει σχεδόν για κάθε x ∈ T. Ορίζουµε

(10.3.0.41) H f (x) = p.v.

∫
T

f (x − t)
2 εφ(t/2)

dt := lim
ε→0
−

1
π

∫
ε< |t |<π

f (x − t)
2 εφ(t/2)

dt.

Η καλά ορισµένη συνάρτηση H f είναι ο µετασχηµατισµός Hilbert της f .

Απόδειξη. Για κάθε λ > ∥ f ∥1 ϑεωρούµε την διάσπαση Calserón-Zygmund της f στο επίπεδο λk .

Στη συνέχεια ϑα γράφουµε g = gλk , f = fλk και I j = (x j − L j/2, x j + L j/2). Ορίζουµε επίσης

2I j := (x j − L j, x j + L j ) και Ω∗ =
⋃
j

2I j . Παρατηρήστε ότι

(10.3.0.42) m(Ω∗) ⩽
∑

j

m(2I j ) = 2
∑

j

m(I j ) = 2m(Ω) ⩽
2
λ

∫
T

| f (y) | dy.

Για κάθε 0 < ε < π έχουµε Hε f = Hεg + Hεb και αφού g ∈ L2(T) γνωρίζουµε ότι ορίζεται η

(10.3.0.43) g̃(x) = lim
ε→0

Hεg(x)

και ∥g̃∥2 ⩽ C1∥g∥2. Ο ϐασικός ισχυρισµός είναι ο εξής:

Ισχυρισµός 1. Το lim
ε→0

Hεb(x) υπάρχει σχεδόν παντού στο T \Ω∗.

΄Εχοντας αποδείξει τον Ισχυρισµό 1 για κάθε λ > ∥ f ∥1 µπορούµε να ολοκληρώσουµε την απόδειξη του

ϑεωρήµατος ως εξής. Θεωρούµε µια γνησίως αύξουσα ακολουθία (λk ) µε λk > ∥ f ∥1 και λk → ∞. Για

κάθε k υπάρχει το

lim
ε→0

Hε f (x) = g̃λk (x) + lim
ε→0

Hεbλk (x)

για όλα τα x ∈ T\Ω∗λk . ΄Αρα, το lim
ε→0

Hε f (x) υπάρχει για όλα τα x ∈ T\
⋂
k
Ω∗λk

. ΄Οµως, από την (10.3.0.42),

για κάθε n ⩾ 1 έχουµε

(10.3.0.44) m *
,

⋂
k

Ω
∗
λk
+
-
⩽ m(Ω∗λn ) ⩽

2
λn

∫
T

| f (y) | dy → 0

καθώς το n → ∞. ΄Αρα, m
(⋂

k
Ω∗λk

)
= 0 και αυτό αποδεικνύει ότι το lim

ε→0
Hε f (x) υπάρχει σχεδόν παντού

στο T.

Για την απόδειξη του Ισχυρισµού 1 αρκεί να δείξουµε ότι σχεδόν παντού στο T \ Ω∗ τότε η {Hεb(x)}ε>0
είναι Cauchy, δηλαδή ότι

(10.3.0.45) lim
ε,η→0

|Hεb(x) − Hηb(x) | = 0.
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Αρχικά ϑα δείξουµε κάτι ασθενέστερο:

Ισχυρισµός 2. Σχεδόν παντού στο T \Ω∗ ισχύει

(10.3.0.46) lim sup
ε,η→0

|Hεb(x) − Hηb(x) | < ∞.

Απόδειξη του Ισχυρισµού 2. Θεωρούµε 0 < η < ε < π και γράφουµε

(10.3.0.47) Hεb(x) − Hηb(x) = −
1
π

x−η∫
x−ε

b(t)
2 εφ x−t

2
dt −

1
π

x+ε∫
x+η

b(t)
2 εφ x−t

2
dt.

Θα ϕράξουµε απολύτως το
x+ε∫

x+η

b(t)
2 εφ x−t

2
dt.

΄Οµοια δουλεύουµε µε το άλλο ολοκλήρωµα. Παρατηρήστε ότι x < 2I j για κάθε j και ότι

b(t) =
∑

j b(t) χI j (t) για κάθε t ∈ T. Συνεπώς,

(10.3.0.48)

x+ε∫
x+η

b(t)
2 εφ x−t

2
dt =

∑
{ j:(x+η,x+ε)∩I j,∅}

∫
(x+η,x+ε)∩I j

b(t)
2 εφ x−t

2
dt.

Παρατηρήστε επίσης ότι αν (x + η, x + ε) ∩ I j , ∅ τότε συµβαίνει ένα από τα εξής: (α) x + η ∈ I j , (ϐ)

x + ε ∈ I j ή (γ) I j ⊆ [x + η, x + ε]. Επίσης, καθένα από τα (α) ή (ϐ) µπορεί να συµβαίνει για µία (το πολύ)

τιµή του j διότι τα I j είναι ξένα. Εξετάζουµε τις τρείς αυτές περιπτώσεις χωριστά:

(α) x + η ∈ I j : Θυµηθείτε ότι 2I j = (x j − L j, x j + L j ). Αφού x < 2I j , έχουµε |x − x j | ⩾ L j . Επίσης,

αφού x + η ∈ I j έχουµε |x + η − x j | < L j/2. Συνεπώς,

η = |η | ⩾ |x − x j | − |x + η − x j | > L j −
L j

2
=

L j

2
.

΄Επεται ότι

(x + η, x + ε) ∩ I j ⊆ (x + η, x + η + L j ) ⊆ (x + η, x + η + 3η) = (x + η, x + 3η).

Υποθέτουµε επιπλέον ότι x ∈ Leb( f ). Παίρνοντας υπ¨ όψιν και την b(x) = 0, έχουµε

��������

∫
(x+η,x+ε)∩I j

b(t)
2 εφ x−t

2
dt

��������
⩽

x+3η∫
x+η

|b(t) |
2| εφ x−t

2 |
dt

=

3η∫
η

|b(x + t) − b(x) |
2| εφ t

2 |
dt ⩽

c
η

3η∫
η

|b(x + t) − b(x) | dt

⩽
3c
3η

3η∫
0

|b(x + t) − b(x) | dt = o(1)
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καθώς το η → 0. ∆ηλαδή, σχεδόν παντού στο T \Ω∗ έχουµε

(10.3.0.49)

��������

∫
(x+η,x+ε)∩I j

b(t)
2 εφ x−t

2
dt

��������
= o(1)

καθώς το η → 0.

(ϐ) x + ε ∈ I j : Το ίδιο επιχείρηµα δείχνει ότι

(10.3.0.50)

��������

∫
(x+η,x+ε)∩I j

b(t)
2 εφ x−t

2
dt

��������
= o(1)

καθώς το ε → 0.

(γ) I j ⊆ [x + η, x + ε]: Χρησιµοποιώντας την
∫
I j

b(t) dt = 0 γράφουµε

∫
(x+η,x+ε)∩I j

b(t)
2 εφ x−t

2
dt =

∫
I j

b(t)
2 εφ x−t

2
dt(10.3.0.51)

=
1
2

∫
I j

b(t) *
,

1
εφ

x−t
2
−

1
εφ

x−x j

2

+
-

dt

=
1
2

∫
I j

b(t)k (t, x, x j ) dt,

όπου x j είναι το µέσο του I j και

(10.3.0.52) k (t, x, x j ) =
1
εφ

x−t
2
−

1
εφ

x−x j

2

=
ημ

t−x j

2

ημ
x−t
2 ημ

x−x j

2

.

Παρατηρούµε ότι, αφού x < 2I j , για κάθε t ∈ I j έχουµε min{|x − x j |, |x − t |} ⩾ L j/2, άρα

|x − t | ⩽ |x − x j | + |x j − t | ⩽ |x − x j | + L j/2 ⩽ 2|x − x j |

και

|x − x j | ⩽ |x − t | + |t − x j | ⩽ |x − t | + L j/2 ⩽ 2|x − t |.

Επειδή οι ποσότητες |x−t |, |x−x j |, |x j−t | είναι µικρές όταν τα η, ε είναι µικρά (λόγω της I j ⊆ [x+η, x+ε])
µπορούµε να αντικαταστήσουµε τα ηµίτονα µε τα ορίσµατά τους, και έτσι καταλήγουµε στο ϕράγµα

|k (t, x, x j ) | ⩽ c1
|x j − t |

|x − t | |x − x j |
⩽ c2

L j

(x − x j )2 ,

αφού |t − x j | ⩽ L j/2 για κάθε t ∈ I j και |x − t | ≃ |x − x j |.

Τελικά,

��������

∫
(x+η,x+ε)∩I j

b(t)
2 εφ x−t

2
dt

��������
⩽

1
2

∫
I j

|b(t) | |k (t, x, x j ) | dt(10.3.0.53)
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⩽ c3
L j

(x − x j )2

∫
I j

|b(t) | dt

⩽ c3
L j

(x − x j )2

∫
I j

| f (t) | dt.

Συνοψίζοντας τα παραπάνω έχουµε: σχεδόν για κάθε x ∈ T \Ω∗ και καθώς τα η, ε → 0,

|Hεb(x) − Hηb(x) | ⩽
∑

{ j:I j⊆[x−ε,x−η]}

c3L j

(x − x j )2

∫
I j

| f (t) | dt(10.3.0.54)

+
∑

{ j:I j⊆[x+η,x+ε]}

c3L j

(x − x j )2

∫
I j

| f (t) | dto(1)

⩽ c3∆( f , x) + o(1),

όπου

(10.3.0.55) ∆( f , x) =
∑

j

L j

(x − x j )2

∫
I j

| f (t) | dt, x ∈ T \Ω∗.

Αν δείξουµε ότι

(10.3.0.56)

∫
T\Ω∗

∆( f , x) dx < +∞,

τότε ϑα συµπεράνουµε ότι

(10.3.0.57) lim sup
ε,η→0

|Hεb(x) − Hηb(x) | < +∞,

σχεδόν παντού στο T \Ω∗, δηλαδή τον Ισχυρισµό 2.

Πράγµατι, αρκεί να παρατηρήσουµε ότι αν x ∈ T \Ω∗ τότε x < 2I j για κάθε j , άρα |x − x j | ⩾ L j . ΄Επεται

ότι ∫
T\Ω∗

L j

(x − x j )2 dx ⩽
∫
T\2I j

L j

(x − x j )2 dx ⩽ 2L j

∞∫
L j

ds
s2 =

2
L j
,

άρα

∫
T\Ω∗

∆( f , x) dx =
∑

j

*..
,

∫
I j

| f (t) | dt
+//
-

L j

∫
T\Ω∗

L j

(x − x j )2 dx(10.3.0.58)

⩽
∑

j

*..
,

∫
I j

| f (t) | dt
+//
-

L j ·
2
L j

⩽ 2
∑

j

∫
I j

| f (t) | dt ⩽ 2
∫
Ω

| f (t) | dt

⩽ 4π ∥ f ∥1.
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΄Ετσι, η απόδειξη του Ισχυρισµού 2 είναι πλήρης. 2

Απόδειξη του Ισχυρισµού 1. ΄Εστω x ∈ T \ Ω για το οποίο ∆( f , x) < +∞. Θεωρούµε τυχόν N ∈ N. Για

ε, η > 0 αρκετά µικρά, έχουµε (x − ε, x − η) ∩ I j = ∅ και (x + η, x + ε) ∩ I j = ∅ για κάθε j = 1, . . . , N .

΄Αρα,

|Hεb(x) − Hηb(x) | ⩽
∑

{ j:I j⊆[x−ε,x−η]}

c3L j

(x − x j )2

∫
I j

| f (t) | dt(10.3.0.59)

+
∑

{ j:I j⊆[x+η,x+ε]}

c3L j

(x − x j )2

∫
I j

| f (t) | dto(1)

⩽
∞∑

j=N+1

L j

(x − x j )2

∫
I j

| f (t) | dt.

Αφού ∆( f , x) < +∞, έχουµε

lim
N→∞

∞∑
j=N+1

L j

(x − x j )2

∫
I j

| f (t) | dt = 0.

΄Αρα,

lim sup
ε,η→0

|Hεb(x) − Hηb(x) | = 0,

και η απόδειξη του Ισχυρισµού 1 είναι πλήρης. Με δεδοµένο τον Ισχυρισµό 1, έχουµε αποδείξει το

ϑεώρηµα. �
Παρατηρήσεις 10.3.2. (α) Από την (10.3.0.58) και την ανισότητα του Markov ϐλέπουµε ότι, για κάθε λ > 0,

(10.3.0.60) m({x ∈ T \Ω∗ : ∆( f , x) > λ}) ⩽
c
λ

∫
Ω

| f (t) | dt .

(ϐ) ΄Εστω λ > ∥ f ∥1 και b = bλ . Παίρνοντας ε → π− και εξετάζοντας προσεκτικά την παραπάνω απόδειξη

ϐλέπουµε ότι, σχεδόν παντού στο T \Ω∗ έχουµε

|Hηb(x) | ⩽ c1∆( f , x) +
c2

η

x+3η∫
x+η

|b(t) | dt +
c2

η

x−η∫
x−3η

|b(t) | dt(10.3.0.61)

⩽ C
(
∆( f , x) + Mb(x)

)
για κάθε 0 < η < π. Αφήνοντας το η → 0+ ϐλέπουµε επίσης ότι, σχεδόν παντού στο T \Ω∗ έχουµε

(10.3.0.62) |Hb(x) | ⩽ C ∆( f , x).
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10.4 Ο µετασχηµατισµός Hilbert στον Lp(T)

Στην προηγούµενη παράγραφο δείξαµε ότι ο µετασχηµατισµός Hilbert H f ορίζεται καλά για κάθε f ∈
L1(T). Το επόµενο παράδειγµα δείχνει ότι δεν είναι, γενικά, ολοκληρώσιµη συνάρτηση: ϑεωρούµε µια

µη αρνητική συνάρτηση f ∈ L1(T) η οποία µηδενίζεται έξω από το [0, π/2). Τότε, για κάθε x ∈ [−π/2, 0)
έχουµε

H f (x) = lim
ε→0+

Hε f (x) = −
1
π

π/2∫
0

f (t)
2 εφ((x − t)/2)

dt.

Στο παραπάνω ολοκλήρωµα έχουµε x < 0 και t > 0, άρα εφ((x − t)/2) = − εφ((|x | + t)/2). Συνεπώς,

H f (x) =
1
π

π/2∫
0

f (t)
2 εφ(( |x | + t)/2)

dt ⩾
1
π

|x |∫
0

f (t)
2 εφ( |x |/2)

dt(10.4.0.63)

⩾
c
|x |

|x |∫
0

f (t) dt .

Αν τώρα επιλέξουµε d(t) = d
dt

(
1

ln(1/t)

)
µπορούµε να ελέγξουµε ότι f ⩾ 0, f ∈ L1(T) και η H f δεν είναι

ολοκληρώσιµη (άσκηση).

΄Οπως όµως συµβαίνει και µε την µεγιστική συνάρτηση, έχουµε την εξής ανισότητα ασθενούς τύπου:

Θεώρηµα 10.4.1. Υπάρχει σταθερά C > 0 ώστε, για κάθε f ∈ L1(T) και για κάθε 0 < ε < π και λ > 0,

(10.4.0.64) m({x : |Hε f (x) | > λ}) ⩽
C
λ
∥ f ∥1.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι λ > ∥ f ∥1. Πράγµατι, αν λ ⩽ ∥ f ∥1 µπορούµε να γράψουµε

(10.4.0.65) m({x : |Hε f (x) | > λ}) ⩽ 2π ⩽
2π
λ
∥ f ∥1.

Θεωρούµε λοιπόν λ > ∥ f ∥1 και την διάσπαση Calderón-Zygmund f = g + b της f στο επίπεδο λ. Αφού

(10.4.0.66) {x : |Hε f (x) | > λ} ⊆ Ω∗λ ∪ {x ∈ T \Ω
∗
λ : |Hε f (x) | > λ},

αρκεί να εκτιµήσουµε τα m(Ω∗λ ) και m({x ∈ T \Ω∗λ : |Hε f (x) | > λ}). Θυµηθείτε ότι

m(Ω∗λ ) ⩽
∑

j

m(2I j ) = 2
∑

j

m(I j ) ⩽
2
λ

∑
j

∫
I j

| f (y) | dy(10.4.0.67)

⩽
4π
λ
∥ f ∥1.

Για το δεύτερο σύνολο, για κάθε x ∈ T \Ω∗λ γράφουµε

(10.4.0.68) Hε f (x) = Hεg(x) + Hεb(x).

΄Αρα,

{x ∈ T \Ω∗λ : |Hε f (x) | > λ}(10.4.0.69)

⊆ {x ∈ T \Ω∗λ : |Hεg(x) | > λ/2} ∪ {x ∈ T \Ω∗λ : |Hεb(x) | > λ/2}.
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Γνωρίζουµε ότι g ∈ L2(T), άρα Hεg ∈ L2(T) και ∥Hεg∥2 ⩽ c1∥g∥2. Από την ανισότητα του Markov,

λ2

4
m({x ∈ T \Ω∗λ : |Hεg(x) | > λ/2}) ⩽

∫
T

|Hεg(x) |2dx ⩽ c2
1

∫
T

|g(x) |2dx(10.4.0.70)

⩽ c2λ

∫
T

|g(x) | dx ⩽ c3λ∥ f ∥1.

΄Αρα,

(10.4.0.71) m({x ∈ T \Ω∗λ : |Hεg(x) | > λ/2}) ⩽
4c3

λ
∥ f ∥1.

Για το δεύτερο σύνολο στην (10.4.0.69) χρησιµοποιούµε το γεγονός ότι

(10.4.0.72) |Hεb(x) | ⩽ c4(∆( f , x) + Mb(x))

για κάθε x ∈ T \Ω∗λ . ΄Αρα,

{x ∈ T \Ω∗λ : |Hεb(x) | > λ/2}
(10.4.0.73)

⊆ {x ∈ T \Ω∗λ : ∆( f , x) > λ/(4c4)} ∪ {x ∈ T \Ω∗λ : Mb(x) > λ/(4c4)}.

΄Οµως,

(10.4.0.74)

∫
T\Ω∗λ

∆( f , x) dx ⩽ c5∥ f ∥1,

άρα

(10.4.0.75) m({x ∈ T \Ω∗λ : ∆( f , x) > λ/(4c4)}) ⩽
c6

λ
∥ f ∥1.

Επίσης, για την µεγιστική συνάρτηση Mb της b γνωρίζουµε ότι

(10.4.0.76) m({x ∈ T \Ω∗λ : Mb(x) > λ/(4c4)}) ⩽
c7

λ
∥b∥1 ⩽

c8

λ
∥ f ∥1.

Συνδυάζοντας όλες αυτές τις εκτιµήσεις έχουµε το συµπέρασµα. �
Θεώρηµα 10.4.2. Για κάθε 1 < p < 2 υπάρχει σταθερά Cp = O

(
1

p−1

)
ώστε για κάθε f ∈ Lp(T) η

H f ∈ Lp(T) και

(10.4.0.77) ∥H f ∥p ⩽ Cp∥ f ∥p.

Επιπλέον, H f (x) = f̃ (x) σχεδόν παντού στο T. Συνεπώς, έχουµε συζυγία στον Lp(T).

Απόδειξη. ΄Εχουµε δει ότι για κάθε f ∈ L2(T) ισχύει ∥H f ∥2 ⩽ c1∥ f ∥2. ∆ηλαδή, ο H είναι ισχυρού τύπου

(2, 2). Από το Θεώρηµα 10.4.1, για κάθε f ∈ L1(T) και για κάθε λ > 0 έχουµε

m({x : |H f (x) | > λ}) ⩽
c2

λ
∥ f ∥1.

Συνεπώς, ο H είναι ασθενούς τύπου (1, 1). Από το ϑεώρηµα του Marcinkiewicz, για κάθε 1 < p < 2 ο H
είναι ισχυρού τύπου (p, p) µε σταθερά Cp = O

(
1

p−1

)
. ∆ηλαδή, για κάθε f ∈ Lp(T), 1 < p < 2,

(10.4.0.78) ∥H f ∥p ⩽ Cp∥ f ∥p.
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Μένει να δείξουµε ότι H f (x) = f̃ (x) σχεδόν παντού. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε την f (x) − σn( f , x).
Αφού σn( f ) ∈ L2(T) και Hσn( f ) = σ̃n( f ), έχουµε

(10.4.0.79) H ( f − σ( f ))(x) = H f (x) − σ̃n( f , x)

σχεδόν παντού. Από την (10.4.0.78) παίρνουµε

(10.4.0.80) ∥H f − σ̃n( f )∥p ⩽ Cp∥ f − σn( f )∥p.

Από το ϑεώρηµα του Fejér έχουµε ∥ f − σn( f )∥p → 0, άρα ∥H f − σ̃n( f )∥p → 0. Ειδικότερα,

∥H f − σ̃n( f )∥1 → 0, άρα

(10.4.0.81) lim
n→∞

ck (σ̃n( f )) = ck (H f )

για κάθε k ∈ Z. ΄Οµως,

σ̃n( f , x) =
n∑

k=−n

(
1 −

|k |
n + 1

)
(−i)(sign k)ck ( f )eik x,

άρα, για n > |k | έχουµε

(10.4.0.82) ck (σ̃n( f )) =
(
1 −

|k |
n + 1

)
(−i)(sign k)ck ( f ) → (−i)(sign k)ck ( f )

καθώς το n → ∞. ΄Επεται ότι ck (H f ) = (−i)(sign k)ck ( f ) για κάθε k ∈ Z, άρα f̃ = H f ∈ Lp(T) και

∥ f̃ ∥p = ∥H f ∥p ⩽ Cp∥ f ∥p. �
Συνδυάζοντας το Θεώρηµα 10.4.2 µε τα αποτελέσµατα της Παραγράφου 6.2 έχουµε άµεσα το εξής.

Θεώρηµα 10.4.3. Για κάθε 1 < p < 2 και για κάθε f ∈ Lp(T),

(10.4.0.83) ∥ f − sn( f )∥p → 0

καθώς το n → ∞. 2

Περνάµε τώρα στην περίπτωση 2 < p < ∞.

Θεώρηµα 10.4.4. Για κάθε 2 < p < ∞ υπάρχει σταθερά Cp = O(p) ώστε για κάθε f ∈ Lp(T) η

H f ∈ Lp(T) και

(10.4.0.84) ∥H f ∥p ⩽ Cp∥ f ∥p.

Επιπλέον, H f (x) = f̃ (x) σχεδόν παντού στο T. Συνεπώς, έχουµε συζυγία στον Lp(T).

Απόδειξη. Αφού p > 2 έχουµε Lp(T) ⊆ L2(T). Συνεπώς, για κάθε f ∈ Lp(T) έχουµε f̃ = H f ∈ L2(T).
Μένει λοιπόν να δείξουµε ότι H f ∈ Lp(T) και ότι ∥H f ∥p ⩽ Cp∥ f ∥p.

Θυµηθείτε ότι, για τον σκοπό αυτό, αρκεί να δείξουµε ότι

(10.4.0.85) ∥σn( f̃ )∥p ⩽ Cp∥ f ∥p
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για κάθε n ∈ N. Θεωρούµε τον συζυγή εκθέτη q του p και δείχνουµε ότι, για κάθε g ∈ Lq(T) µε ∥g∥q ⩽ 1
ισχύει

(10.4.0.86) |⟨σn( f̃ ), g⟩| =
�������

1
2π

∫
T

σn( f̃ , t)g(t) dt
�������
⩽ Cp∥ f ∥p.

Λόγω της πυκνότητας των τριγωνοµετρικών πολυωνύµων στον Lq(T) µπορούµε να υποθέσουµε ότι η g

είναι τριγωνοµετρικό πολυώνυµο. Τότε, σn( f̃ ), g ∈ L2(T), οπότε η ταυτότητα του Parseval µας δίνει

|⟨σn( f̃ ), g⟩| =
������

n∑
k=−n

(
1 −

|k |
n + 1

)
(−i)(sign k)ck ( f )ck (g)

������
(10.4.0.87)

=

������

n∑
k=−n

ck ( f )
(
1 −

|k |
n + 1

)
(−i)(sign k)ck (g)

������

=

�������

1
2π

∫
T

f (t)σn(g̃, t) dt
�������

= |⟨ f , σn(g̃)⟩|.

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Hölder και την ∥σn(g̃)∥q ⩽ ∥g̃∥q παίρνουµε

(10.4.0.88) |⟨σn( f̃ ), g⟩| ⩽ ∥σn(g̃)∥q∥ f ∥p ⩽ ∥g̃∥q∥ f ∥p ⩽ Cq∥g∥q∥ f ∥p

όπου Cq = O
(

1
q−1

)
= O

( p
q

)
= O(p) καθώς το q → 1 (δηλαδή, καθώς το p→ ∞). ΄Επεται ότι

(10.4.0.89) ∥σn( f̃ )∥p = sup
{
|⟨σn( f̃ ), g⟩| : ∥g∥q ⩽ 1

}
⩽ Cp∥ f ∥p.

Το ϑεώρηµα είναι τώρα άµεση συνέπεια της (10.4.0.84). �
Συνδυάζοντας το Θεώρηµα 10.4.4 µε τα αποτελέσµατα της Παραγράφου 6.2 έχουµε το εξής.

Θεώρηµα 10.4.5. Για κάθε 2 < p < ∞ και για κάθε f ∈ Lp(T),

(10.4.0.90) ∥ f − sn( f )∥p → 0

καθώς το n → ∞. 2

10.5 Η κλάση L lnL του Zygmund

Στην τελευταία παράγραφο αυτού του Κεφαλαίου κοιτάζουµε πιο προσεκτικά τους υπογραµµικούς τελεστές

που είναι ταυτόχρονα ασθενούς τύπου (1, 1) και ισχυρού τύπου (∞,∞). Η επόµενη πρόταση µας δίνει

έναν απλό χαρακτηρισµό τους.

Πρόταση 10.5.1. ΄Ενας υπογραµµικός τελεστής T ορισµένος στον L1(T)+ L∞(T) είναι ταυτόχρονα ασθε-

νούς τύπου (1, 1) και ισχυρού τύπου (∞,∞) αν και µόνο αν υπάρχουν σταθερές c1, c2 > 0 τέτοιες ώστε,

για κάθε λ > 0,

(10.5.0.91) m({x : |T f (x) | > λ}) ⩽
c1

λ

∞∫
λ/c2

m({x : | f (x) | > t}) dt .
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Απόδειξη. Για την απόδειξη της (10.5.0.91) επαναλαµβάνουµε µέρος της απόδειξης του ϑεωρήµατος του

Marcinkiewicz στην ειδική περίπτωση p0 = 1 και p1 = ∞. Επιλέγουµε από την αρχή δ = 1
2A , όπου A είναι

η σταθερά στην ανισότητα ισχυρού τύπου (∞,∞). Για κάθε λ > 0 ορίζουµε

f λ0 (x) =
{

f (x) αν | f (x) | > λ/2A
0 αλλιώς

και

f λ1 (x) =
{

f (x) αν | f (x) | ⩽ λ/2A
0 αλλιώς.

Παρατηρήστε ότι

(10.5.0.92) ∥T f λ1 ∥∞ ⩽ A∥ f λ1 ∥∞ ⩽ λ/2.

Συνεπώς, από την

{x : |T f (x) | > λ} ⊆ {x : |T f λ0 (x) | > λ/2} ∪ {x : |T f λ1 (x) | > λ/2},

παίρνουµε

m({x : |T f (x) | > λ}) ⩽ m({x : |T f λ0 (x) | > λ/2}) + m({x : |T f λ1 (x) | > λ/2})(10.5.0.93)

= m({x : |T f λ0 (x) | > λ/2}).

Από την ανισότητα ασθενούς τύπου (1, 1) έχουµε

(10.5.0.94) m({x : |T f λ0 (x) | > λ/2}) ⩽ c
c1

λ

∫
{x:| f (x) |>λ/c2

| f (x) | dx.

Με αλλαγή µεταβλητής και των σταθερών c1, c2 έχουµε την (10.5.0.91). Αντίστροφα, αν δεχτούµε την

(10.5.0.91) τότε, για κάθε f ∈ L1(T) παίρνουµε την ανισότητα ασθενούς τύπου (1, 1) αντικαθιστώντας το

λ/c2 µε 0. Επίσης, για κάθε f ∈ L∞(T) παρατηρούµε ότι m({x : | f (x) | > s}) = 0 αν s ⩾ ∥ f ∥∞, άρα το

ολοκλήρωµα µηδενίζεται αν λ ⩾ c2∥ f ∥∞. Συνεπώς, έχουµε m({x : |T f (x) | > λ}) = 0 αν λ ⩾ c2∥ f ∥∞,

και έπεται ότι ∥T f ∥∞ ⩽ c2∥ f ∥∞. �
Η ανισότητα (10.5.0.91) δίνει αρκετές πληροφορίες για την ολοκληρωσιµότητα της T f . Για παράδειγµα,

αν f ∈
⋃
p>1

Lp(T) τότε µπορούµε να συµπεράνουµε ότι T f ∈ L1(T). ΄Οµως, αυτό δεν είναι το ϐέλτιστο

αποτέλεσµα. Η κατάλληλη κλάση για το ερώτηµα είναι η κλάση L lnL του Zygmund, την οποία ορίζουµε

στη συνέχεια.

Ορισµός 10.5.2 (η κλάση L lnL του Zygmund). Λέµε ότι µια µετρήσιµη συνάρτηση f ανήκει στην κλάση

L lnL(T) αν ∫
T

| f (x) | ln+ | f (x) | dx =

∞∫
0

m({x : | f (x) | > λ})
d(λ ln+λ)

dλ
< ∞,

όπου ln+t = lnt αν t ⩾ 1 και ln+t = 0 αλλιώς.

Θεώρηµα 10.5.3. ΄Εστω T ένας υπογραµµικός τελεστής, ορισµένος στον L1(T) + L∞(T), ο οποίος είναι

ταυτόχρονα ασθενούς τύπου (1, 1) και ισχυρού τύπου (∞,∞). Τότε, ο T απεικονίζει τον L lnL(T) στον

L1(T), και

(10.5.0.95) ∥T f ∥1 ⩽ c + c
∫
T

| f (x) | ln+ | f (x) | dx,

όπου c > 0 είναι µια απόλυτη σταθερά.
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Απόδειξη. Αφού m({x : |T f (x) | ⩽ 1}) ⩽ 2π, αρκεί να δείξουµε ότι

(10.5.0.96) I :=
∫

{|T f |>1}

|T f (x) | dx ⩽ c
∫
T

| f (x) | ln+ | f (x) | dx

για κάποια απόλυτη σταθερά c > 0.

Χρησιµοποιώντας την (10.5.0.91) και το ϑεώρηµα Tonelli γράφουµε

I =

∞∫
1

m({x : |T f (x) | > λ}) dλ ⩽ c

∞∫
1

1
λ

∞∫
cλ

m({x : | f (x) | > s}) ds dλ

= c1

∞∫
c

m({x : | f (x) | > s})

s/c∫
1

dλ
λ

ds

= c1

∞∫
c

m({x : | f (x) | > s}) ln+(s/c) ds,

απ΄ όπου έπεται το συµπέρασµα. �
Το συµπέρασµα του Θεωρήµατος 10.5.3 είναι ϐέλτιστο, όπως ϕαίνεται από το επόµενο ϑεώρηµα σχετικά

µε τον µεγιστικό τελεστή Hardy-Littlewood.

Θεώρηµα 10.5.4. ΄Εστω f ∈ L1(T) τέτοια ώστε M f ∈ L1(T). Τότε, f ∈ L lnL(T).

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι, για κάθε λ < ∥ f ∥1,

(10.5.0.97)
1

2λ

∫
{| f |>λ}

| f (x) | dx ⩽ m({x : M f (x) > λ}).

Πράγµατι, αν ϑεωρήσουµε την διάσπαση Calderón-Zygmund της f στο επίπεδο λ, για κάθε j έχουµε

(10.5.0.98) λ <
1

m(I j )

∫
I j

| f (x) | dx ⩽ 2λ

και

(10.5.0.99) | f (x) | ⩽ λ σχεδόν παντού στο T \
⋃

j

I j .

Από την αριστερή ανισότητα στην (10.5.0.98) ϐλέπουµε ότι
⋃
j

I j ⊆ {x : M f (x) > λ}, ενώ από την δεξιά

ανισότητα έχουµε

(10.5.0.100)

∫
⋃
j

I j

| f (x) | dx ⩽ 2λ m *.
,

⋃
j

I j
+/
-
⩽ 2λ m({x : M f (x) > λ}).
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Επιπλέον, αφού από την (10.5.0.99) έχουµε {x : | f (x) | > λ} ⊆
⋃

j I j , από την (10.5.0.100) παίρνουµε

αµέσως την (10.5.0.97). Ολοκληρώνοντας αυτήν την ανισότητα ϐλέπουµε ότι

∞∫
∥ f ∥1

1
λ

∫
{| f |>λ}

| f (x) | dx dλ =
∫

{x:| f (x) |>∥ f ∥1}

| f (x) |

| f (x) |∫
∥ f ∥1

dλ
λ

dx

⩽ 2
∞∫

0

m({x : M f (x) > λ}) dλ,

απ΄ όπου έπεται το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος. �
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