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1 Ολοκλήρωµα Lebesgue

1.1 Μετρήσιµες συναρτήσεις

Οι συναρτήσεις για τις οποίες ϑα επιχειρήσουµε να ορίσουµε το ολοκλήρωµα Lebesgue είναι συναρτήσεις

µε πεδίο ορισµού κάποιο µετρήσιµο υποσύνολο A του Rd και τιµές στην επεκτεταµένη ευθεία [−∞,+∞]
των πραγµατικών αριθµών. Αυτό που Ϲητάµε είναι όλα τα σύνολα της µορφής f −1((a, b)), όπου a < b στο

R, να είναι µετρήσιµα.

1.1.1 Ορισµός και βασικές ιδιότητες

Ορισµός 1.1.1 (Lebesgue µετρήσιµη συνάρτηση). ΄Εστω A Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και

έστω f : A→ R. Η f λέγεται Lebesgue µετρήσιµη, ή απλά µετρήσιµη, αν για κάθε a ∈ R το σύνολο

(1.1.1.1) {x ∈ A : f (x) > a} = f −1((a,+∞))

είναι µετρήσιµο.

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι στη ϑέση των ηµιευθειών (a,+∞) του Ορισµού 1.1.1 ϑα µπορούσαµε να

πάρουµε οποιαδήποτε άλλη κλάση ηµιευθειών.

Πρόταση 1.1.2. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A→ R. Τα εξής είναι ισοδύναµα:

(i) Η f είναι µετρήσιµη.

(ii) Για κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ A : f (x) ⩾ a} = f −1([a,+∞)) είναι µετρήσιµο.

(iii) Για κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ A : f (x) < a} = f −1((−∞, a)) είναι µετρήσιµο.

(iv) Για κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ A : f (x) ⩽ a} = f −1((−∞, a]) είναι µετρήσιµο.

Απόδειξη. (i)⇒ (ii) Παρατηρήστε ότι

(1.1.1.2) {x ∈ A : f (x) ⩾ a} =
∞⋂

n=1

{
x ∈ A : f (x) > a −

1
n

}
.

(ii)⇒ (iii) Παρατηρήστε ότι

(1.1.1.3) {x ∈ A : f (x) < a} = A \ {x ∈ A : f (x) ⩾ a}.

(iii)⇒ (iv) Παρατηρήστε ότι

(1.1.1.4) {x ∈ A : f (x) ⩽ a} =
∞⋂

n=1

{
x ∈ A : f (x) < a +

1
n

}
.

(iv)⇒ (i) Παρατηρήστε ότι

(1.1.1.5) {x ∈ A : f (x) > a} = A \ {x ∈ A : f (x) ⩽ a}.

Αφού αριθµήσιµες τοµές, αριθµήσιµες ενώσεις και συνολοθεωρητικές διαφορές µετρήσιµων συνόλων

είναι µετρήσιµα σύνολα, η ισοδυναµία των (i)-(iv) προκύπτει άµεσα από τις παραπάνω σχέσεις. 2
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Πρόταση 1.1.3. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A → R µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε,

όλες οι αντίστροφες εικόνες διαστηµάτων – µέσω της f – είναι µετρήσιµα σύνολα. Το ίδιο ισχύει για τα

σύνολα {x ∈ A : f (x) = a}, a ∈ R.

Απόδειξη. Ο ισχυρισµός είναι απλή συνέπεια της Πρότασης 1.1.2. Για παράδειγµα, αν J = [a, b] τότε το

σύνολο

(1.1.1.6) f −1(J) = {x ∈ A : a ⩽ f (x) ⩽ b} = {x ∈ A : f (x) ⩾ a} ∩ {x ∈ A : f (x) ⩽ b}

είναι µετρήσιµο. Τελείως ανάλογα, για κάθε a ∈ R, το σύνολο

(1.1.1.7) {x ∈ A : f (x) = a} =
∞⋂

n=1

{
x ∈ A : a −

1
n
< f (x) < a +

1
n

}
είναι µετρήσιµο. 2

Ορισµός 1.1.4 (Borel µετρήσιµη συνάρτηση). ΄Εστω A σύνολο Borel του Rd και έστω f : A → R.

Η f λέγεται Borel µετρήσιµη αν, για κάθε a ∈ R, το σύνολο

(1.1.1.8) {x ∈ A : f (x) > a} = f −1((a,+∞))

είναι σύνολο Borel. Τα ακριβή ανάλογα των Προτάσεων 1.1.2 και 1.1.3 ισχύουν για τις Borel µετρήσιµες

συναρτήσεις (διατυπώστε αντίστοιχες Προτάσεις και αποδείξτε τις).

Παραδείγµατα 1.1.5. (α) ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A→ R συνεχής συνάρτηση.

Τότε, η f είναι µετρήσιµη. Πράγµατι, για κάθε a ∈ R το σύνολο {x ∈ A : f (x) > a} είναι ανοικτό στο

A, δηλαδή είναι της µορφής A ∩ U για κάποιο ανοικτό υποσύνολο U του R. Συνεπώς, είναι µετρήσιµο

σύνολο ως τοµή δύο µετρήσιµων συνόλων.

(ϐ) Η χαρακτηριστική συνάρτηση χA : Rd → R ενός µετρήσιµου συνόλου A είναι µετρήσιµη συνάρτηση.

Πράγµατι, έχουµε

(1.1.1.9) {x ∈ R : χA(x) > a} =



Rd, αν a < 0
A, αν 0 ⩽ a < 1
∅, αν a ⩾ 1

δηλαδή, µετρήσιµο σύνολο σε κάθε περίπτωση. Ειδικότερα, η συνάρτηση του Dirichlet χQ : R→ R είναι

µετρήσιµη συνάρτηση.

(γ) ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R. Κάθε µονότονη συνάρτηση f : A→ R είναι µετρήσιµη. Για κάθε

a ∈ R το σύνολο {x ∈ A : f (x) > a} είναι η τοµή του A µε µια ηµιευθεία, άρα είναι µετρήσιµο.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι αύξουσα. ΄Εστω a ∈ R. Γράφουµε T = {x ∈ A : f (x) > a} και

t := inf T .

(i) Αν t = −∞ τότε T = A. Πράγµατι, αν x ∈ A τότε υπάρχει y ∈ T ώστε y < x. Αυτό σηµαίνει ότι y ∈ A
και f (y) > a, όµως η f είναι αύξουσα και από την y < x έπεται ότι f (x) ⩾ f (y) > a, δηλαδή x ∈ T .

΄Αρα, σε αυτήν την περίπτωση το T = A είναι µετρήσιµο.

(ii) Αν t ∈ R τότε διακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις :

• t ∈ T : Αυτό σηµαίνει ότι t ∈ A και f (t) > a. Τότε, ισχύει T = A ∩ [t,+∞). Πράγµατι, αν x ∈ A και

x ⩾ t τότε f (x) ⩾ f (t) > a, άρα x ∈ T . Αντίστροφα, αν x ∈ T τότε x ∈ A και x ⩾ t γιατί ο t είναι

κάτω ϕράγµα του T .
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• t < T : Θα δείξουµε ότι T = A ∩ (t,+∞). Πράγµατι, αν x ∈ A και x > t τότε (χαρακτηρισµός του

infimum) υπάρχει y ∈ T ώστε t < y < x και αυτό µας δίνει την f (x) ⩾ f (y) > a, άρα x ∈ T .

Αντίστροφα, αν x ∈ T τότε x ∈ A και x > t γιατί ο t είναι κάτω ϕράγµα του T και δεν ανήκει στο T .

Σε κάθε περίπτωση το T = {x ∈ A : f (x) > a} είναι η τοµή του A µε µια ηµιευθεία. 2

Πρόταση 1.1.6 (πράξεις µεταξύ µετρήσιµων συναρτήσεων). ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και

έστω f , g : A→ R µετρήσιµες συναρτήσεις. Τότε,

(i) Η f + g είναι µετρήσιµη.

(ii) Για κάθε λ ∈ R, η συνάρτηση λ f είναι µετρήσιµη.

(iii) Η f g είναι µετρήσιµη.

(iv) Αν f (x) , 0 για κάθε x ∈ A, τότε η 1/ f είναι µετρήσιµη.

(v) Οι συναρτήσεις max{ f , g}, min{ f , g} και | f | είναι µετρήσιµες.

Απόδειξη. (i) ΄Εστω a ∈ R. Αν f (x) + g(x) < a, τότε f (x) < a − g(x). ΄Αρα, υπάρχει ϱητός q ώστε

(1.1.1.10) f (x) < q < a − g(x).

΄Επεται ότι

{x ∈ A : f (x) + g(x) < a} =
⋃
q∈Q

{x ∈ A : f (x) < q και g(x) < a − q}

=
⋃
q∈Q

(
{x ∈ A : f (x) < q} ∩ {x ∈ A : g(x) < a − q}

)
,

δηλαδή είναι µετρήσιµο σύνολο.

(ii) ΄Εστω a ∈ R. Αν λ > 0, τότε

(1.1.1.11) {x ∈ A : λ f (x) > a} = {x ∈ A : f (x) > a/λ},

δηλαδή µετρήσιµο σύνολο. Αν λ < 0, τότε

(1.1.1.12) {x ∈ A : λ f (x) > a} = {x ∈ A : f (x) < a/λ},

δηλαδή µετρήσιµο σύνολο. Σε κάθε περίπτωση, η λ f είναι µετρήσιµη (αν λ = 0, τότε δεν έχουµε να

δείξουµε τίποτα).

(iii) ∆είχνουµε πρώτα ότι η f 2 είναι µετρήσιµη. Αν a < 0, τότε

(1.1.1.13) {x ∈ A : f 2(x) > a} = A,

ενώ αν a ⩾ 0, τότε

(1.1.1.14) {x ∈ A : f (x)2 > a} = {x ∈ A : f (x) >
√

a} ∪ {x ∈ A : f (x) < −
√

a}.

Σε κάθε περίπτωση, το {x : f 2(x) > a} είναι µετρήσιµο. Τώρα, η f g είναι µετρήσιµη, διότι

(1.1.1.15) f g =
( f + g)2 − ( f − g)2

4
.
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(iv) Αν a = 0, τότε {x ∈ A : 1/ f (x) > 0} = {x ∈ A : f (x) > 0}. Αν a > 0, τότε

(1.1.1.16) {x ∈ A : 1/ f (x) > a} = {x ∈ A : 0 < f (x) < 1/a}.

Τέλος, αν a < 0 τότε

(1.1.1.17) {x ∈ A : 1/ f (x) > a} = {x ∈ A : f (x) > 0} ∪ {x ∈ A : f (x) < 1/a}.

Σε κάθε περίπτωση, το σύνολο {x ∈ A : 1/ f (x) > a} είναι µετρήσιµο.

(v) Για κάθε a ∈ R έχουµε

(1.1.1.18) {x ∈ A : max{ f , g}(x) > a} = {x ∈ A : f (x) > a} ∪ {x ∈ A : g(x) > a}

και

(1.1.1.19) {x ∈ A : min{ f , g}(x) < a} = {x ∈ A : f (x) < a} ∪ {x ∈ A : g(x) < a}.

΄Αρα, οι max{ f , g} και min{ f , g} είναι µετρήσιµες. Τέλος, η | f | = max{ f ,− f } είναι µετρήσιµη. 2

Μετρήσιµες συναρτήσεις µε τιµές στο R

Το επεκτεταµένο σύνολο των πραγµατικών αριθµών είναι το R = [−∞,∞] = R ∪ {±∞}. Επεκτείνουµε την

διάταξη τουR στοR ορίζοντας−∞ < x < +∞ για κάθε x ∈ R και επεκτείνουµε την κλάση των διαστηµάτων

του R στην κλάση των διαστηµάτων του R προσθέτοντας τα (επεκτεταµένα) διαστήµατα [−∞, a), [−∞, a],
(a,+∞], [a,+∞] (όπου a ∈ R) και [−∞,+∞], [−∞,+∞), (−∞,+∞].

Οι ανοικτές περιοχές του −∞ και του +∞ είναι τα σύνολα [−∞, a) και (a,+∞] αντίστοιχα. Οι πράξεις του R
επεκτείνονται µε τον γνωστό τρόπο στοR. Μη επιτρεπτές πράξεις είναι οι (+∞)− (+∞), 0 · (±∞), (±∞)/0,

(±∞)/(±∞). Οι συναρτήσεις f : A → R, όπου A µη κενό υποσύνολο του Rd , λέγονται επεκτεταµένες

συναρτήσεις.

Θα επεκτείνουµε τον ορισµό της µετρήσιµης συνάρτησης και στην περίπτωση συναρτήσεων µε τιµές στο

R.

Ορισµός 1.1.7. ΄Εστω A Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω f : A → R. Η f λέγεται

Lebesgue µετρήσιµη, ή απλά µετρήσιµη, αν για κάθε a ∈ R το σύνολο

(1.1.1.20) {x ∈ A : f (x) > a} = f −1((a,+∞))

είναι µετρήσιµο.

΄Ολες οι Προτάσεις που αποδείξαµε ως τώρα ισχύουν για (επεκτεταµένες) µετρήσιµες συναρτήσεις (για

τις πράξεις µεταξύ συναρτήσεων περιοριζόµαστε στο υποσύνολο του πεδίου ορισµού τους στο οποίο οι

πράξεις είναι επιτρεπτές). Παρατηρήστε ότι, αν η f : A→ R είναι µετρήσιµη, τότε τα σύνολα

(1.1.1.21) {x ∈ A : f (x) = +∞} =
∞⋂

n=1

{x ∈ A : f (x) > n}

και

(1.1.1.22) {x ∈ A : f (x) = −∞} =
∞⋂

n=1

{x ∈ A : f (x) < −n}

είναι µετρήσιµα.
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Η έννοια του «σχεδόν παντού»

΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd . Λέµε ότι η P(x) ισχύει σχεδόν παντού στο A αν το σύνολο Z των

x ∈ A για τα οποία δεν ισχύει η P(x) έχει µέτρο µηδέν. Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι αν αλλάξουµε τις

τιµές µιας µετρήσιµης συνάρτησης σε ένα σύνολο µέτρου µηδέν, τότε προκύπτει µετρήσιµη συνάρτηση.

Πρόταση 1.1.8. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο τουRd και έστω f , g : A→ R συναρτήσεις µε f (x) = g(x)
σχεδόν παντού στο A. Αν η f είναι µετρήσιµη, τότε η g είναι κι αυτή µετρήσιµη.

Απόδειξη. Θέτουµε B = {x ∈ A : f (x) = g(x)} και Z = {x ∈ A : f (x) , g(x)}. Αφού λ(Z ) = 0, το Z
είναι µετρήσιµο, άρα και το B = A \ Z είναι µετρήσιµο.

΄Εστω a ∈ R. Τότε,

{x ∈ A : g(x) > a} = {x ∈ B : g(x) > a} ∪ {x ∈ Z : g(x) > a}
= {x ∈ B : f (x) > a} ∪ {x ∈ Z : g(x) > a}
=

(
B ∩ {x ∈ A : f (x) > a}

)
∪ {x ∈ Z : g(x) > a}.

Το B ∩ {x ∈ A : f (x) > a} είναι µετρήσιµο διότι το B είναι µετρήσιµο και το {x ∈ A : f (x) > a} είναι

µετρήσιµο λόγω της µετρησιµότητας της f . Το {x ∈ Z : g(x) > a} είναι µετρήσιµο ως υποσύνολο συνόλου

µε µέτρο 0. ΄Αρα, το {x ∈ A : g(x) > a} είναι µετρήσιµο.

Αφού το a ∈ R ήταν τυχόν, η g είναι µετρήσιµη. 2

1.1.2 Ακολουθίες µετρήσιµων συναρτήσεων

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι η µετρησιµότητα διατηρείται για το κατά σηµείο όριο µιας ακολουθίας

µετρήσιµων συναρτήσεων.

Πρόταση 1.1.9. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd και έστω ( fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων

fn : A→ [−∞,+∞]. Τότε,

1. Οι συναρτήσεις sup
n

fn και inf
n

fn είναι µετρήσιµες.

2. Αν η ( fn) συγκλίνει κατά σηµείο, τότε η συνάρτηση f : A→ [−∞,+∞] µε f (x) := lim
n→∞

fn(x) είναι

µετρήσιµη.

Απόδειξη. (i) Για κάθε a ∈ R έχουµε ότι το

(1.1.2.1) {x ∈ A : sup
n

fn(x) > a} =
∞⋃

n=1

{x ∈ A : fn(x) > a}

είναι µετρήσιµο σύνολο, και το

(1.1.2.2) {x ∈ A : inf
n

fn(x) < a} =
∞⋃

n=1

{x ∈ A : fn(x) < a}

είναι µετρήσιµο σύνολο. ΄Αρα, οι sup
n

fn και inf
n

fn είναι µετρήσιµες συναρτήσεις.
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(ii) Θυµηθείτε ότι, για κάθε ακολουθία (an) πραγµατικών αριθµών έχουµε

(1.1.2.3) lim sup
n

an = inf
m∈N

(
sup
k⩾m

ak

)
και lim inf

n
an = sup

m∈N

(
inf
k⩾m

ak

)
.

Η ακολουθία bm = supk⩾m ak είναι ϕθίνουσα και συγκλίνει στο lim sup
n

an, ενώ η γm = inf
k⩾m

ak είναι

αύξουσα και συγκλίνει στο lim inf
n

an.

Στην περίπτωσή µας, αν ϑέσουµε

(1.1.2.4) gm(x) = sup
k⩾m

f k (x) και hm(x) = inf
k⩾m

f k (x),

τότε, από το (i), κάθε gm, hm είναι µετρήσιµη συνάρτηση, και

(1.1.2.5) f (x) = inf
m

gm(x) = sup
m

hm(x).

΄Αρα, πάλι από το (i), η f είναι µετρήσιµη. 2

Σηµείωση: Η απόδειξη του (ii) δίνει κάτι γενικότερο: Αν ( fn) είναι οποιαδήποτε ακολουθία µετρήσιµων

συναρτήσεων fn : A→ [−∞,+∞], τότε οι συναρτήσεις lim sup
n

fn και lim inf
n

fn που ορίζονται από τις

(1.1.2.6) lim sup
n

fn(x) = inf
m∈N

(
sup
k⩾m

f k (x)
)

και lim inf
n

fn = sup
m∈N

(
inf
k⩾m

f k (x)
)
,

είναι µετρήσιµες. 2

Κλείνουµε αυτήν την Παράγραφο µε ένα ακόµα τυπικό παράδειγµα Πρότασης που δείχνει ότι τα σύνολα

µέτρου 0 είναι αµελητέα σε σχέση µε την µετρησιµότητα.

Πρόταση 1.1.10. ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του R και έστω f : A → [−∞,+∞]. Αν

fn : A → [−∞,+∞] είναι µετρήσιµες συναρτήσεις και fn(x) → f (x) σχεδόν παντού στο A, τότε η

f είναι µετρήσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω B = {x ∈ A : fn(x) → f (x)}. Αν Z = A \ B, τότε λ(Z ) = 0 και το B είναι µετρήσιµο.

΄Εστω a ∈ R. Τότε, το {x ∈ B : f (x) > a} είναι µετρήσιµο από την Πρόταση 1.1.9 (οι fn : B → [−∞,+∞]
είναι µετρήσιµες, και fn → f στο B) και το {x ∈ Z : f (x) > a} είναι µετρήσιµο ως υποσύνολο του Z (το

οποίο έχει µέτρο 0). ΄Αρα, το

(1.1.2.7) {x ∈ A : f (x) > a} = {x ∈ B : f (x) > a} ∪ {x ∈ Z : f (x) > a}

είναι µετρήσιµο. Αφού το a ∈ R ήταν τυχόν, η g είναι µετρήσιµη. 2

1.1.3 Η συνάρτηση Cantor--Lebesgue

Σκοπός µας σε αυτήν την παράγραφο είναι να δείξουµε ότι η Borel σ-άλγεβρα B του R περιέχεται γνήσια

στη σ-άλγεβρα M των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R. Εισάγουµε την συνάρτηση Cantor-

Lebesgue, και, χρησιµοποιώντας την, αποδεικνύουµε την ύπαρξη µετρήσιµων συνόλων τα οποία δεν είναι

σύνολα Borel.
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Θεωρούµε τα σύνολα Cn που χρησιµοποιήθηκαν για την κατασκευή του συνόλου C του Cantor. Για κάθε

n ∈ N ορίζουµε συνάρτηση fn : [0, 1] → [0, 1] ως εξής. Αν Jn
1 , . . . , Jn

2n−1 είναι τα διαδοχικά ανοικτά

διαστήµατα που σχηµατίζουν το [0, 1] \ Cn, ορίζουµε fn(0) = 0, fn(1) = 1, fn(x) = k
2n για κάθε x στο

Jn
k , και επεκτείνουµε γραµµικά σε καθένα από τα κλειστά διαστήµατα που σχηµατίζουν το Cn ώστε να

προκύψει συνεχής συνάρτηση.

Για παράδειγµα, έχουµε C1 = [0, 1/3] ∪ [2/3, 1]. Η f1 είναι σταθερή και ίση µε 1/2 στο (1/3, 2/3),
γραµµική στο [0, 1/3] µε f (0) = 0 και f (1/3) = 1/2, γραµµική στο [2/3, 1] µε f (2/3) = 1/2 και f (1) = 1.

Στο δεύτερο ϐήµα, το [0, 1] \ C2 αποτελείται από τρία ξένα ανοικτά διαστήµατα: στο (1/9, 2/9) η f2 είναι

σταθερή και ίση µε 1/4, στο (1/3, 2/3) η f2 είναι σταθερή και ίση µε 1/2, στο (7/9, 8/9) η f2 είναι σταθερή

και ίση µε 3/4, ενώ σε καθένα από τα τέσσερα κλειστά διαστήµατα του C2 την επεκτείνουµε γραµµικά σε

συνεχή συνάρτηση, ορίζοντας πάλι f2(0) = 0 και f2(1) = 1.

Πρόταση 1.1.11 (συνάρτηση Cantor-Lebesgue). Η ακολουθία { fn}
∞
n=1 συγκλίνει οµοιόµορφα σε µια συνεχή

συνάρτηση f : [0, 1]→ [0, 1]. Η f είναι αύξουσα και επί του [0, 1]. Η εικόνα του C µέσω της f έχει µέτρο

λ( f (C)) = 1.

Απόδειξη. Από την κατασκευή της η ακολουθία { fn} έχει τις ακόλουθες ιδιότητες:

1. Κάθε fn είναι αύξουσα, συνεχής συνάρτηση µε fn(0) = 0 και fn(1) = 1.

2. Αν Jn
k είναι κάποιο από τα ανοικτά διαστήµατα που αφαιρούµε στο n-οστό ϐήµα της κατασκευής του

C, τότε η fn είναι σταθερή στο Jn
k , και

(1.1.3.1) fn ≡ fn+1 ≡ fn+2 ≡ · · ·

στο Jn
k .

3. Ισχύει

(1.1.3.2) ∥ fn+1 − fn∥∞ ⩽
1
2n , n = 1, 2, 3, . . . .

Από την τρίτη ιδιότητα ελέγχουµε εύκολα ότι η { fn} είναι ϐασική ακολουθία στον C[0, 1]: αν m > n τότε

(1.1.3.3) ∥ fm − fn∥∞ ⩽
m−1∑
k=n

∥ f k+1 − f k ∥∞ ⩽
m−1∑
k=n

1
2k ⩽

1
2n−1 → 0

όταν m, n → ∞. Ο C[0, 1] είναι πλήρης ως προς την ∥·∥∞, άρα υπάρχει συνεχής συνάρτηση f : [0, 1]→ R
ώστε fn → f οµοιόµορφα.

Προφανώς, fn → f κατά σηµείο στο [0, 1]. Αφού κάθε fn είναι αύξουσα συνάρτηση µε fn(0) = 0 και

fn(1) = 1, έπεται ότι η f είναι κι αυτή αύξουσα, συνεχής συνάρτηση µε f (0) = 0 και f (1) = 1. Ειδικότερα,

η f είναι επί του [0, 1].

Τέλος, f (C) = [0, 1]. Πράγµατι, από την δεύτερη ιδιότητα της { fn} ϐλέπουµε ότι η f είναι σταθερή σε

κάθε ανοικτό διάστηµα J του συµπληρώµατος του C, και µάλιστα αυτή η σταθερή τιµή παίρνεται και στα

άκρα του J τα οποία ανήκουν στο C. Αφού η f είναι επί του [0, 1], κάθε y ∈ [0, 1] είναι ίσο µε f (x) για

κάποιο x ∈ C. Από την f (C) = [0, 1] είναι ϕανερό ότι λ( f (C)) = 1. 2
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Σηµείωση. Παρατηρήστε ότι λ([0, 1] \C) = 1 και f ′(x) = 0 για κάθε x < C. Πράγµατι, αν x < C τότε το x
ανήκει σε κάποιο ανοικτό διάστηµα J στο οποίο η f είναι σταθερή. Συνεπώς, η f είναι παραγωγίσιµη στο

x και f ′(x) = 0. Με άλλα λόγια, η f ′ είναι σχεδόν παντού ίση µε µηδέν, παρόλο που η f είναι αύξουσα

και απεικονίζει το [0, 1] επί του [0, 1].

Χρησιµοποιώντας την συνάρτηση Cantor--Lebesgue, µπορούµε να αποδείξουµε την ύπαρξη µετρήσιµων

συνόλων τα οποία δεν είναι σύνολα Borel. Θα χρειαστούµε το εξής Λήµµα.

Λήµµα 1.1.12. ΄Εστω A σύνολο Borel στο R και έστω f : A→ R συνεχής συνάρτηση. Τότε, για κάθε Borel

σύνολο B ⊆ R, το f −1(B) = {x ∈ A : f (x) ∈ B} είναι σύνολο Borel.

Απόδειξη. Θεωρούµε την οικογένεια

(1.1.3.4) A = {B ⊆ R : το f −1(B) είναι σύνολο Borel}.

Αν B είναι ανοικτό υποσύνολο του R, τότε το f −1(B) είναι ανοικτό στο A, διότι η f είναι συνεχής. Αφού το

A είναι σύνολο Borel, έπεται ότι το f −1(B) είναι σύνολο Borel (εξηγήστε γιατί).

Εύκολα ελέγχουµε ότι η A είναι σ-άλγεβρα – οι λεπτοµέρειες αφήνονται ως άσκηση. Αφού η A είναι

σ-άλγεβρα και περιέχει τα ανοικτά σύνολα, συµπεραίνουµε ότι η Borel σ-άλγεβρα B περιέχεται στην A.

Από τον ορισµό της A έπεται ότι η αντίστροφη εικόνα f −1(B) κάθε Borel συνόλου B ⊆ R είναι σύνολο

Borel. 2

Πρόταση 1.1.13. Υπάρχει Lebesgue µετρήσιµο υποσύνολο του συνόλου του Cantor, το οποίο δεν είναι

σύνολο Borel.

Απόδειξη. Θεωρούµε την συνάρτηση g : [0, 1] → [0, 2] µε g(x) = f (x) + x, όπου f η συνάρτηση

Cantor--Lebesgue. Η g είναι γνησίως αύξουσα, συνεχής και επί (το ίδιο και η g−1).

Το σύνολο g(C) είναι µετρήσιµο και λ(g(C)) = 1. Πράγµατι, το g(C) είναι κλειστό ως συνεχής εικόνα

του συµπαγούς συνόλου C, άρα είναι µετρήσιµο. Επίσης, η g απεικονίζει κάθε ανοικτό διάστηµα J του

[0, 1] \C στο { f (J)} + J, δηλαδή σε διάστηµα ίσου µήκους. ΄Αρα λ(g([0, 1] \C)) =
∑
λ(J) = 1. ΄Επεται

ότι λ(g(C)) = 1.

Αφού το g(C) έχει ϑετικό µέτρο, υπάρχει µη µετρήσιµο υποσύνολο M του g(C). Τότε, το K = g−1(M)
είναι Lebesgue µετρήσιµο διότι είναι υποσύνολο του C το οποίο έχει µηδενικό µέτρο. ΄Οµως, το K δεν

είναι σύνολο Borel: αν ήταν, από το Λήµµα 1.1.12 το M = (g−1)−1(K ) ϑα ήταν σύνολο Borel ως αντίστροφη

εικόνα συνόλου Borel µέσω συνεχούς συνάρτησης. Συνεπώς, το M ϑα ήταν Lebesgue µετρήσιµο. 2

1.1.4 Προσέγγιση µετρήσιµων συναρτήσεων από απλές συναρτήσεις

Ορισµός 1.1.14 (απλή µετρήσιµη συνάρτηση). Μια συνάρτηση ϕ : Rd → R λέγεται απλή µετρήσιµη

αν είναι πεπερασµένος γραµµικός συνδυασµός χαρακτηριστικών συναρτήσεων µετρήσιµων συνόλων.

∆ηλαδή, η ϕ είναι απλή συνάρτηση αν

(1.1.4.1) ϕ =

n∑
i=1

ai χAi

για κάποιον n ∈ N, κάποιους πραγµατικούς αριθµούς a1, . . . , an και κάποια µετρήσιµα σύνολα A1, . . . , An.
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Παρατηρήστε ότι δεν απαιτούµε από τα σύνολα Ai να είναι ξένα, ούτε από τους αριθµούς ai να είναι

διακεκριµένοι. ∆εν είναι όµως δύσκολο να διαπιστώσετε ότι µια συνάρτηση ϕ είναι απλή αν και µόνο αν

παίρνει πεπερασµένες το πλήθος διακεκριµένες πραγµατικές τιµές (µία από αυτές µπορεί να ισούται µε

0). Πράγµατι, το σύνολο των τιµών της συνάρτησης ϕ στην (1.2.1.1) περιέχεται στο

(1.1.4.2)




∑
i∈I

ai : ∅ , I ⊆ {1, . . . , n}


∪ {0}

(εξηγήστε γιατί). Αν λοιπόν {t1, . . . , tm} είναι το σύνολο τιµών της ϕ και αν ορίσουµε

(1.1.4.3) Ei = {ϕ = ti} = {x ∈ Rd : ϕ(x) = ti},

τότε τα σύνολα Ei είναι ξένα και µετρήσιµα, η ένωσή τους µας δίνει το Rd , και

(1.1.4.4) ϕ =

m∑
i=1

ti χEi .

Η αναπαράσταση (1.2.1.4) της ϕ είναι µονοσήµαντα ορισµένη (από την ϕ) και λέγεται κανονική
αναπαράσταση της ϕ.

Το ϐασικό αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου δείχνει ότι κάθε µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση είναι

κατά σηµείο όριο µιας αύξουσας ακολουθίας απλών µετρήσιµων συναρτήσεων.

Θεώρηµα 1.1.15. ΄Εστω A µετρήσιµο σύνολο και έστω f : A→ [0,∞] µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση.

Υπάρχει αύξουσα ακολουθία (ϕn) µη αρνητικών απλών µετρήσιµων συναρτήσεων 0 ⩽ ϕ1 ⩽ ϕ2 ⩽ · · · ⩽ f
ώστε

(1.1.4.5) ϕn(x) ↗ f (x)

για κάθε x ∈ A. Η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κάθε υποσύνολο του A στο οποίο η f είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. Για κάθε n = 1, 2, . . . ορίζουµε Cn = {x ∈ A : f (x) ⩾ 2n} και

(1.1.4.6) Bn,k =

{
x ∈ A :

k
2n ⩽ f (x) <

k + 1
2n

}
, k = 0, 1, . . . , 22n − 1.

Χωρίζουµε δηλαδή το [0, 2n] σε 22n διαστήµατα µήκους 2−n και ϑεωρούµε τις αντίστροφες εικόνες τους

µέσω της f . Αφού η f είναι µετρήσιµη, τα σύνολα Cn και Bn,k είναι µετρήσιµα. Τώρα, ορίζουµε µια απλή

µετρήσιµη συνάρτηση ϕn ως εξής:

(1.1.4.7) ϕn = 2n χCn +

22n−1∑
k=0

k
2n χBn,k

.

Εύκολα ελέγχουµε ότι κάθε ϕn ικανοποιεί τα εξής:

(i) 0 ⩽ ϕn ⩽ f και η ϕ µηδενίζεται έξω από το A.

(ii) 0 ⩽ f − ϕn ⩽ 2−n στο σύνολο A \ Cn = {x ∈ A : f (x) < 2n}.

(iii) ϕn(x) = 2n αν f (x) = ∞.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 12



Αρµονική Ανάλυση

Από τα (ii) και (iii) συµπεραίνουµε ότι ϕn(x) → f (x) για κάθε x ∈ A. Πράγµατι, αν f (x) = ∞ τότε

(1.1.4.8) ϕn(x) = 2n → ∞ = f (x).

Αν f (x) < ∞, τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε f (x) < 2n0 ⩽ 2n για κάθε n ⩾ n0. Τότε, 0 ⩽ f (x)−ϕn(x) < 2−n

για κάθε n ⩾ n0, άρα ϕn(x) → f (x). Παρόµοιος συλλογισµός δείχνει ότι ϕn → f οµοιόµορφα σε κάθε

σύνολο της µορφής {x ∈ A : f (x) ⩽ M }, M > 0.

Μένει να δείξουµε ότι η (ϕn) είναι αύξουσα. Η ϐασική παρατήρηση είναι ότι

Bn,k = {x ∈ A : k/2n ⩽ f (x) < (k + 1)/2n}

=

{
x ∈ A :

2k
2n+1 ⩽ f (x) <

2k + 1
2n+1

}
∪

{
x ∈ A :

2k + 1
2n+1 ⩽ f (x) <

2k + 2
2n+1

}
= Bn+1,2k ∪ Bn+1,2k+1.

Αν x ∈ Bn+1,2k , τότε ϕn(x) = k/2n = (2k)/2n+1 = ϕn+1(x), ενώ αν x ∈ Bn+1,2k+1, τότε ϕn(x) = k/2n <
(2k + 1)/2n+1 = ϕn+1(x). Τέλος, αν x ∈ Cn έχουµε ϕn(x) = 2n ⩽ ϕn+1(x) (εξηγήστε την τελευταία

ανισότητα: ϑα χρειαστεί να χωρίσετε το Cn στα Bn+1,2n+1, Bn+1,2n+1+1, . . . , Bn+1,22(n+1)−1 και Cn+1).

Σε κάθε περίπτωση ϕn(x) ⩽ ϕn+1(x), δηλαδή ϕn ⩽ ϕn+1. 2

΄Εστω f : A → [−∞,+∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 1.1.15 για τις f + και f −

χωριστά, παίρνουµε το εξής.

Πόρισµα 1.1.16. ΄Εστω f : A → [−∞,+∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Υπάρχει ακολουθία (ϕn) απλών

µετρήσιµων συναρτήσεων ϕn : A→ R µε

(1.1.4.9) 0 ⩽ |ϕ1 | ⩽ |ϕ2 | ⩽ · · · ⩽ | f |

και ϕn(x) → f (x) για κάθε x ∈ A. Η σύγκλιση είναι οµοιόµορφη σε κάθε υποσύνολο του A στο οποίο η

f είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. Υπάρχουν αύξουσες ακολουθίες (ψn) και (ζn) µη αρνητικών απλών µετρήσιµων συναρτήσεων

ώστε ψn(x) → f +(x) και ζn(x) → f −(x) για κάθε x ∈ A. Τότε, αν ορίσουµε ϕn = ψn − ζn, έχουµε

ϕn(x) → f +(x) − f −(x) = f (x) για κάθε x ∈ A.

Οι f + και f − είναι ϕραγµένες σε κάθε υποσύνολο B του A στο οποίο η f είναι ϕραγµένη. Συνεπώς,

ψn → f + και ζn → f − οµοιόµορφα στο B, απ΄ όπου έπεται ότι ϕn → f οµοιόµορφα στο B.

Παρατηρήστε επίσης ότι : αν C = { f < 0} τότε ψn ≡ 0 στο C και ζn ≡ 0 στο A \ C για κάθε n ∈ N.

Συνεπώς,

(1.1.4.10) |ϕn | = |ψn − ζn | = max{ψn, ζn} ⩽ max{ f +, f −} = | f |.

Από την σχέση αυτή και από το γεγονός ότι οι (ψn) και (ζn) είναι αύξουσες ακολουθίες συναρτήσεων,

έπεται επίσης ότι

(1.1.4.11) |ϕn | = max{ψn, ζn} ⩽ max{ψn+1, ζn+1} = |ϕn+1 |.

Από τις (1.2.1.10) και (1.2.1.11) έπεται η (1.2.1.9). 2

Παρατηρήστε ότι στην κατασκευή που κάναµε για την απόδειξη του Θεωρήµατος 1.1.15, χρησιµοποιούµε

το γεγονός ότι η f είναι µετρήσιµη µόνο για να εξασφαλίσουµε ότι τα Cn, Bn,k είναι µετρήσιµα σύνολα,

δηλαδή για να συµπεράνουµε ότι οι απλές συναρτήσεις ϕn είναι µετρήσιµες. Η σύγκλιση των ϕn στην f
ισχύει τελείως γενικά.

Συνδυάζοντας το Θεώρηµα 1.1.15 µε την Πρόταση 1.1.9 παίρνουµε τον εξής χαρακτηρισµό των µετρήσιµων

συναρτήσεων.
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Θεώρηµα 1.1.17. ΄Εστω A µετρήσιµο σύνολο και έστω f : A → [−∞,+∞]. Η f είναι µετρήσιµη αν και

µόνο αν είναι κατά σηµείο όριο µίας ακολουθίας απλών µετρήσιµων συναρτήσεων. 2

1.1.5 Οι τρεις «αρχές του Littlewood»

Οι τρεις «αρχές του Littlewood» διατυπώνονται µε κάπως «έντονο τρόπο» ως εξής:

1. Κάθε σύνολο είναι σχεδόν ίσο µε µια πεπερασµένη ένωση διαστηµάτων.

2. Κάθε συνάρτηση είναι σχεδόν συνεχής.

3. Κάθε ακολουθία συναρτήσεων που συγκλίνει κατά σηµείο, συγκλίνει σχεδόν οµοιόµορφα.

Φυσικά, πρέπει να δώσει κανείς την ακριβή διατύπωση αυτών των ισχυρισµών (αλλιώς, είναι προφανώς

λανθασµένοι). Τα σύνολα και οι συναρτήσεις στα οποία αναφερόµαστε πρέπει να είναι µετρήσιµα και το

τι εννοούµε λέγοντας «σχεδόν» πρέπει να γίνει σαφές. Η χρησιµότητα όµως αυτών των προτάσεων είναι

µεγάλη.

Θεώρηµα 1.1.18 (µετρήσιµα σύνολα). ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε λ(A) < +∞. Για κάθε

ε > 0 υπάρχουν διαστήµατα I1, . . . , Ik ώστε το σύνολο E = I1 ∪ · · · ∪ Ik να ικανοποιεί την λ(E△A) < ε.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό του (εξωτερικού) µέτρου, υπάρχει ακολουθία (In) διαστηµάτων

ώστε A ⊆
∞⋃

n=1
In και

(1.1.5.1)

∞∑
n=1

λ(In) < λ(A) +
ε

2
.

Αφού η σειρά των λ(In) συγκλίνει, υπάρχει k ∈ N ώστε

(1.1.5.2)

∞∑
n=k+1

λ(In) <
ε

2
.

Ορίζουµε E = I1 ∪ · · · ∪ Ik . Παρατηρήστε ότι

λ(E \ A) ⩽ λ *
,

∞⋃
n=1

In \ A+
-
= λ *

,

∞⋃
n=1

In+
-
− λ(A)

⩽
∞∑

n=1

λ(In) − λ(A) <
ε

2

και

(1.1.5.3) A \ E = A \ (I1 ∪ · · · ∪ Ik ) ⊆
∞⋃

n=k+1

In,

άρα

(1.1.5.4) λ(A \ E) ⩽ λ *
,

∞⋃
n=k+1

In+
-
⩽

∞∑
n=k+1

λ(In) <
ε

2
.

΄Επεται ότι

(1.1.5.5) λ(A△E) = λ(A \ E) + λ(E \ A) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2
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Θεώρηµα 1.1.19 (ϑεώρηµα Egorov). ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε λ(A) < +∞ και έστω

( f k ) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων f k : A → R η οποία συγκλίνει κατά σηµείο στην µετρήσιµη

συνάρτηση f : A→ R σχεδόν παντού στο A. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό σύνολο Fε ⊆ A ώστε

λ(A \ Fε) < ε και f k → f οµοιόµορφα στο Fε .

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι f k → f παντού στο A (εξηγήστε γιατί). Για κάθε n,m ∈ N
ορίζουµε το σύνολο

(1.1.5.6) An,m =

{
x ∈ A : | f k (x) − f (x) | <

1
n

για κάθε k ⩾ m
}
=

∞⋂
k=m

{| f k − f | < 1/n}.

Σταθεροποιούµε n ∈ N. Παρατηρήστε ότι

(1.1.5.7) An,m+1 =

∞⋂
k=m+1

{| f k − f | < 1/n} ⊇
∞⋂

k=m

{| f k − f | < 1/n} = An,m

δηλαδή, η ακολουθία (An,m)∞m=1 είναι αύξουσα. Παρατηρήστε επίσης ότι, για κάθε x ∈ A υπάρχει m ∈ N
ώστε | f k (x)− f (x) | < 1/n για κάθε k ⩾ m, διότι f k (x) → f (x). Συνεπώς, υπάρχει m ∈ N ώστε x ∈ An,m.

Αυτό αποδεικνύει ότι

(1.1.5.8) A =
∞⋃

m=1

An,m.

Συνεπώς, λ(An,m) → λ(A). ΄Αρα, µπορούµε να ϐρούµε mn ∈ N ώστε

(1.1.5.9) λ(A) < λ(An,mn ) +
ε

2n+2 .

Ορίζουµε

(1.1.5.10) Uε =

∞⋂
n=1

An,mn .

Τότε, fn → f οµοιόµορφα στο Uε . Αυτό αιτιολογείται ως εξής: έστω δ > 0. Μπορούµε να ϐρούµε n ∈ N
ώστε 1/n < δ. Τότε, για κάθε k ⩾ mn και για κάθε x ∈ Uε έχουµε x ∈ An,mn , άρα

(1.1.5.11) | f k (x) − f (x) | <
1
n
< δ.

∆ηλαδή, ∥( f k − f ) |Uε ∥∞ < δ για κάθε k ⩾ mn.

Επίσης, από την (1.1.5.9) ϐλέπουµε ότι

(1.1.5.12) λ(A \Uε) = λ *
,

∞⋃
n=1

(A \ An,mn )+
-
⩽
∞∑

n=1

λ(A \ An,mn ) <
∞∑

n=1

ε

2n+2 =
ε

2
.

Το Uε είναι µετρήσιµο, όχι απαραίτητα κλειστό, σύνολο. Μπορούµε όµως να ϐρούµε κλειστό σύνολο

Fε ⊆ Uε ώστε λ(Uε \ Fε) < ε
2 . Τότε,

(1.1.5.13) λ(A \ Fε) = λ(A \Uε) + λ(Uε \ Fε) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

και από το γεγονός ότι f k → f οµοιόµορφα στο Uε είναι ϕανερό ότι f k → f οµοιόµορφα στο Fε . 2
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Παρατήρηση 1.1.20. Η υπόθεση ότι λ(A) < +∞ είναι απαραίτητη. Αν ϑεωρήσουµε την ακολουθία

συναρτήσεων f k : R → R µε f k = χ[k,∞) , τότε f k (x) → 0 για κάθε x ∈ R, όµως, για κάθε

µετρήσιµο C ⊂ R µε λ(C) < +∞ ισχύει ∥ f k |R\C ∥∞ = 1. Αυτό σηµαίνει ότι δεν µπορούµε να έχουµε

οµοιόµορφη σύγκλιση της ( f k ) στη µηδενική συνάρτηση σε κάποιο σύνολο Fε για το οποίο λ(R \ Fε) < ε.

Εξηγήστε τις λεπτοµέρειες.

Θεώρηµα 1.1.21 (ϑεώρηµα Luzin). ΄Εστω A µετρήσιµο υποσύνολο του Rd µε λ(A) < +∞ και έστω

f : A → R µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει κλειστό σύνολο Fε ⊆ A ώστε

λ(A \ Fε) < ε και η f |Fε να είναι συνεχής συνάρτηση.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα τον ισχυρισµό του Θεωρήµατος στην περίπτωση που η f είναι η χαρακτηριστική

συνάρτηση f = χE κάποιου µετρήσιµου υποσυνόλου του A. ΄Εστω ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε F κλειστό

υποσύνολο του A και G ανοικτό στο A ώστε V ⊆ E ⊆ G και λ(G \ F) < ε/2. Θεωρούµε τον περιορισµό

της f στο F1 = V ∪ (A \ G). Τα V, A \ G είναι κλειστά στο A και έχουµε f ≡ 1 στο V και f ≡ 0 στο

A \ G. Μπορούµε τότε να ελέγξουµε ότι η f |F1 είναι συνεχής (εξηγήστε το, για παράδειγµα, µε την αρχή

της µεταφοράς). Κατόπιν, µπορούµε να ϐρούµε κλειστό F ⊆ F1 µε λ(F1 \ F) < ε/2. Τότε, λ(A \ F) < ε
και η f |F είναι συνεχής.

Απο τις χαρακτηριστικές συναρτήσεις υποσυνόλων του A µπορούµε τώρα να περάσουµε σε συναρτήσεις

της µορφής

(1.1.5.14) ϕ =

m∑
i=1

λi χEi,

όπου λi ∈ R και Ei µετρήσιµα υποσύνολα του A (εξηγήστε τις λεπτοµέρειες).

΄Εστω τώρα f : A → R µετρήσιµη συνάρτηση. Από το Θεώρηµα 1.1.15 (και το Πόρισµα 1.1.16) υπάρχει

ακολουθία (ϕn) συναρτήσεων της µορφής (1.1.5.14) ώστε ϕn → f στο A. Για κάθε n ∈ N µπορούµε να

ϐρούµε An ⊆ A µε λ(A \ An) < ε
2n+3 ώστε η ϕn |An να είναι συνεχής. Επίσης, από το ϑεώρηµα του Egorov

µπορούµε να ϐρούµε B ⊆ A µε λ(A \ B) < ε/4 ώστε ϕn → f οµοιόµορφα στο B. Ορίζουµε

(1.1.5.15) Uε = B ∩ *
,

∞⋂
n=1

An+
-
.

Τότε,

(1.1.5.16) λ(A \Uε) ⩽ λ(A \ B) +
∞∑

n=1

λ(A \ An) <
ε

4
+

∞∑
n=1

ε

2n+3 =
ε

2
.

Επίσης, όλες οι ϕn |Uε είναι συνεχείς (διότι Uε ⊆ An για κάθε n) και ϕn |Uε → f |Uε οµοιόµορφα (διότι

Uε ⊆ B). ΄Επεται ότι η f |Uε είναι συνεχής.

Το Uε είναι µετρήσιµο, όχι απαραίτητα κλειστό, σύνολο. Μπορούµε όµως να ϐρούµε κλειστό σύνολο

Fε ⊆ Uε ώστε λ(Uε \ Fε) < ε
2 . Τότε,

(1.1.5.17) λ(A \ Fε) = λ(A \Uε) + λ(Uε \ Fε) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

και από το γεγονός ότι η f |Uε είναι συνεχής είναι ϕανερό ότι η f |Fε είναι συνεχής. 2
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1.2 Ολοκλήρωµα Lebesgue

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα ορίσουµε το ολοκλήρωµα Lebesgue. Οι ιδιότητες που ϑα ϑέλαµε να ικανοποιεί

είναι οι εξής:

(i) Αν το A είναι µετρήσιµο, τότε
∫
A
χA dλ = λ(A), όπου χA είναι η χαρακτηριστική συνάρτηση του A.

(ii) Το ολοκλήρωµα είναι γραµµικό: αν f , g είναι ολοκληρώσιµες συναρτήσεις (ορισµένες στο ίδιο

σύνολο) και t, s ∈ R, τότε

(1.2.0.18)

∫
(t f + sg) dλ = t

∫
f dλ + s

∫
g dλ.

(iii) Το ολοκλήρωµα είναι «ϑετικό»: αν η f είναι ολοκληρώσιµη και f ⩾ 0, τότε
∫

f dλ ⩾ 0. Αφού

απαιτούµε και την γραµµικότητα, η ϑετικότητα είναι ισοδύναµη µε την µονοτονία : αν οι f , g είναι

ολοκληρώσιµες (ορισµένες στο ίδιο σύνολο) και f ⩾ g, τότε
∫

f dλ ⩾
∫
g dλ.

(iv) Το ολοκλήρωµα ορίζεται για µια ευρεία κλάση συναρτήσεων. Οι ϕραγµένες Riemann

ολοκληρώσιµες συναρτήσεις είναι Lebesgue ολοκληρώσιµες, και τα δύο ολοκληρώµατα συµπίπτουν.

Ο ορισµός του ολοκληρώµατος Lebesgue δίνεται σε τρία ϐήµατα. Τελείως σχηµατικά, η διαδικασία που ϑα

ακολουθήσουµε είναι η εξής:

1. Στην §2.2.1 ορίζουµε το ολοκλήρωµα για κάποιες απλές µετρήσιµες συναρτήσεις, τους γραµµικούς

συνδυασµούς χαρακτηριστικών συναρτήσεων µετρήσιµων συνόλων µε πεπερασµένο µέτρο. Ο

ορισµός είναι προφανής από τις ιδιότητες (i) και (ii) που απαιτούµε για το ολοκλήρωµα.

2. Στην §2.2.2 δίνουµε τον ορισµό του
∫

f dλ για κάθε µετρήσιµη f ⩾ 0. Η απαίτηση της

µονοτονίας και το γεγονός ότι κάθε µετρήσιµη µη αρνητική συνάρτηση είναι το όριο µιας αύξουσας

ακολουθίας απλών µετρήσιµων συναρτήσεων υποδεικνύουν ότι το
∫

f dλ ϑα µπορούσε να

οριστεί ως το supremum των ολοκληρωµάτων
∫
ϕ dλ πάνω από όλες τις απλές, µη αρνητικές,

ολοκληρώσιµες ϕ ⩽ f .

3. Στην §2.2.3 δίνουµε τον γενικό ορισµό:
∫

f dλ =
∫

f + dλ−
∫

f − dλ, αν το δεξιό µέλος έχει νόηµα.

Ο ορισµός αυτός επιβάλλεται από την απαίτηση της γραµµικότητας.

Στην πορεία, ϑα αποδείξουµε τις ϐασικές ιδιότητες του ολοκληρώµατος Lebesgue. Ιδιαίτερα µας

ενδιαφέρουν οι καλές ιδιότητες του ολοκληρώµατος Lebesgue σε σχέση µε τις συγκλίνουσες ακολουθίες

ολοκληρώσιµων συναρτήσεων (ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης και ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης).

Το ολοκλήρωµα Lebesgue ορίζεται καλά για κάθε ϕραγµένη µετρήσιµη συνάρτηση που είναι

ορισµένη σε κλειστό διάστηµα. Ειδικότερα, οι Riemann ολοκληρώσιµες συναρτήσεις f : [a, b]→ R είναι

ολοκληρώσιµες κατά Lebesgue. Στο επόµενο Κεφάλαιο συγκρίνουµε τα δύο ολοκληρώµατα.
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1.2.1 Απλές µετρήσιµες συναρτήσεις

Ορισµός 1.2.1. ΄Εστω ϕ : Rd → R απλή µετρήσιµη συνάρτηση. Λέµε ότι η ϕ είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη

αν το σύνολο

(1.2.1.1) {ϕ , 0} = {x ∈ R : ϕ(x) , 0}

έχει πεπερασµένο µέτρο. Αυτό σηµαίνει ότι η κανονική αναπαράσταση της ϕ είναι

(1.2.1.2) ϕ =

n∑
i=0

ai χAi,

όπου a0 = 0 και A0 = {ϕ = 0}, οι ai είναι διακεκριµένοι, τα Ai είναι ξένα και µετρήσιµα, και λ(Ai) < +∞
αν i , 0 (αναγκαστικά, λ(A0) = ∞). Το ολοκλήρωµα της ϕ ορίζεται από την

(1.2.1.3)

∫
ϕ dλ =

n∑
i=1

aiλ(Ai).

Αν υιοθετήσουµε την σύµβαση 0 · ∞ = 0, µπορούµε να γράψουµε

(1.2.1.4)

∫
ϕ dλ =

n∑
i=0

aiλ(Ai) =
∑
a∈R

a λ({ϕ = a}).

Λήµµα 1.2.2. ΄Εστω ϕ ολοκληρώσιµη απλή συνάρτηση και έστω ϕ =
n∑

i=1
bi χEi τυχούσα αναπαράσταση της

ϕ ώστε τα Ei να είναι ξένα και µετρήσιµα. Τότε,

(1.2.1.5)

∫
ϕ dλ =

n∑
i=1

biλ(Ei).

Απόδειξη. Για κάθε a ∈ R ϑέτουµε Ja = {i ⩽ n : bi = a}. Τότε,

(1.2.1.6) {ϕ = a} =
⋃
i∈Ja

Ei

και

(1.2.1.7) a λ({ϕ = a}) =
∑
i∈Ja

biλ(Ei).

΄Αρα,

(1.2.1.8)

∫
ϕ dλ =

∑
a∈R

a λ({ϕ = a}) =
∑
a∈R

∑
i∈Ja

biλ(Ei) =
∑

i∈∪λ Ja

biλ(Ei) =
n∑

i=1

biλ(Ei).

∆ηλαδή, ισχύει η (1.2.1.5). 2

Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 1.2.2 µπορούµε να δείξουµε ότι το ολοκλήρωµα είναι γραµµικό και µονότονο

(στην κλάση των απλών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων).
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Πρόταση 1.2.3. ΄Εστω ϕ και ψ απλές ολοκληρώσιµες συναρτήσεις.

(i) Αν t, s ∈ R, τότε
∫

(tϕ + sψ) dλ = t
∫
ϕ dλ + s

∫
ψ dλ.

(ii) Αν ϕ ⩾ ψ, τότε
∫
ϕ dλ ⩾

∫
ψ dλ.

Απόδειξη. (i) Θεωρούµε τις κανονικές µορφές

(1.2.1.9) ϕ =

n∑
i=0

ai χAi και ψ =

k∑
j=0

b j χBj,

των ϕ και ψ (οι ai είναι διακεκριµένοι, τα Ai ξένα µετρήσιµα µε ένωση το Rd , a0 = 0 και λ(Ai) < ∞ αν

i , 0 – αντίστοιχες ιδιότητες έχουν τα b j , B j ). Παρατηρούµε ότι, από την
n⋃

i=0
Ai =

k⋃
j=0

B j = R
d έπεται ότι

(1.2.1.10) Rd =

n⋃
i=0

k⋃
j=0

(Ai ∩ B j ).

Τα Ai ∩ B j είναι ξένα, µετρήσιµα, και έχουν πεπερασµένο µέτρο (µε την εξαίρεση του A0 ∩ B0). Επίσης,

(1.2.1.11) ϕ =

n∑
i=0

k∑
j=0

ai χAi∩Bj , ψ =

n∑
i=0

k∑
j=0

b j χAi∩Bj

και

(1.2.1.12) tϕ + sψ =
n∑

i=0

k∑
j=0

(tai + sb j ) χAi∩Bj .

Από το Λήµµα (1.2.2) παίρνουµε∫
(tϕ + sψ) dλ =

n∑
i=0

k∑
j=0

(tai + sb j )λ(Ai ∩ B j )

= t
n∑

i=0

k∑
j=0

aiλ(Ai ∩ B j ) + s
n∑

i=0

k∑
j=0

b jλ(Ai ∩ B j )

= t
n∑

i=0

ai

k∑
j=0

λ(Ai ∩ B j ) + s
k∑

j=0

b j

n∑
i=0

λ(Ai ∩ B j )

= t
n∑

i=0

aiλ(Ai) + s
k∑

j=0

b jλ(B j )

= t
∫

ϕ dλ + s
∫

ψ dλ.

(ii) Αν ϕ ⩾ ψ, τότε η ϕ − ψ είναι απλή ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε µη αρνητικές τιµές. Από το (i),

(1.2.1.13)

∫
ϕ dλ −

∫
ψ dλ =

∫
(ϕ − ψ) dλ ⩾ 0.

Η τελευταία ανισότητα είναι προφανής από την (1.2.1.3), αφού ϕ − ψ ⩾ 0. 2
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Πόρισµα 1.2.4. ΄Εστω a1, . . . , an ∈ R και E1, . . . , En – όχι αναγκαστικά ξένα – µετρήσιµα υποσύνολα του

Rd µε λ(Ei) < ∞, i = 1, . . . , n. Τότε,

(1.2.1.14)

∫
*
,

n∑
i=1

ai χEi
+
-

dλ =
n∑

i=1

aiλ(Ei).

Απόδειξη. Κάθε χEi είναι απλή και ολοκληρώσιµη, διότι λ(Ei) < ∞. Το συµπέρασµα προκύπτει άµεσα

από τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος για απλές ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. 2

Ορισµός 1.2.5. ΄Εστω ϕ απλή ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Για κάθε µετρήσιµο υποσύνολο E τουRd ορίζουµε

(1.2.1.15)

∫
E

ϕ dλ :=
∫

ϕχE dλ.

Η ϕχE είναι απλή και ολοκληρώσιµη: αν ϕ =
∑

ai χAi , τότε ϕχE =
∑

ai χAi χE =
∑

ai χAi∩E και τα

σύνολα Ai ∩ E έχουν πεπερασµένο µέτρο, διότι τα σύνολα Ai έχουν πεπερασµένο µέτρο. Συνεπώς, το

ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος της (1.2.1.15) ορίζεται καλά.

Στην περίπτωση που E = [a, b], ϑα χρησιµοποιούµε και τον συµβολισµό

(1.2.1.16)

b∫
a

ϕ dλ :=
∫

[a,b]

ϕ dλ.

Γενικά, ϑα αποφεύγουµε τον συµβολισµό

b∫
a
ϕ(x)dx για το ολοκλήρωµα Lebesgue (ώστε να µην υπάρχει

κίνδυνος σύγχυσης µε το ολοκλήρωµα Riemann).

Παρατήρηση 1.2.6. Κλείνουµε αυτήν την παράγραφο µε µια απλή παρατήρηση. Η συνάρτηση του Dirichlet

χQ : [a, b]→ R είναι απλή και ολοκληρώσιµη (το Q είναι µετρήσιµο). ΄Εχουµε

(1.2.1.17)

b∫
a

χQ dλ = 0

για κάθε κλειστό διάστηµα [a, b]. Θυµηθείτε ότι η χQ δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [a, b].

1.2.2 Μη αρνητικές συναρτήσεις

Ορισµός 1.2.7. ΄Εστω f : Rd → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε το ολοκλήρωµα Lebesgue της f
ως εξής:

(1.2.2.1)

∫
f dλ = sup

{ ∫
ϕ dλ | 0 ⩽ ϕ ⩽ f , ϕ απλή ολοκληρώσιµη

}
.

Η ποσότητα αυτή είναι καλά ορισµένη (η µηδενική συνάρτηση είναι απλή ολοκληρώσιµη και 0 ⩽ f ),

µη αρνητική και µπορεί να πάρει την τιµή +∞. Θα λέµε ότι η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη αν∫
f dλ < +∞.
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Παρατηρήσεις 1.2.8. (α) Το πρώτο πράγµα που πρέπει να εξασφαλίσουµε είναι ότι ο νέος ορισµός του

ολοκληρώµατος συµφωνεί µε τον ορισµό του ολοκληρώµατος της §2.2.1 στην περίπτωση των µη αρνητικών

απλών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων. ∆ηλαδή ότι, αν η ϕ ⩾ 0 είναι απλή ολοκληρώσιµη, τότε

(1.2.2.2)

∫
ϕ dλ = sup

{ ∫
ψ dλ | 0 ⩽ ψ ⩽ ϕ, ψ απλή ολοκληρώσιµη

}
.

Αυτό είναι άµεσο, από τη µονοτονία του ολοκληρώµατος απλών συναρτήσεων - Πρόταση (1.2.3) - και από

την 0 ⩽ ϕ ⩽ ϕ.

Παρατηρήστε ότι, µε τον νέο ορισµό, έχουµε τώρα ορίσει το
∫
ϕ για κάθε µη αρνητική απλή µετρήσιµη

συνάρτηση (δεν απαιτούµε την λ({ϕ , 0}) < ∞). Ειδικότερα, αν A είναι οποιοδήποτε µετρήσιµο σύνολο,

τότε
∫
χA dλ = λ(A). Αυτό έπεται από τον ορισµό στην περίπτωση που λ(A) < ∞, ενώ αν λ(A) = ∞

έχουµε χA ⩾ χA∩[−n,n]d άρα

(1.2.2.3)

∫
χA dλ ⩾ sup

n

∫
χA∩[−n,n]d dλ = sup

n
λ(A ∩ [−n, n]d) = λ(A) = ∞.

(ϐ) Από τον ορισµό έπονται άµεσα οι εξής ιδιότητες:

1. Αν 0 ⩽ f ⩽ g τότε
∫

f dλ ⩽
∫
g dλ.

2. Αν t > 0 και f ⩾ 0 τότε
∫

(t f ) dλ = t
∫

f dλ.

(γ) ΄Εστω f : Rd → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση και έστω E µετρήσιµο σύνολο. Ορίζουµε

(1.2.2.4)

∫
E

f dλ =
∫

f χE dλ.

Αν f : E → [0,∞], επεκτείνουµε την f σε µια συνάρτηση f̃ : Rd → [0,∞] ϑέτοντας f̃ (x) = 0 αν x < E,

και ορίζουµε

(1.2.2.5)

∫
E

f dλ =
∫

f̃ dλ.

Παρατηρήστε ότι η f̃ είναι µετρήσιµη και
∫
E

f̃ dλ =
∫

f̃ dλ =
∫
E

f dλ.

(δ) Μερικές ακόµα χρήσιµες ιδιότητες προκύπτουν εύκολα από τον ορισµό (1.2.2.4):

(iii) Αν λ(E) = 0 και f ⩾ 0, τότε
∫
E

f dλ = 0. Πράγµατι, αν η ϕ είναι απλή ολοκληρώσιµη και

0 ⩽ ϕ ⩽ f χE , τότε ϕχE =
n∑

i=1
ai χEi όπου λ(Ei) = 0, άρα

(1.2.2.6)

∫
ϕ dλ =

∫
ϕχE dλ = 0.

(iv) Αν E ⊂ F και f ⩾ 0, τότε
∫
E

f dλ ⩽
∫
F

f dλ. Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι f χE ⩽ f χF .

(v) Αν 0 ⩽ f ⩽ M στο E, τότε
∫
E

f dλ ⩽ Mλ(E). Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι f χE ⩽ M χE .
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Η ανισότητα της επόµενης Πρότασης είναι απλή αλλά, όπως ϑα δούµε στη συνέχεια, εξαιρετικά σηµαντική.

Θεώρηµα 1.2.9 (ανισότητα του Markov). ΄Εστω f : Rd → [0,∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Για κάθε a > 0,

(1.2.2.7)

∫
f dλ ⩾

∫
{ f ⩾a}

f dλ ⩾ a λ({x : f (x) ⩾ a}).

Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι f ⩾ a στο { f ⩾ a}. ΄Αρα,

(1.2.2.8)

∫
f dλ ⩾

∫
{ f ⩾a}

dλ ⩾
∫
{ f ⩾a}

a dλ = a λ({ f ⩾ a}).

Πόρισµα 1.2.10. ΄Εστω f : Rd → [0,∞] ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε, η f παίρνει πεπερασµένη τιµή

σχεδόν παντού: λ({ f = +∞}) = 0.

Απόδειξη. Γράφουµε

(1.2.2.9) { f = +∞} =
∞⋂

n=1

{ f ⩾ n}.

Από την ανισότητα του Markov έχουµε

(1.2.2.10) 0 ⩽ λ({ f = +∞}) ⩽ λ(En) ⩽
1
n

∫
f dλ → 0

όταν n → ∞. ΄Αρα,

(1.2.2.11) λ({ f = +∞}) = 0.

2

Το πρώτο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα για το ολοκλήρωµα Lebesgue είναι το θεώρηµα µονότονης σύγκλισης.

Μεταξύ άλλων, ϑα µας εξασφαλίσει τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος Lebesgue για µη αρνητικές

συναρτήσεις. Για την απόδειξή του ϑα χρειαστούµε ένα Λήµµα.

Λήµµα 1.2.11. ΄Εστω ϕ απλή ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αν (En) είναι µια αύξουσα ακολουθία µετρήσιµων

συνόλων και E =
∞⋃

n=1
En, τότε

(1.2.2.12)

∫
E

ϕ = lim
n→∞

∫
En

ϕ.

Απόδειξη. Μπορούµε να γράψουµε ϕ =
m∑

i=1
ai χAi , όπου ai > 0 και τα Ai είναι ξένα µετρήσιµα σύνολα

µε πεπερασµένο µέτρο. Τότε,

(1.2.2.13)

∫
E

ϕ dλ =
∫

ϕχE dλ =
m∑

i=1

aiλ(Ai ∩ E).

Αφού En ↗ E, έχουµε λ(Ai ∩ En) ↗ λ(Ai ∩ E) για κάθε i = 1, . . . ,m.
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΄Αρα, ∫
ϕ dλ =

m∑
i=1

aiλ(Ai ∩ E) =
k∑

i=1

ai lim
n→∞

λ(Ai ∩ En)

= lim
n→∞

k∑
i=1

aiλ(Ai ∩ En) = lim
n→∞

∫
En

ϕ dλ.

2

Θεώρηµα 1.2.12 (Θεώρηµα Μονότονης Σύγκλισης). ΄Εστω ( fn) αύξουσα ακολουθία µη αρνητικών µετρή-

σιµων συναρτήσεων. Τότε,

(1.2.2.14)

∫ (
lim
n→∞

fn

)
dλ = lim

n→∞

∫
fn dλ.

Απόδειξη. Αφού η ( fn) είναι αύξουσα, η συνάρτηση

(1.2.2.15) f (x) = lim
n→∞

fn(x) = sup
n

fn(x)

ορίζεται καλά, είναι µη αρνητική και µετρήσιµη. Επίσης,

(1.2.2.16)

∫
fn dλ ⩽

∫
fn+1 dλ ⩽

∫
f dλ

για κάθε n ∈ N, άρα το lim
∫

fn dλ υπάρχει και

(1.2.2.17) lim
n→∞

∫
fn dλ ⩽

∫
f dλ.

Για να δείξουµε την αντίστροφη ανισότητα, αρκεί να δείξουµε το εξής: Για κάθε ε > 0 και για κάθε απλή

ολοκληρώσιµη συνάρτηση ϕ µε 0 ⩽ ϕ ⩽ f ,

(1.2.2.18) lim
n→∞

∫
fn dλ ⩾ (1 − ε)

∫
ϕ dλ.

Στην περίπτωση που
∫

f dλ < ∞, παίρνοντας supremum ως προς ϕ συµπεραίνουµε ότι

lim
n→∞

∫
fn dλ ⩾ (1 − ε)

∫
f dλ για κάθε 0 < ε < 1, απ΄ όπου έπεται το Ϲητούµενο. Στην περίπτωση που∫

f dλ = ∞, παίρνοντας πάλι supremum ως προς ϕ, συµπεραίνουµε ότι lim
n→∞

∫
fn dλ = +∞ =

∫
f dλ.

΄Εστω ϕ απλή ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε 0 ⩽ ϕ ⩽ f . Θεωρούµε την ακολουθία µετρήσιµων συνόλων

En = { fn ⩾ (1 − ε)ϕ}. Αφού η ( fn) είναι αύξουσα, έχουµε En ⊆ En+1 για κάθε n. ∆ηλαδή, η (En) είναι

αύξουσα.

Παρατηρούµε ότι αν f (x) > 0, τότε fn(x) → f (x) > (1 − ε)ϕ(x), άρα x ∈
∞⋃

n=1
En. Αν πάλι f (x) = 0,

τότε ϕ(x) = 0, άρα x ∈ En για κάθε n. Εποµένως, En ↗ R
d . Από τη µονοτονία του ολοκληρώµατος,

(1.2.2.19)

∫
fn dλ ⩾

∫
En

fn dλ ⩾
∫
En

(1 − ε)ϕ dλ = (1 − ε)
∫
En

ϕ dλ

για κάθε n ∈ N, οπότε εφαρµόζοντας το Λήµµα 1.2.11 παίρνουµε

(1.2.2.20) lim
n→∞

∫
fn dλ ⩾ (1 − ε) lim

n→∞

∫
En

ϕ dλ = (1 − ε)
∫

ϕ dλ.
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΄Ετσι, ολοκληρώνεται η απόδειξη. 2

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης, µπορούµε να δώσουµε µια πληρέστερη διατύπωση

του Θεωρήµατος 1.1.15 για την προσέγγιση µιας µετρήσιµης συνάρτησης από απλές.

Θεώρηµα 1.2.13. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. Υπάρχει αύξουσα ακολουθία (ψn)
µη αρνητικών απλών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων ψn ⩽ f µε τις εξής ιδιότητες: f = lim

n→∞
ψn και∫

f dλ = lim
n→∞

∫
ψn dλ.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 1.1.15 υπάρχει αύξουσα ακολουθία (ϕn) µη αρνητικών απλών

µετρήσιµων συναρτήσεων µε ϕn ↗ f . Ορίζουµε ψn = ϕn χ[−n,n]d . Κάθε ψn είναι ολοκληρώσιµη, γιατί

λ({ψn , 0}) ⩽ λ([−n, n]d) < ∞. Αφού χ[−n,n]d ↗ 1, εύκολα ελέγχουµε ότι ψn ↗ f . Από το ϑεώρηµα

µονότονης σύγκλισης,
∫
ψn dλ ↗

∫
f dλ. 2

΄Εχοντας στην διάθεσή µας το προηγούµενο ϑεώρηµα, και χρησιµοποιώντας την προσθετικότητα του

ολοκληρώµατος για απλές συναρτήσεις, µπορούµε να αποδείξουµε την προσθετικότητα του

ολοκληρώµατος για µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις.

Θεώρηµα 1.2.14. ΄Εστω f και g µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις. Τότε,

(1.2.2.21)

∫
( f + g) dλ =

∫
f dλ +

∫
g dλ.

Ειδικότερα, αν E και F είναι ξένα µετρήσιµα σύνολα, τότε

(1.2.2.22)

∫
E∪F

f dλ =
∫
E

f dλ +
∫
F

f dλ.

Απόδειξη. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 1.2.13, υπάρχουν αύξουσες ακολουθίες (ϕn) και (ψn) µη αρνητικών,

απλών ολοκληρώσιµων συναρτήσεων µε ϕn ↗ f και ψn ↗ g. Τότε, ϕn+ψn ↗ f +g και, από το ϑεώρηµα

µονότονης σύγκλισης,∫
( f + g) dλ = lim

n→∞

∫
(ϕn + ψn) dλ = lim

n→∞

(∫
ϕn dλ +

∫
ψn dλ

)
= lim

n→∞

∫
ϕn dλ + lim

n→∞

∫
ψn dλ =

∫
f dλ +

∫
g dλ.

Για την δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαµε την προσθετικότητα του ολοκληρώµατος για απλές συναρτήσεις.

Το δεύτερο συµπέρασµα του Θεωρήµατος προκύπτει από το πρώτο αν ϑεωρήσουµε τις f χE και f χF :

αφού τα E και F είναι ξένα, έχουµε f χE + f χF = f χE∪F . 2

Η επόµενη Πρόταση ουσιαστικά δείχνει ότι αν δύο ολοκληρώσιµες συναρτήσεις συµπίπτουν σχεδόν

παντού, τότε τα ολοκληρώµατά τους είναι ίσα (το ολοκλήρωµα δεν µεταβάλλεται αν αλλάξουµε τις τιµές

µιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης σε ένα σύνολο µέτρου 0).

Πρόταση 1.2.15. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε,
∫

f dλ = 0 αν και µόνο αν f = 0
σχεδόν παντού.

Απόδειξη. Αν f = 0 σχεδόν παντού, τότε λ({ f > 0}) = 0. Χρησιµοποιώντας την Παρατήρηση 1.2.8 (γ)

ϐλέπουµε ότι

(1.2.2.23)

∫
f dλ =

∫
{ f=0}

f dλ +
∫
{ f >0}

f dλ = 0 + 0 = 0.
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Ας υποθέσουµε τώρα ότι
∫

f dλ = 0. Για κάθε n ορίζουµε En = { f ⩾ 1/n}. Από την ανισότητα του

Markov,

(1.2.2.24) λ(En) = λ({ f ⩾ 1/n}) ⩽ n
∫

f dλ = 0,

δηλαδή λ(En) = 0. Αφού En ↗ { f > 0}, συµπεραίνουµε ότι

(1.2.2.25) λ({ f > 0}) = lim
n→∞

λ(En) = 0.

∆ηλαδή, f = 0 σχεδόν παντού. 2

Το Θεώρηµα Beppo Levi που ακολουθεί είναι ουσιαστικά αναδιατύπωση του Θεωρήµατος

Μονότονης Σύγκλισης: το ολοκλήρωµα Lebesgue για µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις είναι

αριθµήσιµα προσθετικό.

Θεώρηµα 1.2.16 (Beppo Levi). ΄Εστω ( fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων. Τότε,

(1.2.2.26)

∫
*
,

∞∑
n=1

fn+
-

dλ =
∞∑

n=1

∫
fn dλ.

Απόδειξη. Οι fn είναι µη αρνητικές, εποµένως η f :=
∞∑

n=1
fn ορίζεται καλά και είναι το κατά σηµείο όριο

της αύξουσας ακολουθίας sN =
N∑

n=1
fn (υπάρχει ϐέβαια το ενδεχόµενο να έχουµε f (x) = ∞ για κάποια

x).

Από την (πεπερασµένη) προσθετικότητα του ολοκληρώµατος για µη αρνητικές µετρήσιµες συναρτήσεις,

έχουµε

(1.2.2.27)

∫
sN dλ =

∫
*
,

N∑
n=1

fn+
-

dλ =
N∑

n=1

∫
fn dλ ↗

∞∑
n=1

∫
fn dλ.

Από την άλλη πλευρά, το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης µας εξασφαλίζει ότι

(1.2.2.28)

∫
sN dλ ↗

∫
f dλ =

∫
*
,

∞∑
n=1

fn+
-

dλ,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Πόρισµα 1.2.17. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση και έστω (En) ακολουθία ξένων µετρήσιµων

συνόλων. Τότε,

(1.2.2.29)

∫
∞⋃
n=1

En

f dλ =
∞∑

n=1

∫
En

f dλ.

Απόδειξη. Θεωρούµε τις fn = f χEn , n = 1, 2, . . .. Αφού τα En είναι ξένα, έχουµε
∞∑

n=1
fn = f χ ∞⋃

n=1
En

. 2
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Ορισµός 1.2.18. ΄Εστω A µια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του R. Μια συνολοσυνάρτηση Φ : A → [0,+∞]
λέγεται µέτρο στην A αν ικανοποιεί τα εξής:

• Φ(∅) = 0.

• Αν (En) είναι µια ακολουθία ξένων συνόλων στην A, τότε Φ

(
∞⋃

n=1
En

)
=
∞∑

n=1
Φ(En).

Το µέτρο Lebesgue λ στην σ-άλγεβρα M των Lebesgue µετρήσιµων υποσυνόλων του R είναι ένα

παράδειγµα µέτρου.

Σύµφωνα µε αυτόν τον γενικό ορισµό, τα αποτελέσµατά µας για το ολοκλήρωµα Lebesgue µη αρνητικών

µετρήσιµων συναρτήσεων δείχνουν το εξής:

Θεώρηµα 1.2.19. ΄Εστω f µη αρνητική µετρήσιµη συνάρτηση. Ορίζουµε συνολοσυνάρτηση

Φ f :M → [0,+∞] ως εξής: αν E ∈ M, ϑέτουµε

(1.2.2.30) Φ f (E) =
∫
E

f dλ.

Τότε, η Φ f είναι µέτρο. 2

Σηµείωση. Παρατηρήστε ότι το µέτρο Lebesgue λ αντιστοιχεί στην συνολοσυνάρτηση Φ που ορίζεται από

την σταθερή συνάρτηση f ≡ 1.

Το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης µας λέει ότι αν µια ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων

fn αυξάνει κατά σηµείο στην f , τότε µπορούµε να «εναλλάξουµε τα όρια»: το ολοκλήρωµα του ορίου

είναι το όριο των ολοκληρωµάτων. Το Λήµµα του Fatou που ακολουθεί µας δίνει αντίστοιχη πληροφορία

στην περίπτωση που έχουµε κατά σηµείο σύγκλιση αλλά δεν έχουµε την υπόθεση της µονοτονίας για την

ακολουθία ( fn).

Θεώρηµα 1.2.20 (Λήµµα του Fatou). ΄Εστω ( fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων. Τότε,

(1.2.2.31)

∫ (
lim inf

n→∞
fn

)
dλ ⩽ lim inf

n→∞

∫
fn dλ.

Απόδειξη. Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων (gn), όπου gn = inf{ f k : k ⩾ n}. Κάθε gn είναι µη

αρνητική και µετρήσιµη, η (gn) είναι αύξουσα, και

(1.2.2.32) gn ↗ lim inf
n→∞

fn.

Από το ϑεώρηµα µονότονης σύγκλισης,

(1.2.2.33)

∫ (
lim inf

n→∞
fn

)
dλ = lim

n→∞

∫
gn dλ.

Παρατηρούµε ότι gn ⩽ f k για κάθε k ⩾ n, οπότε η µονοτονία του ολοκληρώµατος µας δίνει

(1.2.2.34)

∫
gn dλ ⩽ bn := inf

k⩾n

∫
f k dλ.

Η ακολουθία (bn) είναι ϕθίνουσα και συγκλίνει στο lim inf
n

∫
fn dλ. ΄Αρα,

(1.2.2.35)

∫ (
lim inf

n→∞
fn

)
dλ = lim

n→∞

∫
gn dλ ⩽ lim

n→∞
bn = lim inf

n→∞

∫
fn dλ.

2
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Πόρισµα 1.2.21. ΄Εστω ( fn) ακολουθία µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων. Αν fn → f σ.π. και το

lim
n

∫
fn dλ υπάρχει, τότε

(1.2.2.36)

∫
f dλ ⩽ lim

n→∞

∫
fn dλ.

1.2.3 Η γενική περίπτωση

Ορισµός 1.2.22. (α) ΄Εστω f : Rd → [−∞,+∞] µετρήσιµη συνάρτηση. Τότε, οι συναρτήσεις

f + = max{ f , 0} και f − = −min{ f , 0} είναι µετρήσιµες και µη αρνητικές. Επίσης, ικανοποιούν τις

(1.2.3.1) f = f + − f − και | f | = f + + f −.

Τα ολοκληρώµατα
∫

f + dλ και
∫

f − dλ ορίζονται καλά και αν τουλάχιστον µία από τις f + και f − είναι

ολοκληρώσιµη, τότε το ολοκλήρωµα της f ορίζεται από την

(1.2.3.2)

∫
f dλ =

∫
f + dλ −

∫
f − dλ

(µπορεί ϐέβαια να παίρνει την τιµή +∞ ή −∞). Αν οι f +, f − είναι και οι δύο ολοκληρώσιµες, τότε το

ολοκλήρωµα της f είναι πραγµατικός αριθµός και λέµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη.

(ϐ) Αν η f : Rd → [−∞,∞] είναι µετρήσιµη και E είναι ένα µετρήσιµο υποσύνολο του Rd , τότε λέµε ότι η
f είναι ολοκληρώσιµη στο E αν

(1.2.3.3)

∫
E

f + dλ =
∫

f + χE dλ < ∞ και

∫
E

f − dλ =
∫

f − χE dλ < ∞,

και ορίζουµε

(1.2.3.4)

∫
E

f dλ =
∫
E

f + dλ −
∫
E

f − dλ =
∫

f χE dλ.

(γ) Αν η f : E → [−∞,+∞] είναι µετρήσιµη, τότε επεκτείνουµε την f στον Rd ϑέτοντας f ≡ 0 στο Ec,

συνεπώς,

(1.2.3.5)

∫
E

f dλ =
∫

f χE dλ =
∫

f dλ.

Παρατηρήσεις 1.2.23. (α) Αν f ⩾ 0 τότε f = f + και f − ≡ 0, συνεπώς ο ορισµός που δώσαµε συµφωνεί

µε αυτόν της Παραγράφου §2.2.

(ϐ) Από τον ορισµό είναι ϕανερό ότι η f είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν

(1.2.3.6)

∫
| f | dλ =

∫
f + dλ +

∫
f − dλ < +∞,

δηλαδή αν και µόνο αν η | f | είναι Lebesgue ολοκληρώσιµη (ϑυµηθείτε ότι αυτό δεν ισχύει για το ολοκλή-

ϱωµα Riemann). Σε αυτήν την περίπτωση,

(1.2.3.7)

�����

∫
f dλ

�����
⩽

∫
| f | dλ.
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(γ) Αν η f είναι ολοκληρώσιµη, τότε

(1.2.3.8) λ({ f + = +∞}) = λ({ f − = +∞}) = 0,

άρα

(1.2.3.9) λ({x : f (x) = +∞} ∪ {x : f (x) = −∞}) = 0.

∆ηλαδή, η f είναι πεπερασµένη σχεδόν παντού.

(δ) Αν λ(E) = 0, τότε
∫
E

f dλ = 0, διότι
∫
E

f + dλ = 0 και
∫
E

f − dλ = 0.

(ε) Αν οι f και g είναι µετρήσιµες, η g είναι ολοκληρώσιµη, και | f | ⩽ |g | σχεδόν παντού, τότε η f είναι

ολοκληρώσιµη και
∫
| f | dλ ⩽

∫
|g | dλ.

(στ) Αν f = f1 − f2, όπου f1, f2 µη αρνητικές ολοκληρώσιµες συναρτήσεις, τότε

(1.2.3.10)

∫
f dλ =

∫
f1 dλ −

∫
f2 dλ.

Πράγµατι, από την f + − f − = f1 − f2 παίρνουµε f + + f2 = f − + f1, άρα

(1.2.3.11)

∫
f + dλ +

∫
f2 dλ =

∫
f − dλ +

∫
f1 dλ,

δηλαδή

(1.2.3.12)

∫
f + dλ −

∫
f − dλ =

∫
f1 dλ −

∫
f2 dλ,

το οποίο αποδεικνύει το Ϲητούµενο.

(Ϲ) Αν λ(E) < ∞ και η f : E → R είναι ϕραγµένη και µετρήσιµη, τότε η f είναι ολοκληρώσιµη. ΄Οπως ϑα

δούµε στο επόµενο Κεφάλαιο, κάθε ϕραγµένη Riemann ολοκληρώσιµη συνάρτηση f : [a, b] → R είναι

Lebesgue ολοκληρώσιµη στο [a, b]. Θα δούµε επίσης ότι τα δύο ολοκληρώµατα (Riemann και Lebesgue)

συµπίπτουν.

1.2.4 Ιδιότητες του ολοκληρώµατος

Θεώρηµα 1.2.24 (γραµµικότητα). ΄Εστω f , g : E → [−∞,+∞] ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. Τότε, η f + g
ορίζεται καλά σχεδόν παντού και

(1.2.4.1)

∫
E

( f + g) dλ =
∫
E

f dλ +
∫
E

g dλ.

Επίσης, αν t ∈ R τότε η t f είναι ολοκληρώσιµη, και

(1.2.4.2)

∫
(t f ) dλ = t

∫
f dλ.
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Απόδειξη. Αφού οι f , g είναι ολοκληρώσιµες, παίρνουν πεπερασµένη τιµή σχεδόν παντού, άρα η f + g

ορίζεται σχεδόν παντού. Επίσης,

(1.2.4.3) ( f + g)+ ⩽ f + + g+ και ( f + g)− ⩽ f − + g−,

άρα

(1.2.4.4)

∫
( f + g)+ dλ < +∞ και

∫
( f + g)− dλ < +∞,

δηλαδή η f + g είναι ολοκληρώσιµη.

Γράφουµε f + g = ( f + + g+) − ( f − + g−). Τότε, από την Παρατήρηση (στ) παίρνουµε∫
( f + g) dλ =

∫
( f + + g+) dλ −

∫
( f − + g−) dλ

=

∫
f + dλ +

∫
g+ dλ −

∫
f − dλ −

∫
g− dλ

=

∫
f dλ +

∫
g dλ.

Για τον δεύτερο ισχυρισµό παρατηρούµε ότι : αν t > 0, τότε (t f )+ = t f + και (t f )− = t f −, άρα η t f είναι

ολοκληρώσιµη και

(1.2.4.5)

∫
(t f ) dλ =

∫
(t f )+ dλ −

∫
(t f )− dλ = t

∫
f + dλ − t

∫
f − dλ = t

∫
f dλ.

Αν t < 0, τότε (t f )+ = −t f − και (t f )− = −t f +, άρα η t f είναι ολοκληρώσιµη και

(1.2.4.6)

∫
(t f ) dλ =

∫
(t f )+ dλ −

∫
(t f )− dλ = −t

∫
f − dλ + t

∫
f + dλ = t

∫
f dλ.

Αν t = 0, δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε. 2

Πόρισµα 1.2.25. ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο. Το σύνολο των ολοκληρώσιµων συναρτήσεων

f : E → [−∞,+∞] είναι γραµµικός χώρος. 2

Θεώρηµα 1.2.26 (µονοτονία). Αν οι f , g είναι ολοκληρώσιµες και f ⩽ g σχεδόν παντού, τότε∫
f dλ ⩽

∫
g dλ. Ειδικότερα, αν f = g σχεδόν παντού, τότε

∫
f dλ =

∫
g dλ.

Απόδειξη. Από την f ⩽ g έπεται ότι f + ⩽ g+ και f − ⩾ g− σχεδόν παντού. ΄Αρα,

(1.2.4.7)

∫
f + dλ −

∫
f − dλ ⩽

∫
g+ dλ −

∫
g− dλ,

το οποίο αποδεικνύει το Ϲητούµενο. 2

Θεώρηµα 1.2.27 (προσθετικότητα). ΄Εστω f ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αν τα A, B είναι µετρήσιµα και

A ∩ B = ∅, τότε

(1.2.4.8)

∫
A∪B

f dλ =
∫
A

f dλ +
∫
B

f dλ.

Απόδειξη. Γράφουµε ∫
A∪B

f dλ =
∫

f χA∪B dλ =
∫

f ( χA + χB) dλ(1.2.4.9)

=

∫
f χA dλ +

∫
f χB dλ =

∫
A

f dλ +
∫
B

f dλ.

2
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1.2.5 Θεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης

Το ϐασικό ϑεώρηµα σύγκλισης για ακολουθίες γενικών (όχι αναγκαστικά µη αρνητικών) ολοκληρώσιµων

συναρτήσεων είναι το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.

Θεώρηµα 1.2.28 (Θεώρηµα Κυριαρχηµένης Σύγκλισης). ΄Εστω fn : E → [−∞,+∞] ακολουθία µετρήσιµων

συναρτήσεων. Υποθέτουµε ότι fn → f σχεδόν παντού και ότι υπάρχει g : E → [0,+∞] ολοκληρώσιµη,

ώστε: για κάθε n ∈ N, | fn | ⩽ g σχεδόν παντού. Τότε, οι fn και η f είναι ολοκληρώσιµες, και

(1.2.5.1) lim
n→∞

∫
fn dλ =

∫
f dλ.

Απόδειξη. Αφού | fn | ⩽ g και η g είναι ολοκληρώσιµη, κάθε fn είναι ολοκληρώσιµη, από την παρατήρηση

(ε). Η f είναι µετρήσιµη ως όριο (σχεδόν παντού) µετρήσιµων συναρτήσεων, και

(1.2.5.2) | fn | ⩽ g =⇒ | f | ⩽ g.

΄Αρα, η f είναι ολοκληρώσιµη.

Για να δείξουµε την σύγκλιση της ακολουθίας των ολοκληρωµάτων, ϑα εφαρµόσουµε το Λήµµα του

Fatou για τις ακολουθίες µη αρνητικών µετρήσιµων συναρτήσεων (g + fn) και (g − fn) (παρατηρήστε ότι

| fn | ⩽ g =⇒ −g ⩽ fn ⩽ g).

Αφού g + fn → g + f και g − fn → g − f , παίρνουµε∫
E

g dλ +
∫
E

f dλ =
∫
E

(g + f ) dλ ⩽ lim inf
n

∫
E

(g + fn) dλ(1.2.5.3)

=

∫
E

g dλ + lim inf
n

∫
E

fn dλ

και ∫
E

g dλ −
∫
E

f dλ =
∫
E

(g − f ) dλ ⩽ lim inf
n

∫
E

(g − fn) dλ(1.2.5.4)

=

∫
E

g dλ − lim sup
n

∫
E

fn dλ.

΄Αρα,

(1.2.5.5) lim sup
n

∫
E

fn dλ ⩽
∫
E

f dλ ⩽ lim inf
n

∫
E

fn dλ,

το οποίο µας δίνει το συµπέρασµα. 2

Πόρισµα 1.2.29 (ϑεώρηµα ϕραγµένης σύγκλισης). ΄Εστω E µετρήσιµο σύνολο µε λ(E) < +∞ και έστω

( fn) ακολουθία µετρήσιµων συναρτήσεων στο E. Υποθέτουµε ότι fn → f και ότι υπάρχει M > 0 ώστε

| fn | ⩽ M στο E για κάθε n ∈ N. Τότε,

(1.2.5.6) lim
n→∞

∫
fn dλ =

∫
f dλ.

Απόδειξη. Αφού λ(E) < +∞, η σταθερή συνάρτηση g ≡ M είναι ολοκληρώσιµη στο E. Εποµένως,

µπορούµε να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης. 2
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Πόρισµα 1.2.30. ΄Εστω f : R→ [−∞,+∞] ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Τότε, η συνάρτηση

(1.2.5.7) F (x) =

x∫
−∞

f :=
∫

(−∞,x]

f dλ

είναι συνεχής.

Απόδειξη. Γράφουµε F (x) =
∫

f · χ(−∞,x]. Παρατηρούµε ότι αν xn → x τότε

(1.2.5.8) f (y) χ(−∞,xn](y) → f (y) χ(−∞,x](y)

για κάθε y , x (εξηγήστε γιατί). Επίσης,

(1.2.5.9) | f · χ(−∞,xn] | ⩽ | f |

για κάθε n ∈ N. Από το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης, F (xn) → F (x). Αυτό αποδεικνύει ότι η F
είναι συνεχής. 2

Παραδείγµατα 1.2.31. (α) Αν η f : E → [−∞,+∞] είναι ολοκληρώσιµη και (En) είναι µία αύξουσα

ακολουθία µετρήσιµων συνόλων µε En ↗ E, τότε

(1.2.5.10)

∫
E

f dλ = lim
n→∞

∫
En

f dλ.

Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι f χEn → f και | f χEn | ⩽ | f | για κάθε n ∈ N. Κατόπιν, εφαρµόζουµε το

ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.

(ϐ) ΄Εστω f : [0, 1] → [−∞,+∞] ολοκληρώσιµη. Τότε, για κάθε n ∈ N, η fn(x) = xn f (x) είναι

ολοκληρώσιµη, και

(1.2.5.11)

1∫
0

xn f (x) → 0.

Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι |xn f (x) | ⩽ | f (x) | στο [0, 1] και ότι fn(x) = xn f (x) → 0 σχεδόν παντού

(για όλα τα x , 1 µε f (x) , ±∞), και µετά να χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα κυριαρχηµένης σύγκλισης.
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