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4.1 Η έννοια της ορίζουσας

1. Οι ορίζουσες εκτός των άλλων εφαρµογών, ϐοηθούν και στην εύρεση λύσεων των γραµµικών

συστηµάτων.

2. ΄Εστω Fν×ν , το σύνολο των πινάκων ν × ν µε συντελεστές από το F. ΄Ενας τέτοιος πίνακας έχει την

µορφή

A =

*......
,

α11 α12 · · · · · · α1ν
α21 α22 · · · · · · α2ν
· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

αν1 αν2 · · · · · · ανν

+//////
-

Ονοµάζουµε την πρώτη γραµµή A1, δηλαδή A1 =
(
α11 α12 · · · · · · α1ν

)
.

Οµοίως A2 =
(
α21 α22 · · · · · · α2ν

)
, A3, A4,... ,Aν =

(
αν1 αν2 · · · · · · ανν

)
.

3. Ο πίνακας Α µπορεί να γραφεί ως ακολούθως:

A =

*......
,

A1
A2
· · ·

· · ·

Aν

+//////
-

4. Μπορούµε τώρα να δώσουµε τον ορισµό της ορίζουσας:

Ορισµός 4.1.1. Η απεικόνιση D : Fν×ν −→ F, ονοµάζεται απεικόνιση ορίζουσας αν ικανοποιεί τις

παρακάτω τρείς ιδιότητες:

(α) Είναι γραµµική ως προς κάθε µεταβολή γραµµής.

(ϐ) Εάν δύο γραµµές ενός πίνακα είναι ίσες, τότε D(A) = 0.

(γ) D(Iν) = 1

5. Για πίνακες 1 × 1, έχουµε D(α) = α.

6. Θέλουµε να υπολογίσουµε την ορίζουσα ενός πίνακα 2 × 2. ΄Εχουµε ότι :

D
(
α β
γ δ

)
= D

(
A1
A2

)
= D

(
α · (1 0) + β · (0 1)
γ · (1 0) + δ · (0 1)

)
=

= D
(

α · (1 0)
γ · (1 0) + δ · (0 1)

)
+ D

(
β · (0 1)

γ · (1 0) + δ · (0 1)

)
=

= D
(
α · (1 0)
γ · (1 0)

)
+ D

(
α · (1 0)
δ · (0 1)

)
+ D

(
β · (0 1)
γ · (1 0)

)
+ D

(
β · (0 1)
δ · (0 1)

)
=

= αγD
(

(1 0)
(1 0)

)
+ αδD

(
(1 0)
(0 1)

)
+ βγD

(
(0 1)
(1 0)

)
+ βδD

(
(0 1)
(0 1)

)
Ο πρώτος και τελευταίος προσθετέος είναι µηδέν (γιατί;). Τελικά έχουµε ότι D

(
α β
γ δ

)
= αδ− βγ

(γιατί;).
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Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.1.2. Να δικαιολογηθούν πλήρως τα γιατί στον υπολογισµό της ορίζουσας ενός πίνακα 2 × 2,

όπως παραπάνω.

΄Ασκηση 4.1.3. ∆είξτε ότι ένας πίνακας 2 × 2 είναι αντιστρέψιµος εάν η ορίζουσά του είναι διαφορετική

του µηδενός.

΄Ασκηση 4.1.4. ∆είξτε ότι εάν ένας πίνακας 2 × 2 έχει τις γραµµές του γραµµικά εξαρτηµένες, τότε η

ορίζουσά του είναι µηδέν.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 5
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4.2 Υπολογισµός της ορίζουσας

1. Ας υπολογίσουµε την ορίζουσα ενός πίνακα 3 × 3. Ο πίνακας είναι ο

A = *.
,

α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

+/
-

2. Θέτουµε e1 = (1 0 0),e2 = (0 1 0),e3 = (0 0 1). Τα e1,e2,e3 είναι πίνακες-γραµµές στο χώρο

R1×3.

3. Ο πίνακας Α γίνεται :

A = *.
,

α11 · e1 + α12 · e2 + α13 · e3
α21 · e1 + α22 · e2 + α23 · e3
α31 · e1 + α32 · e2 + α33 · e3

+/
-

4. Αναπτύσσοντας την ορίζουσα, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες και µάλιστα την πρώτη ιδιότητα, ϐρίσκου-

µε ότι η ορίζουσα D(A), είναι ένα άθροισµα 33 = 27 όρων, που κάθε ένας είναι της µορφής:

α1k · α2λ · α3µ · D
*.
,

ek
eλ
eµ

+/
-

΄Οπου k, λ, µ ∈ {1,2,3}.

5. Εάν τα k, λ, µ δεν είναι διαφορετικά µεταξύ τους ανά δύο, τότε η ορίζουσα D *.
,

ek
eλ
eµ

+/
-

είναι µηδέν

(γιατί ;), εποµένως µηδενίζεται και όλος ο προσθετέος.

6. ∆ε µηδενίζονται, εποµένως κατ ανάγκην µόνο οι ορίζουσες της µορφής D *.
,

ek
eλ
eµ

+/
-
, όπου τα k, λ, µ ∈

{1,2,3} είναι διαφορετικά µεταξύ τους ανά δύο. Μα τότε {k, λ, µ} = {1,2,3}.

7. Υπάρχουν εποµένως µόνο 6 προσθετέοι και η ορίζουσα παίρνει την εξής µορφή:

D(A) = α11 · α22 · α33D *.
,

e1
e2
e3

+/
-
+ α11 · α23 · α32D *.

,

e1
e3
e2

+/
-
+

+α12 · α21 · α33D *.
,

e2
e1
e3

+/
-
+ α13 · α22 · α31D *.

,

e3
e2
e1

+/
-
+

+α12 · α23 · α31D *.
,

e2
e3
e1

+/
-
+ α13 · α21 · α32D *.

,

e3
e1
e2

+/
-

8. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες έχουµε:

D *.
,

e1
e2
e3

+/
-
= 1,D *.

,

e1
e3
e2

+/
-
= −1,D *.

,

e2
e1
e3

+/
-
= −1,D *.

,

e3
e2
e1

+/
-
= −1,D *.

,

e2
e3
e1

+/
-
= 1,D *.

,

e3
e1
e2

+/
-
= 1
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9. Τελικά η ορίζουσα του πίνακα A είναι

D(A) = α11 · α22 · α33 − α11 · α23 · α32 − α12 · α21 · α33 − α13 · α22 · α31+

+ α12 · α23 · α31 + α13 · α21 · α32

Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.2.1. Αποδείξτε αναλυτικά τα σηµεία 4,5 7 και 8 παραπάνω του υπολογισµού της ορίζουσας ενός

πίνακα 3 × 3.

΄Ασκηση 4.2.2. Να υπολογισθεί η τιµή της ορίζουσας του πίνακα

A = *.
,

1 2 3
4 5 6
7 8 9

+/
-
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4.3 Υπολογισµός της ορίζουσας - µέρος ΙΙ

Πορεία µελέτης

1. Να κάνετε µία προσπάθεια να ϐρείτε τύπο για την ορίζουσα πίνακα 4×4. Θα είναι άθροισµα 4! = 24
προσθετέων.

2. Συµβουλευθείτε για ϑέµατα σχετικά µε ορίζουσες τα ϐιβλία που δίδονται στη ϐιβλιογραφία στην

κεντρική σελίδα του µαθήµατος.

3. Να αποδείξετε ότι αν η ορίζουσα ενός πίνακα 3 × 3 είναι 0, τότε οι γραµµές του είναι γραµµικά

εξαρτηµένες. Ισχύει το αντίστροφο; Το συµπέρασµα αυτό ϑα το χρειασθούµε διότι ϑα µας δώσει

ιδέες γενίκευσης για τις ορίζουσες πινάκων ν × ν.

4. Προετοιµασία για γενίκευση: ΄Εστω Tν = {1,2,3, · · · , ν}, το σύνολο των ϕυσικών αριθµών από το 1
έως το ν. Θεωρούµε το σύνολο:

Sν = {θ : Tν −→ Tν, θ 1 − 1 και ϵπι}

5. Η ταυτοτική απεικόνιση ανήκει στο σύνολο Sν .

6. Αν πάρουµε τη σύνθεση δύο απεικονίσεων του Sν το αποτέλεσµα ϑα ανήκει ξανά στο Sν (γιατί;).

7. Κάθε στοιχείο του Sν έχει αντίστροφο, το οποίο ανήκει και αυτό στο Sν (γιατί;).

8. Το πλήθος των στοιχείων του Sν είναι ν! = 1 · 2 · 3 · · · ν.

9. Κάθε στοιχείο του Sν, ονοµάζεται µετάθεση του συνόλου Tν .

10. ΄Οταν ένα στοιχείο του Sν , µία µετάθεση ϑ του Tν δηλαδή, έχει την ιδιότητα:

Υπάρχουν κ, λ ∈ Tν µε θ(κ) = λ,θ(λ) = κ και θ(µ) = µ για κάθε µ , κ, λ, η µετάθεση αυτή

λέγεται αντιµετάθεση.

11. Παραθέτουµε, χωρίς απόδειξη, το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.3.1. (α) Κάθε µετάθεση θ ∈ Sν , γράφεται ως σύνθεση1 αντιµεταθέσεων.

(ϐ) Αν έχουµε δύο γραφές της µετάθεσης θ ∈ Sν , ως σύνθεση αντιµεταθέσεων, τότε το πλήθος

των αντιµεταθέσεων ϑα είναι ή άρτιος αριθµός και στις δύο γραφές ή περιττός αριθµός και

στις δύο γραφές. Στην πρώτη περίπτωση µιλάµε για άρτια µετάθεση , στη δεύτερη για περιττή

µετάθεση.

(γ) Το πλήθος των αρτίων µεταθέσεων του Sν είναι
ν!
2 και το πλήθος των περιττών

ν!
2 .

Απόδειξη: Η απόδειξη ϑα γίνει σε µεταγενέστερα µαθήµατα. ∆είτε επίσης και στη διεύθυνση εδώ

για παραπάνω.

12. ∆ίνουµε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 4.3.2. Ορίζουµε ως σηµείο µίας µετάθεσης θ το σ(θ) = 1, εάν η θ είναι άρτια µετάθεση

και το σ(θ) = −1, εάν η θ είναι περιττή µετάθεση.

1Τη σύνθεση µεταθέσεων ϑα τη λέµε και γινόµενο.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 8
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13. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα µαθήµατα εάν

A =

*......
,

α11 α12 · · · · · · α1ν
α21 α22 · · · · · · α2ν
· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

αν1 αν2 · · · · · · ανν

+//////
-

είναι ένας πίνακας ν × ν, τότε η ορίζουσα του Α είναι

D(A) =
∑
θ∈Sν

σ(θ) ·
(
α1θ(1)α2θ(2) · · · ανθ(ν)

)
14. ∆είτε περισσότερα για τις µεταθέσεις από τη διεύθυνση εδώ.

Ασκήσεις

1. Να ϐρεθούν όλες οι µεταθέσεις του T3 = {1,2,3}. Ποιές από αυτές είναι άρτιες και ποιές περιττές;

Να γίνει το ίδιο και για τις µεταθέσεις του T4 = {1,2,3,4}.

2. ( ∆ύσκολη) Να δείξετε χρησιµοποιώντας τον τύπο παραπάνω ότι η ορίζουσα του τετραγωνικού

πίνακα Α είναι ίση µε την ορίζουσα του αναστρόφου At .

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 9
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4.4 Ορίζουσα γινοµένου πινάκων

1. Ας ϑεωρήσουµε δύο πίνακες:

A = *.
,

α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

+/
-

και

B = *.
,

β11 β12 β13
β21 β22 β23
β31 β32 β33

+/
-

2. Πολλαπλασιάστε µε τον γνωστό τρόπο τους δύο πίνακες.

3. Η πρώτη γραµµή του γινοµένου AB είναι

α11 β11 + α12 β21 + α13 β31, α11 β12 + α12 β22 + α13 β32, α11 β13 + α12 β23 + α13 β33

4. Η δεύτερη γραµµή του γινοµένου AB είναι

α21 β11 + α22 β21 + α23 β31, α21 β12 + α22 β22 + α23 β32, α21 β13 + α22 β23 + α23 β33

5. Η τρίτη γραµµή του γινοµένου AB είναι

α31 β11 + α32 β21 + α33 β31, α31 β12 + α32 β22 + α33 β32, α31 β13 + α32 β23 + α33 β33

6. Ο πίνακας AB γίνεται :

AB = *.
,

α11 β11 + α12 β21 + α13 β31 α11 β12 + α12 β22 + α13 β32 α11 β13 + α12 β23 + α13 β33
α21 β11 + α22 β21 + α23 β31 α21 β12 + α22 β22 + α23 β32 α21 β13 + α22 β23 + α23 β33
α31 β11 + α32 β21 + α33 β31 α31 β12 + α32 β22 + α33 β32 α31 β13 + α32 β23 + α33 β33

+/
-

7. Ο πίνακας AB « γίνεται» επίσης ένας πίνακας 3 × 1 µε

AB =
(

X Y Z
)
όπου

X = *.
,

α11
α21
α31

+/
-
· β11 +

*.
,

α12
α22
α32

+/
-
· β21 +

*.
,

α13
α23
α33

+/
-
· β31

Y = *.
,

α11
α21
α31

+/
-
· β12 +

*.
,

α12
α22
α32

+/
-
· β22 +

*.
,

α13
α23
α33

+/
-
· β32

Z = *.
,

α11
α21
α31

+/
-
· β13 +

*.
,

α12
α22
α32

+/
-
· β23 +

*.
,

α13
α23
α33

+/
-
· β33

8. Παρατηρούµε ότι το X είναι γραµµικός συνδυασµός των στηλών του πίνακα A µε συντελεστές από

τον πίνακα B. Το ίδιο και για το Y και το Z .

9. Θέλοντας να υπολογίσουµε την ορίζουσα του AB σκεπτόµαστε ότι λόγω της γραµµικότητας ( δες

τον ορισµό 4.1.1 ) έχουµε ότι :

| AB |= άθροισµα 27 όρων

Κάθε προσθετέος προκύπτει λαµβάνοντας έναν προσθετέο από το X , έναν προσθετέο από το Y
και έναν προσθετέο από το Z .

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 10
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10. Ας δούµε ένα παράδειγµα. Επιλέγουµε το στοιχείο :

*.
,

α11
α21
α31

+/
-
· β11 του X , το στοιχείο

*.
,

α12
α22
α32

+/
-
· β22 του Y και το στοιχείο

*.
,

α13
α23
α33

+/
-
· β33 του Z .

Τότε σχηµατίζεται ο πίνακας που έχει ως στήλες

Πρώτη στήλη την
*.
,

α11
α21
α31

+/
-
· β11

δεύτερη στήλη την
*.
,

α12
α22
α32

+/
-
· β22

και τρίτη στήλη την
*.
,

α13
α23
α33

+/
-
· β33

11. Η ορίζουσα του παραπάνω πίνακα ϑα είναι ίση µε

�������

α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

�������
· β11 β22 β33

12. Ας δούµε ένα ακόµη παράδειγµα. Επιλέγουµε το στοιχείο

*.
,

α12
α22
α32

+/
-
· β21 του X και τα υπόλοιπα δύο τα ίδια όπως πρίν δηλαδή:

*.
,

α12
α22
α32

+/
-
· β22 του Y και το στοιχείο

*.
,

α13
α23
α33

+/
-
· β33 του Z

Τότε σχηµατίζεται ο πίνακας που έχει ως στήλες

Πρώτη στήλη την
*.
,

α12
α22
α32

+/
-
· β21

δεύτερη στήλη την
*.
,

α12
α22
α32

+/
-
· β22

και τρίτη στήλη την
*.
,

α13
α23
α33

+/
-
· β33

13. Η ορίζουσα του παραπάνω πίνακα ϑα είναι ίση µε

�������

α12 α12 α13
α22 α22 α23
α32 α32 α33

�������
· β21 β22 β33

Η ποσότητα αυτή είναι ίση µε µηδέν διότι η ορίζουσα έχει δύο στήλες ίσες.

14. Αν ϑελήσουµε, λοιπόν, να υπολογίσουµε την ορίζουσα του πίνακα AB ϑα πρέπει να υπολογίσουµε

ένα άθροισµα µε 33 = 27 προσθετέους.

΄Οµως αν παρατηρήσουµε πιο καλά ϑα δούµε ότι µόνο έξι το πλήθος προσθετέοι παραµένουν, οι

οποίοι ενδέχεται να µην είναι µηδέν.
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15. Γράφουµε τους προσθετέους που µιλήσαµε παραπάνω:

�������

α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33

�������
· β11 β22 β33 = | A | ·β11 β22 β33

�������

α12 α11 α13
α22 α21 α23
α32 α31 α33

�������
· β12 β21 β33 = − | A | ·β12 β21 β33

�������

α13 α12 α11
α23 α22 α21
α33 α32 α31

�������
· β13 β22 β31 = − | A | ·β13 β22 β31

�������

α11 α13 α12
α21 α23 α22
α31 α33 α32

�������
· β11 β23 β32 = − | A | ·β11 β23 β32

�������

α12 α13 α11
α22 α23 α21
α32 α33 α31

�������
· β12 β23 β31 = | A | ·β12 β23 β31

�������

α13 α11 α12
α23 α21 α22
α33 α31 α32

�������
· β13 β21 β32 = | A | ·β13 β21 β32

16. Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε την ποσότητα:

| A | ·(β11 β22 β33 − β12 β21 β33 − β13 β22 β31 − β11 β23 β32 + β12 β23 β31 + β13 β21 β32)

17. Παρατηρούµε ότι η παράσταση µέσα στην παρένθεση είναι η ορίζουσα του πίνακα Β (δες σχετικά

προηγούµενα µαθήµατα).

18. Τελικά έχουµε για πίνακες 3 × 3 ότι

| A · B |=| A | · | B |

΄Ασκηση

Να αποδείξετε λεπτοµερώς, χρησιµοποιώντας τις ιδέες του σηµερινού µαθήµατος ότι η ορίζουσα του

γινοµένου δύο τετραγωνικών πινάκων είναι ίση µε το γινόµενο των οριζουσών των πινάκων, όταν έχουµε

πίνακες 2 × 2 και πίνακες 4 × 4. Να κάνετε µία προσπάθεια για την περίπτωση των πινάκων ν × ν.
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4.5 Ανάπτυγµα ορίζουσας

1. ∆είτε ξανά τον ορισµό της ορίζουσας 4.1.1 και σκεφθείτε ότι στην πραγµατικότητα η ορίζουσα είναι

µία συνάρτηση της οποίας το πεδίο ορισµού είναι το σύνολο των τετραγωνικών πινάκων και το πεδίο

τιµών οι συντελεστές.

2. Σκεφθείτε επίσης ότι η έννοια της ορίζουσας στο 4.1.1 ορίζεται επικαλούµενοι ιδιότητες µιας συνάρ-

τησης. Χρησιµοποιούµε µία συνάρτηση χωρίς να είµαστε σίγουροι αν υπάρχει !2

3. Η πρώτη ϕορά, στο µάθηµα αυτό, που ϐεβαιωνόµαστε ότι υπάρχει συνάρτηση ορίζουσας είναι στο

σηµείο 13 . Εκεί ϐρίσκουµε µάλιστα τύπο για τη συνάρτηση αυτή.3

4. Από τα προηγούµενα ϐρίσκουµε και έχουµε αποδείξει όχι µόνο ότι υπάρχει η συνάρτηση ορίζουσας,

αλλά οι ιδιότητες που απαιτούµε καθορίζουν την µοναδικότητα, µε την έννοια : αν υπάρχει συνάρτηση
ορίζουσας4 , τότε είναι µοναδική.

5. Σύµφωνα µε τα παραπάνω αν ϐρούµε µία συνάρτηση µε τις ιδιότητες που συζητάµε στο 4.1.1 τότε

αναγκαστικά η συνάρτηση αυτή είναι η ορίζουσα.

6. Εδώ είναι που ϐρίσκουµε την έννοια του αναπτύγµατος µιας ορίζουσας ως προς µία γραµµή ή µία

στήλη. ∆είτε λοιπόν:

7. ΄Εστω

A =

*.........
,

α11 α12 α13 · · · α1ν
α21 α22 α23 · · · α2ν
α31 α32 α33 · · · α3ν
· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

αν1 αν2 αν3 · · · ανν

+/////////
-

ένας πίνακας ν × ν.

8. Σε κάθε στοιχείο αi j αντιστοιχίζουµε το στοιχείο

Ai j = (−1)i+ j Ki j ,

όπου Ki j είναι η ορίζουσα του πίνακα που προκύπτει από τον Α εάν διαγράψουµε την i γραµµή και

την j στήλη.

9. ∆ίνουµε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 4.5.1. Θεωρούµε το άθροισµα:

Di (A) =
ν∑

j=1

αi j · Ai j

Το άθροισµα αυτό το λέµε ανάπτυγµα της ορίζουσας του πίνακα A ως προς τη γραµµή i.

2Στα Μαθηµατικά δεν αρκεί να πούµε έστω θ µία συνάρτηση µε κάποιες ιδιότητες. Πρέπει να ϐρεθεί τρόπος να αποδείξουµε

ή να ϐεβαιωθούµε ότι υπάρχει. Για παράδειγµα αν πούµε έστω θ : R −→ R µε τις ιδιότητες 1) Η θ είναι σταθερή και 2)

θ(1) = 2, θ(3) = 7 τότε είµαστε σε αντίφαση, τέτοια συνάρτηση δεν υπάρχει.
3 ΄Οπως ίσως ϑα γνωρίζετε δεν είναι ανάγκη µία συνάρτηση να έχει τύπο. ∆ες περισσότερα εδώ.
4µόλις πριν λίγο ϐεβαιωθήκαµε ότι υπάρχει
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10. ∆ίνουµε ακόµη και τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 4.5.2. Θεωρούµε το άθροισµα:

D j (A) =
ν∑

i=1

αi j · Ai j

Το άθροισµα αυτό το λέµε ανάπτυγµα της ορίζουσας του πίνακα A ως προς τη στήλη j .

11. Οι παραπάνω παραστάσεις Di (A) και D j (A) ως συναρτήσεις του πίνακα A ικανοποιούν τις τρεις

απαιτήσεις του ορισµού της ορίζουσας (γιατί;) και για τον λόγο αυτό είναι ίσες µε την τιµή της

ορίζουσας του πίνακα A ως προς τη γραµµή i ή µε το ανάπτυγµα της ορίζουσας του πίνακα A ως

προς τη στήλη j για κάθε γραµµή και για κάθε στήλη.

12. Παρακολουθήστε προσεκτικά το ϐιντεοσκοπηµένο µάθηµα του καθηγητή W.Gilbert Strang του ΜΙΤ

εδώ σχετικά µε την εισαγωγή των οριζουσών.

Ασκήσεις

1. Βρείτε από οποιοδήποτε ϐιβλίο το ανάπτυγµα µιας ορίζουσας ως προς µία γραµµή και αποδείξτε ότι

έτσι υπολογίζουµε την ορίζουσα του πίνακα A.

2. Βρείτε από οποιοδήποτε ϐιβλίο το ανάπτυγµα µιας ορίζουσας ως προς µία στήλη και αποδείξτε ότι

έτσι υπολογίζουµε την ορίζουσα του πίνακα A.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 14

http://ocw.mit.edu/courses/mathematics/18-06-linear-algebra-spring-2005/video-lectures/lecture18/


Γραµµική ΄Αλγεβρα Ι

4.6 Ορίζουσα και αντιστρεψιµότητα

1. ΄Οπως και στο προηγούµενο µάθηµα ας ϑεωρήσουµε τον πίνακα

A =

*.........
,

α11 α12 α13 · · · α1ν
α21 α22 α23 · · · α2ν
α31 α32 α33 · · · α3ν
· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

αν1 αν2 αν3 · · · ανν

+/////////
-

2. Σε κάθε στοιχείο αi j αντιστοιχίζουµε το στοιχείο

Ai j = (−1)i+ j Ki j

όπου Ki j είναι η ορίζουσα του πίνακα που προκύπτει από τον A εάν διαγράψουµε την i γραµµή και

την j στήλη.

3. Κατασκευάζουµε ένα νέο πίνακα5 τον

adj (A) =

*.........
,

A11 A21 A31 · · · Aν1
A12 A22 A32 · · · Aν2
A13 A23 A33 · · · αν3
· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

A1ν A2ν A3ν · · · Aνν

+/////////
-

4. ∆ίνουµε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 4.6.1. Ο παραπάνω πίνακας λέγεται προσαρτηµένος πίνακας του Α6 και συµβολίζεται µε

adjoint(A) ή µε adj(A).

5. Παραθέτουµε χωρίς απόδειξη το επόµενο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.6.2. ΄Εστω A ∈ Fν×ν . Τότε A · adj (A) = adj (A) · A =| A | Iν

Απόδειξη Η απόδειξη γίνεται µε υπολογισµό του γινοµένου A · adj (A) και adj (A) · A, χρησιµο-

ποιώντας τα σχετικά µε το ανάπτυγµα ορίζουσας. ∆ες και τα αναγραφόµενα στο ϐιβλίο εδώ σελίδα

322.

6. Αποδεικνύουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.6.3. ΄Εστω A ∈ Fν×ν . Ο πίνακας είναι αντιστρέψιµος εάν και µόνο εάν η ορίζουσά του

είναι διαφορετική του µηδενός.

Απόδειξη ΄Εστω ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Τότε ϑα υπάρχει πίνακας B ∈ Fν×ν, µε την

ιδιότητα A·B = B·A = Iν . Από τις ιδιότητες της ορίζουσας έχουµε ότι | A·B |=| Iν |= 1 =| A | · | B |.
Από εδώ συµπεραίνουµε ότι | A |, 0.

Αντίστροφα έστω ότι | A |, 0. Από την προγούµενη σχέση για τον προσαρτηµένο πίνακα έχουµε ότι

ορίζεται ο πίνακας
1
|A| · adj (A). Εύκολα ϐλέπουµε ότι ο αντίστροφος του A είναι ο

1
|A| · adj (A).

5Προσοχή τι ϐάζουµε για τον σχηµατισµό γραµµών και στηλών.
6Στα αγγλικά ο όρος είναι adjoint.
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Ο Ωραίος ισοµορφισµός

΄Εχουµε πει σε προηγούµενα µαθήµατα ότι αν δύο διανυσµατικοί χώροι είναι ισόµορφοι, τότε δεν κάνουµε

διάκριση µεταξύ τους. Στην πραγµατικότητα αν δύο διανυσµατικοί χώροι A και B είναι ισόµορφοι, πρόκειται

για τον ίδιο διανυσµατικό χώρο µε διαφορετική µορφή. Κάθε συµβάν και κάθε σχέση στον A έχει το

αντίστοιχό του στον B και αντίστροφα.

Παρακάτω ϑα αναφερθούµε σε έναν ισοµορφισµό από τα προηγούµενα µαθήµατα:

1. Θεωρούµε δύο διανυσµατικούς χώρους A και B µε dimA = µ και dimB = ν και συντελεστές από

το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών7.

2. Θεωρούµε το σύνολο των γραµµικών απεικονίσεων L (A,B) από τον διανυσµατικό χώρο A στον

διανυσµατικό χώρο B.

3. Το σύνολο L (A,B) γίνεται και αυτό διανυσµατικός χώρος µε πράξεις την πρόσθεση συναρτήσεων

και γινόµενο συντελεστή επι συνάρτηση.

4. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο των πινάκων Rν×µ.

5. Επιλέγουµε µία διατεταγµένη ϐάση α του A και µία διατεταγµένη ϐάση β του B.

6. Η απεικόνιση Θ : L (A,B) −→ Rν×µ µε

f 7−→ ( f : α, β)

είναι ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων8.

7. Ο ισοµορφισµός Θ, που ϑα τον λέµε από τώρα και στα επόµενα Ωραίο ισοµορφισµό9 µας οδηγεί

στο συµπέρασµα ότι οι δύο διανυσµατικοί χώροι L (A,B) και Rν×µ είναι στην πραγµατικότητα το ίδιο

µαθηµατικό αντικείµενο µε διαφορετικές µορφές.

Ασκήσεις

1. Να υπολογισθεί η ορίζουσα του πίνακα A = *.
,

1 2 3
4 5 6
7 8 9

+/
-

καθώς και ο adj (A).

2. Να ϐρείτε δύο ιδιότητες του διανυσµατικού χώρου L (A,B) και να τις «µεταφράσετε» µε τη ϐοήθεια

του «ωραίου ισοµορφισµού» σε ιδιότητες πινάκων π.χ. αντιστρέψιµη γραµµική απεικόνιση έχει ως

«µετάφραση» αντιστρέψιµος πίνακας. Βεβαιωθείτε για τη µετάφραση αυτή.

7 ΄Οπως έχουµε επισηµάνει και σε άλλα σηµεία, ϑα µπορούσαµε να έχουµε διανυσµατικούς χώρους µε άλλους συντελεστές.
8 ΄Εχει αποδειχθεί σε προηγούµενα µαθήµατα ότι σε κάθε γραµµική απεικόνιση αντιστοιχεί ένας πίνακας και αντίστροφα,

αρκεί ϐέβαια να έχουµε επιλέξει ϐάσεις.
9 Μόνο στο µάθηµα αυτό ϑα χρησιµοποιύµε τον όρο Ωραίο ισοµορφισµό.
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4.7 Τετραγωνικά Γραµµικά Συστήµατα

Θεωρούµε το γραµµικό σύστηµα

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = β1
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αν1 · x1 + αν2 · x2 + · · · + ανν · xν = βν

(TΣ)

Το παραπάνω σύστηµα λέγεται τετραγωνικό διότι έχουµε ίσο αριθµό εξισώσεων και αγνώστων και ως εκ

τούτου ο πίνακας A του συστήµατος είναι τετραγωνικός.

1. Υπενθυµίζουµε ότι ο πίνακας A του συστήµατος είναι ο

A =

*...........
,

α11 α12 α13 · · · · · · α1ν
α21 α22 α23 · · · · · · α2ν
α31 α32 α33 · · · · · · α3ν
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αν1 αν2 αν3 · · · · · · ανν

+///////////
-

2. Μπορούµε10 να γράψουµε το σύστηµα (TΣ) υπό µορφή πινάκων ως εξής:

A ·

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

=

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βν

+/////////
-

και έτσι αντί να έχουµε να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα, έχουµε την εξίσωση αυτή µε πίνακες.

3. Υποθέτουµε τώρα ότι ο πίνακας A είναι αντιστρέψιµος. Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της

τελευταίας ισότητας και έχουµε:

A−1 · (A ·

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

) = A−1 ·

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βν

+/////////
-

συνεχίζοντας11 έχουµε:

(A−1 · A) ·

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

= A−1 ·

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βν

+/////////
-

10Η αντιµετώπιση αυτή είχε γίνει και σε προηγούµενο µάθηµα.
11∆εν έχουµε αποδείξει ακόµη ότι ο πολλάπλασιασµός πινάκων έχει την προσεταιριστική ιδιότητα. Ο ϕοιτητής παροτρύνεται

να το αποδείξει χρησιµοποιώντας τον Ωραίο ισοµορφισµό, µετατρέποντας το ερώτηµα για πίνακες σε ερώτηµα σχετικά µε

γραµµικές απεικονίσεις.
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και έτσι έχουµε

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

= A−1 ·

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βν

+/////////
-

Σύµφωνα µε τα προηγούµενα και συγκεκριµένα το 4.6.3 ο αντίστροφος του πίνακα A είναι ο
1
|A| ·

adj (A) δηλαδή ο

1
| A |

· adj (A) =
1
| A |

·

*.........
,

A11 A21 A31 · · · Aν1
A12 A22 A32 · · · Aν2
A13 A23 A33 · · · αν3
· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

A1ν A2ν A3ν · · · Aνν

+/////////
-

και τελικά

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

=
1
| A |

·

*.........
,

A11 A21 A31 · · · Aν1
A12 A22 A32 · · · Aν2
A13 A23 A33 · · · αν3
· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

A1ν A2ν A3ν · · · Aνν

+/////////
-

·

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βν

+/////////
-

4. Αν κάνουµε τις πράξεις στο δεύτερο µέλος ϑα ϐρούµε ένα πίνακα ν×1 και εξισώνοντας ϐρίσκουµε

κάθε xi, i = 1,2, · · · , ν.

5. Ας ϐρούµε λοιπόν το x1. Στη ϑέση 11 στο δεξιό µέλος µετά από τις πράξεις έχουµε την ποσότητα:

1
| A |

· (A11 · β1 + A21 · β2 + · · · + Aν1 · βν)

Παρατηρώντας προσεκτικά ϑα διαπιστώσουµε ότι η ποσότητα

A11 · β1 + A21 · β2 + · · · + Aν1 · βν είναι το ανάπτυγµα της ορίζουσας του πίνακα

*...........
,

β1 α12 α13 · · · · · · α1ν
β2 α22 α23 · · · · · · α2ν
β3 α32 α33 · · · · · · α3ν
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

βν αν2 αν3 · · · · · · ανν

+///////////
-

ως προς την πρώτη στήλη.

6. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, λοιπόν, έχουµε·

x1 =
1
| A |

· det

*...........
,

β1 α12 α13 · · · · · · α1ν
β2 α22 α23 · · · · · · α2ν
β3 α32 α33 · · · · · · α3ν
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

βν αν2 αν3 · · · · · · ανν

+///////////
-
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7. Θέτουµε

Di = det

*.........
,

α11 α12 α13 · · · β1 α1ν
α21 α22 α23 · · · β2 α2ν
α31 α32 α33 · · · β3 α3ν
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αν1 αν2 αν3 · · · βν ανν

+/////////
-

δηλαδή το Di είναι το ανάπτυγµα της ορίζουσας ενός πίνακα, ο οποίος προέρχεται από τον πίνακα A
του συστήµατος αν αντικαταστήσουµε την i στήλη µε τη στήλη των σταθερών όρων βi, i = 1,2, . . . , ν
και αναπτύξουµε ως προς την i-στήλη.

8. Οι τύποι τελικά που δίνουν τα x1, i = 1,2, . . . , ν, είναι οι :

xi =
Di

| A |
, i = 1,2, . . . , ν

9. Οι τελευταίοι τύποι εύρεσης της µοναδικής λύσης ενός τετραγωνικού γραµµικού συστήµατος µε

αντιστρέψιµο πίνακα λέγονται τύποι του Cramer.

10. ∆ιαβάστε επί πλέον εδώ για τον κανόνα του Cramer .

11. ∆είτε επίσης και τις διαλέξεις του καθηγητή W.G.Strang σε ϐίντεο εδώ και εδώ. ∆ώστε ιδιαίτερη

προσοχή όταν συνδέει την ορίζουσα µε το εµβαδόν ενός παραλληλογράµµου και τον όγκο ενός

παραλληλεπιπέδου.

Ασκήσεις

1. ∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα

x + 2y + 3z = 0
4x + 5y + 6z = 0

7x + 8y + λ · z = 0

Για ποιές τιµές του λ ∈ R, το παραπάνω σύστηµα έχει µοναδική λύση και ποια είναι αυτή;

2. ∆ίνεται ένας πίνακας A 3 × 3 µε τάξη 2 (π.χ. ο
*.
,

1 2 3
4 5 6
7 8 9

+/
-

)

2. 1. ∆είξτε ότι ο πίνακας A έχει ορίζουσα µηδέν.

2. 2. ∆ιαγράφουµε από τον πίνακα A µία γραµµή και µία στήλη, οπότε σχηµατίζεται ένας υποπίνακας

2 × 2. Πόσοι υποπίνακες υπάρχουν;

2. 3. ∆είξτε ότι τουλάχιστον ένας υποπίνακας έχει ορίζουσα διαφορετική του µηδενός.
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4.8 Τάξη πίνακα

1. Αποδεικνύουµε το παρακάτω λήµµα:

Λήµµα 4.8.1. ∆ίνονται τα διανύσµατα:

α1 = (x11, x12, x13, · · · , x1µ, · · · , x1ν)
α2 = (x21, x22, x23, · · · , x2µ, · · · , x2ν)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ακ = (xκ1, xκ2, xκ3, · · · , xκµ, · · · , xκν)

και τα διανύσµατα:

β1 = (x11, x12, x13, · · · , x1µ)
β2 = (x21, x22, x23, · · · , x2µ)
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

βκ = (xκ1, xκ2, xκ3 · · · , xκµ)

(α) Εάν τα διανύσµαταα1,α2, · · · ,ακ είναι γραµµικά εξαρτηµένα, τότε και τα διανύσµατα β1, β2, · · · , βκ
είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

(ϐ) Εάν τα διανύσµατα β1, β2, · · · , βκ είναι γραµµικά ανεξάρτητα, τότε και τα διανύσµαταα1,α2, · · · ,ακ
είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη

(α) Ας υποθέσουµε ότι τα διανύσµατα α1,α2, · · · ,ακ είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Αυτό σηµαίνει

ότι υπάρχουν συντελεστές λ1, λ2, · · · , λκ όχι όλοι µηδέν έτσι ώστε:

λ1 · α1 + λ2 · α2 + · · · + λκ · ακ = 0

Αντικαθιστώντας όπου αi = (xi1, xi2, xi3, · · · , xiµ, · · · , xiν), i = 1,2, · · · , κ έχουµε:

λ1 · (x11, x12, x13, · · · , x1µ, · · · , x1ν) + λ2 · (x21, x22, x23, · · · , x2µ, · · · , x2ν) + · · ·+

+λκ · (xκ1, xκ2, xκ3, · · · , xκµ, · · · , xκν) = (0,0,0,0, · · · ,0)

Η τελευταία σχέση µας οδηγεί στις ισότητες:

λ1 · x11 + λ2 · x21 + · · · + λκ · xκ1 = 0
λ1 · x12 + λ2 · x22 + · · · + λκ · xκ2 = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

λ1 · x1µ + λ2 · x2µ + · · · + λκ · xκµ = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

λ1 · x1ν + λ2 · x2ν + · · · + λκ · xκν = 0

Από τις πρώτες µ ισότητες έχουµε:

λ1 · β1 + λ2 · β2 + · · · + λκ · βκ = 0

Αφού, όπως είπαµε προηγουµένως, δεν είναι όλοι οι συντελεστές µηδέν, συµπεραίνουµε

από τον ορισµό ότι τα διανύσµατα β1, β2, · · · , βκ είναι γραµµικά εξαρτηµένα.
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(ϐ) ΄Εστω τώρα ότι τα διανύσµατα β1, β2, · · · , βκ είναι γραµµικά ανεξάρτητα ενώ τα διανύσµατα

α1,α2, · · · ,ακ είναι γραµµικά εξαρτηµένα. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα ϑα έπρεπε και τα

β1, β2, · · · , βκ να είναι γραµµικά εξαρτηµένα, άτοπο από την υπόθεση.

2. Σχολιάζοντας το Λήµµα, που µόλις αποδείξαµε, ϑα µπορούσαµε να πούµε τα παρακάτω:

2. 1. Τα κ το πλήθος διανύσµατα β1, β2, · · · , βκ , προήλθαν από τα κ το πλήθος διανύσµατα

α1,α2, · · · ,ακ µε αποκοπή ν-µ στοιχείων της ίδιας ϑέσης για όλα.

2. 2. Τα κ το πλήθος διανύσµατα α1,α2, · · · ,ακ , προήλθαν από τα κ το πλήθος διανύσµατα

β1, β2, · · · , βκ µε επισύναψη ν − µ στοιχείων της ίδιας ϑέσης όλα.

2. 3. Από την απόδειξη προκύπτει ότι δεν έχει σηµασία αν αποκόψουµε τα τελευταία ν − µ στοιχεία

κάθε διανύσµατος από τα α1,α2, · · · ,ακ . Μπορούµε να αποκόψουµε οποιαδήποτε ν − µ το

πλήθος στοιχεία από όλα τα διανύσµατα αυτά, αρκεί να είναι όλα στις ίδιες ϑέσεις.

2. 4. Από την απόδειξη προκύπτει επίσης, ότι δεν έχει σηµασία αν επισυνάψουµε τα τελευταία ν− µ
στοιχεία κάθε διανύσµατος από τα β1, β2, · · · , βκ . Μπορούµε να επισυνάψουµε οποιαδήποτε

ν − µ το πλήθος στοιχεία από όλα τα διανύσµατα αυτά, αρκεί να είναι όλα στις ίδιες ϑέσεις.

3. Αποδεικνύουµε το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.8.2. ΄Εστω A ∈ Fµ×ν ένας πίνακας µε µ γραµµές και ν στήλες. Υποθέτουµε ότι η τάξη

rank (A) του πίνακα A είναι κ. Επιλέγουµε οποιεσδήποτε λ γραµµές12 και λ στήλες του πίνακα A,

οπότε σχηµατίζεται ένας υποπίνακας λ × λ .

(α) Υπάρχει υποπίνακας (τουλάχιστον ένας) κ × κ του A µε ορίζουσα διαφορετική του µηδενός.

(ϐ) Κάθε υποπίνακας ((κ + 1) × (κ + 1)) , ((κ + 2) × (κ + 2)), · · · είναι µη αντιστρέψιµος και έχει

ορίζουσα µηδέν.

Απόδειξη

(α) Ο πίνακας A ∈ Fµ×ν έχει τάξη κ. ΄Αρα το µέγιστο πλήθος των γραµµικά ανεξάρτητων γραµµών

ή στηλών είναι κ. Επιλέγουµε κ το πλήθος γραµµικά ανεξάρτητες γραµµές. Σχηµατίζεται ένας

πίνακας κ × ν. Ο πίνακας αυτός έχει τάξη ακριβώς κ και αυτός, διότι έχει κ γραµµές, οι οποίες

είναι γραµµικά ανεξάρτητες. ΄Αρα ϑα υπάρχουν στον πίνακα αυτόν κ το πλήθος γραµµικά

ανεξάρτητες στήλες, τις οποίες επιλέγουµε. Τελικά σχηµατίζεται ένας υποπίνακας κ × κ µε

τάξη κ, ας τον ονοµάσουµε B.

Γιατί ο πίνακας B είναι αντιστρέψιµος και έχει ορίζουσα διαφορετική του µηδενός;

Ο υποπίνακας B είναι τετραγωνικός κ × κ µε τάξη κ από την κατασκευή του. Σύφωνα µε

προηγούµενα µαθήµατα13 ο πίνακας B αντιστοιχεί σε µία γραµµική απεικόνιση f : Fκ −→ Fκ

µε dim(Im f ) = rank (B) = κ. Ο υπόχωρος Im f έχει διάσταση κ, ίση µε τη διάσταση όλου

του χώρου Fκ , άρα η f είναι επί. Επί πλέον έχουµε ότι κ = dimV = dimKer f + dimIm f =
dimKer f + κ και έτσι dimKer f = 0 άρα Ker f = {0} και έτσι η γραµµική απεικόνιση είναι

1−1. Τελικά η γραµµική απεικόνιση f είναι ισοµορφισµός και εποµένως ο αντίστοιχος σ΄ αυτήν

πίνακας B είναι αντιστρέψιµος. Υπάρχει εποµένως ο B−1 µε την ιδιότητα B · B−1 = I ,άρα

| B | · | B−1 |=| I |= 1 και τελικά | B |, 0.

12προφανώς λ ≤ min(µ, ν)
13 ∆ες την παράγραφο 4.6
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(ϐ) Για να σχηµατισθεί ένας υποπίνακας ((κ + 1) × (κ + 1)) από τον πίνακα A επιλέγουµε (κ + 1)
γραµµές και (κ + 1) στήλες. ΄Οµως ο πίνακας A έχει τάξη κ και εποµένως οι (κ + 1) γραµµές

ϑα είναι γραµµικά εξαρτηµένες. Κατά τον σχηµατισµό (κ + 1) στηλών από τις ήδη επιλεγµένες

(κ + 1) γραµµές αποκόπτουµε κατάλληλο πλήθος στοιχείων και χρησιµοποιώντας το Λήµµα

4.8.1 έχουµε ότι ο υποπίνακας αυτός είναι τετραγωνικός ((κ + 1) × (κ + 1)) και έχει γραµµικά

εξαρτηµένες γραµµές ή στήλες. ΄Ετσι ο υποπίνακας είναι µη αντιστρέψιµος και εποµένως η

ορίζουσά του είναι µηδέν.
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4.9 Γραµµικά συστήµατα

Συνολική αντιµετώπιση και συµπεράσµατα

Πορεία µελέτης

1. Μελετήστε καλά τα προηγούµενα µάθηµατα. Οι αναφορές και οι συµβολισµοί ϑα προέρχονται από

το µάθηµα αυτό.

2. Θα αποδείξουµε τώρα το ϑεώρηµα 3.10.1, που το είχαµε διατυπώσει χωρίς απόδειξη. Εάν η τάξη

rank (A) του πίνακα A του συστήµατος είναι ίση µε την τάξη rank (Γ) του επαυξηµένου πίνακα, αυτό

σηµαίνει ότι το διάνυσµα-στήλη

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βµ

+/////////
-

, γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων-

στηλών του πίνακα του συστήµατος. ΄Εχουµε δηλαδή τη δυνατότητα να γράψουµε µία σχέση της

µορφής:

(4.9.0.1) x1 ·

*.........
,

α11
α21
α31
· · ·

· · ·

αµ1

+/////////
-

+ x2 ·

*.........
,

α12
α22
α32
· · ·

· · ·

αµ2

+/////////
-

+ · · · + xν ·

*.........
,

α1ν
α2ν
α3ν
· · ·

· · ·

αµ1

+/////////
-

=

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βµ

+/////////
-

αλλά τότε το διάνυσµα (x1, x2, · · · , xν) είναι (τουλάχιστον) µία λύση του συστήµατος.

Αντίστροφα έστω ότι το γραµµικό σύστηµα έχει (τουλάχιστον) µία λύση. Τότε µπορούµε να έχουµε

µία σχέση όπως η 4.9.0.1. Αλλά αυτό σηµαίνει ότι το διάνυσµα-στήλη

*.........
,

β1
β2
β3
· · ·

· · ·

βµ

+/////////
-

ανήκει στον υπόχωρο

που παράγουν οι στήλες του πίνακα του συστήµατος και έτσι η τάξη rank (A) του πίνακα A του

συστήµατος είναι ίση µε την τάξη rank (Γ) του επαυξηµένου πίνακα.

3. Ερχόµαστε τώρα στην περίπτωση ενός οµογενούς γραµµικού συστήµατος. Σύµφωνα µε τους συµ-

ϐολισµούς και την προσέγγιση στα προηγούµενα έχουµε ότι το σύνολο λύσεων του

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = 0
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = 0

(OΣ)

είναι ο πυρήνας της γραµµικής απεικόνισης

θ : Fν×1 −→ Fµ×1
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η οποία ορίζεται ως εξής:

θ

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

= A ·

*.........
,

x1
x2
x3
· · ·

· · ·

xν

+/////////
-

4. ΄Οπως ϐρίσκουµε η διάσταση του συνόλου λύσεων είναι

dim(OΛ) = dimFν×1 − dimImθ = ν − rank (A)

∆ες και στην παράγραφο 3.9, στο 9.

5. Καταλήγουµε στο παρακάτω πόρισµα:

Πόρισµα 4.9.1. (α) Το οµογενές γραµµικό σύστηµα έχει ακριβώς µία λύση (αναγκαστικά τη µηδε-

νική λύση ) εάν και µόνο εάν η τάξη του πίνακα Α είναι ίση µε τον αριθµό των αγνώστων.

(ϐ) Το οµογενές γραµµικό σύστηµα έχει παραπάνω από µία λύσεις14 εάν και µόνο εάν ν >
rank (A) δηλαδή ο αριθµός των αγνώστων είναι µεγαλύτερος από την τάξη του πίνακα του

συστήµατος A15.

6. Πως βρίσκουµε το σύνολο λύσεων ενός οµογενούς γραµµικού συστήµατος

6. 1. Βρίσκουµε την τάξη του πίνακα του συστήµατος. Αν η τάξη είναι ίση µε τον αριθµό των αγνώστων

απαντάµε απλά ότι υπάρχει µοναδική λύση η µηδενική (0,0, .....,0).

6. 2. Αν η τάξη του πίνακα είναι µικρότερη του αριθµού των αγνώστων έχουµε πολλές λύσεις. Στο

σύστηµα

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = 0
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = 0

(OΣ)

ο πίνακας του συστήµατος είναι ο

A =

*...........
,

α11 α12 α13 · · · · · · α1ν
α21 α22 α23 · · · · · · α2ν
α31 α32 α33 · · · · · · α3ν
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 αµ2 αµ3 · · · · · · αµν

+///////////
-

και έχει τάξη κ. Σύµφωνα µε προηγούµενο µάθηµα (δες το 4.8 ) ο A έχει ένα τετραγωνικό

υποπίνακα κ × κ µε ορίζουσα διαφορετική του µηδενός, ενώ όλοι οι άλλοι υποπίνακες (κ +
1) × (κ + 1) κλπ έχουν ορίζουσα µηδέν.

14∆εν γράφουµε εδώ άπειρες λύσεις, διότι όπως ϑα µάθετε υπάρχουν και διανυσµατικοί χώροι και γραµµικά συστήµατα µε

συντελεστές από ένα πεπερασµένο σύνολο. Για παράδειγµα στην Πληροφορική χρησιµοποιούµε το πεπερασµένο σύνολο

F2 = {0,1} ως σύνολο συντελεστών. Συνήθως όµως εδώ χρησιµοποιούµε για συντελεστές το σύνολο των πραγµατικών αριθµών

οπότε έχουµε ή µία ή άπειρες λύσεις.
15Αυτό ανταποκρίνεται στη διαίσθησή µας, αν ερµηνεύσουµε τον αριθµό αγνώστων ως ϐαθµούς ελευθερίας και κάθε εξίσωση

(ανεξάρτητη από τις προηγούµενες) ως δεσµεύσεις που πρέπει να υπακούουν οι άγνωστοι.
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6. 3. Επιλέγουµε έναν τετραγωνικό υποπίνακα του A κ × κ µε ορίζουσα διαφορετική του µηδενός

και κρατάµε µόνο αυτές τις εξισώσεις16.

6. 4. Οι άγνωστοι που εµπλέκονται στον τετραγωνικό υποπίνακα παραµένουν στο πρώτο µέλος ενώ

οι άλλοι πάνε στο δεύτερο µέλος.

6. 5. Λύνουµε το σύστηµα µε τη µέθοδο Cramer.

7. Ας δούµε ένα παράδειγµα:

Παράδειγµα 4.9.2. ΄Εστω ότι έχουµε το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

2x + 3y + 6z + 7ω = 0
x + 2y + 9z + 8ω = 0

3x + 5y + 15z + 15ω = 0
6x + 10y + 30z + 30ω = 0

7. 1. Βρίσκουµε ότι ο πίνακας του συστήµατος είναι ο

A =
*....
,

2 3 6 7
1 2 9 8
3 5 15 15
6 10 30 30

+////
-

7. 2. Με τους τρόπους που γνωρίζουµε ϐρίσκουµε ότι η τάξη του πίνακα είναι 2.

7. 3. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα µαθήµατα υπάρχει υποπίνακας 2 × 2 µε ορίζουσα διαφορετική

του µηδενός ενώ όλοι οι υποπίνακες173 × 3 έχουν ορίζουσα µηδέν, όπως και ο A.

7. 4. Επιλέγουµε ένα υποπίνακα 2 × 2 µε ορίζουσα διαφορετική του µηδενός. Ας επιλέξουµε τον

υποπίνακα πάνω αριστερά, οπότε έχουµε µόνο τις δύο εξισώσεις :

2x + 3y + 6z + 7ω = 0
x + 2y + 9z + 8ω = 0

7. 5. Το παραπάνω σύστηµα γίνεται :

2x + 3y = −6z − 7ω
x + 2y = −9z − 8ω

7. 6. Θεωρούµε εδώ ως αγνώστους τα x, y και ως σταθερούς όρους τα −6z − 7ω και −9z − 8ω.

Λύνουµε το συτηµα µε τη µέθοδο Cramer και ϐρίσκουµε x = −15z + 10ω και y = −12z − 9ω

7. 7. ∆ιατυπώνουµε το αποτέλεσµά µας ως εξής:

Το σύνολο λύσεων του συστήµατος είναι το :

Λ = {(x, y, z,ω) ∈ R4 | x = −15z + 10ω, y = −12z − 9ω} =
= (−15z + 10ω,−12z − 9ω, z,ω) =
= (−15z,−12z, z,0) + (10ω,−9ω,0,ω) =
= z(−15,−12,1,0) + ω(10,−9,0,1)

7. 8. Παρατηρούµε άµεσα ότι το σύνολο λύσεων είναι ένας υπόχωρος που παράγεται από δύο

διανύσµατα του R4, τα (−15,−12,1,0) και (10,−9,0,1).

7. 9. Βρίσκουµε µε έλεγχο ότι τα διανύσµατα του R4 τα (−15,−12,1,0) και (10,−9,0,1) είναι γραµ-

µικά ανεξάρτητα και τελικά συµπεραίνουµε ότι το σύνολο λύσεωνΛ του συστήµατος είναι ένας

υπόχωρος του R4 διάστασης 2.

16οι άλλες δεν χρειάζονται γιατί είναι εξαρτηµένες
17Βρείτε τον αριθµό των υποπινάκων 3 × 3 και 2 × 2.
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΄Ασκηση

Να ϐρεθεί το σύνολο λύσεων του συστήµατος:

2x + 3y + 6z − 7ω + 2ξ = 0
x + 2y − 9z − 8ω + 7ξ = 0
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4.10 Η θεµελιώδης αντιστοιχία

1. ΄Οπως έχουµε πει παραπάνω το σύνολο λύσεων κάθε οµογενούς γραµµικού συστήµατος είναι

ένας υπόχωρος. Πιο συγκεκριµένα, αν το σύνολο συντελεστών είναι το F και ο αριθµός των

αγνώστων είναι ν, τότε το σύνολο λύσεων είναι ένας υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου Fν .

2. Αν OΓ είναι το σύνολο των οµογενών γραµµικών συστηµάτων µε ν αγνώστους και συντελεστές από

το F, και Y το σύνολο των υπόχωρων του Fν ορίζεται η απεικόνιση:

L : OΓ −→ Y

όπου σε κάθε οµογενές γραµµικό σύστηµα αντιστοιχίζεται ο υπόχωρος των λύσεων µέσω της L.

3. Αν OΣ ένα οµογενές σύστηµα µε ν µεταβλητές και συντελεστές από το F, ένα στοιχείο του συνόλου

OΓ δηλαδή, τότε το L (OΣ) είναι ο υπόχωρος των λύσεων του οµογενούς γραµµικού συστήµατος

OΣ.

4. Ψάχνουµε τώρα να ϐρούµε αν υπάρχει η αντίστροφη της L.

5. ΄Εστω τώρα A ένας υπόχωρος του Fν . Θέλουµε να ϐρούµε κάποιο οµογενές γραµµικό σύστηµα,

του οποίου το σύνολο λύσεων είναι ο A.

6. Θεωρούµε το σύνολο F1[x1, x2, · · · , xν] των γραµµικών πολυωνύµων το πολύ ϐαθµού ένα µε ν
µεταβλητές της µορφής f (α1,α2,··· ,αν ) = α1 · x1 + · · · + αν · xν + c,αi ∈ F. Το σύνολο αυτό18 είναι

ένας διανυσµατικός χώρος διάστασης ν + 1.

7. Επιλέγουµε19 µία ϐάση {β1, β2, · · · , βµ} του A και ϑεωρούµε το σύνολο

Υ(A) = { f ∈ F1[x1, x2, · · · , xν] | f (βi) = 0, f (0,0, · · · ,0) = 0, i = 1,2, · · · , µ}

8. Το σύνολο Υ(A) είναι, όπως εύκολα διαπιστώνουµε ένας υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου

F1[x1, x2, · · · , xν].

9. Τα στοιχεία του Υ(A) είναι πολυώνυµα πρώτου ϐαθµού, στοιχεία του F1[x1, x2, · · · , xν] της µορφής:

α1 · x1 + · · · + αν · xν .

10. Σύµφωνα µε το παραπάνω σηµείο, µία ϐάση του Υ(A) ϑα αποτελείται από το πολύ ν πολυώνυµα

πρώτου ϐαθµού, στοιχεία του F1[x1, x2, · · · , xν] της µορφής: α1 · x1 + · · · + αν · xν . Τα πολυώνυµα

αυτά σχηµατίζουν ένα οµογενές σύστηµα OΣ για το οποίο ψάχναµε.

΄Ασκηση

∆ίνεται ο υπόχωρος A =< (1,2,3), (4,5,6) > του διανυσµατικού χώρου R3 Να ϐρεθεί γραµµικό σύστηµα

µε 5 εξισώσεις του οποίου το σύνολο λύσεων να είναι ο υπόχωρος αυτός.

18Το c είναι µία σταθερά. Στο µάθηµα αυτό στην πραγµατικότητα µας ενδιαφέρει ο υπόχωρος που λαµβάνεται αν c = 0.
19 Κάθε στοιχείο του A, ταυτίζεται µε το διάνυσµα των συντεταγµένων του
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4.11 Υπόχωροι και γραµµικά συστήµατα

1. Ας δούµε ένα παράδειγµα. Θεωρούµε τον διανυσµατικό χώρο R2 και τον υπόχωρο A =< (2,3) >
αυτού διάστασης 1. Θέλουµε να ϐρούµε το αντίστοιχο σύστηµα OΣ µε τη ϐοήθεια της αντίστροφης

της L.

2. Υποψήφιες εξισώσεις για να ανήκουν στο σύστηµα είναι της µορφής αx + βy, διότι έχουµε δύο

συντεταγµένες.

3. Το γραµµικό οµογενές σύστηµα, που ψάχνουµε είναι το

{OΣ : α · x + β · y = 0 | 2α + 3β = 0 α, β ∈ R}

4. Αυτό που ϐρήκαµε είναι ότι το οµογενές σύστηµα έχει όλες τις εξισώσεις της µορφής α · x+ β · y = 0
µε 2α + 3β = 0. Το σύνολο αυτών των εξισώσεων, όπως έχουµε πει είναι ένας υπόχωρος του

R1[x, y].

5. Στον παραπάνω υπόχωρο των εξισώσεων υπάρχουν άπειρες εξισώσεις. ΄Οµως επειδή αυτός ο

υπόχωρος έχει πεπερασµένη διάσταση αρκεί να ϐρούµε µία ϐάση του. Τη ϐάση αυτή ϐρίσκουµε ως

εξής:

6. ΄Εχουµε 2α + 3β = 0 άρα β = −2
3α και έτσι µία εξίσωση του συστήµατος είναι της µορφής

α · x + (−2
3α) · y = 0 ή 3αx − 2αy = 0.

7. Παρατηρούµε οτι κάθε εξίσωση του συστήµατος είναι πολλαπλάσιο της 3 · x − 2y = 0 και έτσι ϑα

µπορούσαµε ως σύστηµα να έχουµε µόνο αυτή την εξίσωση. Στην πραγµατικότητα έχουµε µία ϐάση

του Υ(A).

8. Αυτό που γίνεται σχεδόν πάντα, όταν ψάχνουµε για τον υπόχωρο Υ(A) είναι να δίνουµε τελικά µία

ϐάση του υπόχωρου αυτού και αυτό είναι το Ϲητούµενο γραµµικό οµογενές σύστηµα.

9. Οι γραµµοπράξεις αλλάζουν τη ϐάση του υπόχωρου Υ(A), αλλά δεν αλλάζουν τον Υ(A). Με

γραµµοπράξεις ϕροντίζουµε να ϕέρουµε τον Υ(A), δηλαδή τη ϐάση του σε µία «καλή» µορφή για

να είναι εύκολη η επίλυσή του. Μία από αυτές τις καλές µορφές είναι η ανηγµένη µορφή για την

οποία ϑα µιλήσουµε σε άλλα µαθήµατα.

Ασκήσεις

1. Για τον υπόχωρο A =< (1,2,3) > του R3 να ϐρείτε το Υ(A).

2. ∆ίνεται ο υπόχωρος B =< (1,2,3), (4,5,6), (7,8,9) > του διανυσµατικού χώρου R3. Να ϐρεθεί ο

Υ(B).

3. ∆ίνεται ο υπόχωρος Γ =< (1,2,3), (0,4,5), (0,0,6) > του διανυσµατικού χώρου R3. Να ϐρεθεί ο

Υ(Γ).

4. Γράψτε ότι σκέψεις και παρατηρήσεις κάνετε σχετικά µε τα παραπάνω.
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4.12 Οµογενή & µη οµογενή γραµµικά συστήµατα

1. Θεωρούµε ένα οµογενές γραµµικό σύστηµα OΣ και τον πίνακα του συστήµατος.

2. Μελετήστε προσεκτικά την παράγραφο 1.3.

3. Μελετήστε ξανά τη µέθοδο για να κάνουµε ένα τυχαίο πίνακα ανηγµένο κλιµακωτό.

4. Κάνουµε γραµµοπράξεις στον πίνακα του συστήµατος OΣ και τον κάνουµε ανηγµένο κλιµακωτό.

5. Ο ανηγµένος κλιµακωτός αυτός πίνακας µας δίνει ένα ϕαινοµενικά διαφορετικό οµογενές γραµµικό

σύστηµα, που έχει όµως ως σύνολο λύσεων τον ίδιο υπόχωρο A.

6. Οι εξισώσεις του αρχικού οµογενούς γραµµικού συστήµατος παράγουν τον υπόχωρο Υ(A).

7. Οι εξισώσεις που ϐρίσκουµε από τον ανηγµένο κλιµακωτό πίνακα παράγουν επίσης τον υπόχωρο

Υ(A).

΄Ασκηση

∆ίνεται το οµογενές γραµµικό σύστηµα:

x + 2y + 3z = 0
4x + 5y + 6z = 0
7x + 8y + 9z = 0

1. Να ϐρεθεί ο πίνακας A του συστήµατος και η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του.

2. Να ϐρεθεί το σύνολο λύσεων A του συστήµατος, να αποδειχθεί ότι είναι υπόχωρος και να ϐρεθεί

µία ϐάση του.

3. Να ϐρεθεί ο υπόχωρος Υ(A) των γραµµικών εξισώσεων αντίστοιχος του A.

Μη-οµογενή γραµµικά συστήµατα

Αρχίζουµε τη µελέτη των µη-οµογενών γραµµικών συστηµάτων

1. Θεωρούµε το παρακάτω σύστηµα

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = β1
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = β2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = βµ

(Σ)

Το σύστηµα αυτό είναι γραµµικό µε µ εξισώσεις και ν µεταβλητές. Αν όλα τα βi, i = 1,2, · · · , µ είναι

µηδέν, τότε το σύστηµα είναι οµογενές και αντιµετωπίζεται σύµφωνα µε τα προηγούµενα µαθήµατα.

Αν κάποιο από τα βi, i = 1,2, · · · , µ είναι διαφορετικό του µηδενός, τότε το σύστηµα είναι µη-
οµογενές.

2. Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα 3.10.1 αν A ο πίνακας του συστήµατος και Γ ο επαυξηµένος πίνακας, το

σύστηµα έχει (τουλάχιστον µία ) λύση εάν και µόνο εάν η τάξη του A είναι ίση µε την τάξη του Γ.
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3. Για κάθε σύστηµα όπως παραπάνω έχουµε και το αντίστοιχο οµογενές:

α11 · x1 + α12 · x2 + · · · + α1ν · xν = 0
α21 · x1 + α22 · x2 + · · · + α2ν · xν = 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

αµ1 · x1 + αµ2 · x2 + · · · + αµν · xν = 0

(OΣ)

4. Το (OΣ) προκύπτει από το (Σ) εάν ϑέσουµε κάθε βi, i = 1,2, · · · , µ ίσο µε µηδέν.

5. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα το σύνολο λύσεων του (OΣ) είναι ένας υπόχωρος A20 και έχουµε

δει τρόπους να ϐρούµε µία ϐάση του υπόχωρου αυτού.

6. Παραθέτουµε χωρίς απόδειξη το παρακάτω ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 4.12.1. ΄Εστω (ξ1, ξ2, · · · , ξν) και (π1, π2, · · · , πν) δύο λύσεις του συστήµατος (Σ). Τότε

η διαφορά (ξ1 − π1, ξ2 − π2, · · · , ξν − πν) είναι λύση του οµογενούς συστήµατος (OΣ).

Η απόδειξη του ϑεωρήµατος γίνεται µε απλή επιβεβαίωση.

7. Το παραπάνω ϑεώρηµα µας λέει ότι το σύνολο λύσεων του (Σ) είναι το εξής:

(ξ1, ξ2, · · · , ξν) + A = {(ξ1, ξ2, · · · , ξν) + (a1,a2, · · · ,aν) | (a1,a2, · · · ,aν) ∈ A}

όπου (ξ1, ξ2, · · · , ξν) µία οποιαδήποτε λύση του αρχικού συστήµατος (Σ) και (a1,a2, · · · ,aν) µία

λύση του αντίστοιχου οµογενούς (OΣ).

8. Αν το γραµµικό σύστηµα δεν είναι οµογενές, τότε το σύνολο λύσεων δεν είναι ϐέβαια ένας υπόχω-

ϱος, αλλά ένα σύνολο που γεωµετρικά λαµβάνεται αν « µετακινήσουµε» έναν υπόχωρο κατά µήκος

ή παράλληλα, όπως λέµε, προς ένα διάνυσµα (µιας λύσης του (Σ) ).

΄Ασκηση

∆ίνεται το γραµµικό σύστηµα (Σ):
x + 2y + 3z = 6

4x + 5y + 6z = 15
7x + 8y + 9z = 24

1. Να ϐρεθεί ο πίνακας A του συστήµατος και ο επαυξηµένος πίνακας Γ.

2. Να εξετασθεί εάν το (Σ) έχει λύσεις.

3. Να ϐρεθεί το σύνολο λύσεων του (Σ).

4. Να σχολιασθεί η ϕύση του συνόλου λύσεων του (Σ).

20 Για λόγους συµβολισµού συµβολίζουµε µε το ίδιο γράµµα A και τον πίνακα του συστήµατος και το σύνολο λύσεων του

οµογενούς συστήµατος αν και δεν είναι απαραίτητο.
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4.13 Σύµπλοκα υπόχωρων

1. ∆ίνουµε τον παρακάτω ορισµό:

Ορισµός 4.13.1. ΄Εστω A ένας υπόχωρος του διανυσµατικού χώρου V και x ∈ V. Το σύνολο

{x + α,α ∈ A}

ϑα το λέµε σύµπλοκο21 του υπόχωρου A µε αντιπρόσωπο το x ή επίσης πλευρική κλάση του
υπόχωρου A µε αντιπρόσωπο x και ϑα το συµολίζουµε µε x + A.

2. Σύµφωνα µε τα προηγούµενα µαθήµατα:

το σύνολο λύσεων ενός γραµµικού συστήµατος (αν έχει το σύστηµα λύσεις) είναι σύµπλοκο του

υπόχωρου των λύσεων του αντιστοίχου οµογενούς συστήµατος µε αντιπρόσωπο µία λύση του συ-

στήµατος.

3. Ισχύει και το αντίστροφο: Αν x + A ένα οποιοδήποτε σύµπλοκο τότε υπάρχει κάποιο γραµµικό

σύστηµα του οποίου το σύνολο λύσεων είναι το σύµπλοκο αυτό.

4. Αν x ∈ A, τότε εύκολα αποδεικνύεται22 ότι x + A = A.

5. Κάθε σύµπλοκο x+ A είναι ένας «µετατοπισµένος» υπόχωρος µέσα στον διανυσµατικό χώρο V κατά

µήκος του x.

6. Ισχύει το παρακάτω23 :

x + A = y + A⇐⇒ x − y ∈ A

Αυτό µας λέει ότι δύο σύµπλοκα x + A και y + A είναι ίσα εάν και µόνο εάν η διαφορά x − y των

αντιπροσώπων τους ανήκει στον υπόχωρο

7. ΄Εστω x + A και y + A δύο σύµπλοκα. Τότε

7. 1. Είτε24 x + A = y + A , οπότε σύµφωνα µε το παραπάνω x − y ∈ A

7. 2. Είτε (x + A) ∩ (y + A) = ∅

8. Το παραπάνω σηµείο µας λέει ότι αν ϕαντασθούµε ένα σύµπλοκο ως γεωµετρικό αντικείµενο µέσα

στον διανυσµατικό χώρο, τότε δύο σύµπλοκα είτε ϑα συµπίπτουν είτε ϑα έχουν τοµή το κενό σύνολο

(ϑα είναι δηλαδή παράλληλα).

4.13.1 Ο χώρος-πηλίκο

1. ΄Εστω V ένας διανυσµατικός χώρος και A ένας υπόχωρος αυτού. Στο σύνολο των συµπλόκων του A
εισάγουµε τις πράξεις25:

(x + A) + (y + A) = (x + y) + A, x, y ∈ V

και

λ · (x + A) = λ · x + A, λ ∈ F
21Στα αγγλικά ο όρος είναι coset.
22Προσπαθήστε να το αποδείξετε.
23Προσπαθήστε να το αποδείξετε.
24Προσπαθήστε να το αποδείξετε.
25Πρέπει να αποδείξετε ότι οι πράξεις είναι καλά ορισµένες.
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2. Με τις παραπάνω πράξεις το σύνολο των συµπλόκων του υπόχωρου A, γίνεται ένας διανυσµατικός

χώρος, συµβολίζεται µε V/A και ονοµάζεται χώρος-πηλίκο.

3. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το µηδενικό στοιχείο του χώρου αυτού είναι το 0+A = A, δηλαδή κατά κάποιο

τρόπο ο χώρος-πηλίκο V/A λαµβάνεται από τον αρχικό χώρο αν συρρικνώσουµε τον υπόχωρο A σε

σηµείο26.

4. Εύκολα αποδεικνύουµε ότι η απεικόνιση:

V −→ V/A, x 7−→ x + A

είναι γραµµική απεικόνιση µε Ker = A και Im = V/A και από γνωστό ϑεώρηµα των προηγουµένων

µαθηµάτων έχουµε ότι

dim(V/A) = dimV − dimA

Ασκήσεις

1. Αποδείξτε λεπτοµερώς τα σηµεία 3 και 4 της παραγράφου 4.13.

2. ∆ίνεται ο υπόχωρος A = {(x, y, z) | x + 2y + 3z = 0} του (R3,+, ·). Να ϐρεθεί µία ϐάση του

διανυσµατικού χώρου R3/A.

26Αφήστε λίγο τη ϕαντασία σας ελεύθερη.
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4.14 Ο χώρος-πηλίκο - µέρος ΙΙ

1. ΄Οπως είδαµε στο προηγούµενο µάθηµα αν A ένας υπόχωρος ενός διανυσµατικού χώρου V τότε

το σύνολο των συµπλόκων του µπορεί να λάβει τη δοµή ενός διανυσµατικού χώρου.

2. Οι πράξεις ορίζονται ως εξής:

(x + A) + (y + A) = (x + y) + A, x, y ∈ V

και

λ · (x + A) = λ · x + A, λ ∈ F

3. Οι παραπάνω πράξεις πρέπει να αποδειχθεί27 ότι είναι καλά ορισµένες.

Καλά ορισµένες πράξεις σηµαίνει ότι το αποτέλεσµα της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού δεν

εξαρτάται από τον αντιπρόσωπο αλλά από το ίδιο το σύµπλοκο. Πιο αυστηρά έχουµε το εξής:

3. 1. Αν x1 + A = x2 + A και y1 + A = y2 + A τότε (x1 + A) + (y1 + A) = (x2 + A) + (y2 + A)

3. 2. Αν x1 + A = x2 + A και λ ∈ F, τότε λ · (x1 + A) = λ · (x2 + A)

4. ∆ιάσταση του χώρου-πηλίκο V/A

4. 1. Βρίσκουµε µία ϐάση {α1,α2, · · · ,ακ} του υπόχωρου A.

4. 2. Η παραπάνω ϐάση µπορεί να επεκταθεί σε µία ϐάση {α1,α2, · · · ,ακ, β1, β2, · · · , βλ } του

χώρου

4. 3. Ισχυρισµός: Μία ϐάση του V/A είναι η {β1 + A, β2 + A, · · · , βλ + A}.
Για να αποδείξουµε τον ισχυρισµό αρκεί να αποδείξουµε ότι τα παραπάνω διανύσµατα του V/A
είναι γραµµικά ανεξάρτητα και παράγουν τον χώρο.

4. 3. 1. ΄Εστω ξ1 · (β1 + A) + ξ2 · (β2 + A) + · · · ξλ · (βλ + A) = A.
Από28 τις ιδιότητες των πράξεων συµπλόκων έχουµε

(ξ1 · β1 + ξ2 · β2 + · · · ξλ · βλ ) + A = A

Από τις ιδιότητες των συµπλόκων έχουµε ότι

(ξ1 · β1 + ξ2 · β2 + · · · ξλ · βλ ) ∈ A

Βρήκαµε ότι το στοιχείο ξ1 · β1 + ξ2 · β2 + · · · ξλ · βλ ) είναι ένα στοιχείο του υπόχωρου

Α. Επειδή το σύνολο {α1,α2, · · · ,ακ} είναι µία ϐάση του υπόχωρου Α, ϑα έχουµε ότι

υπάρχουν συντελεστές µ1, µ2, · · · , µκ µε

ξ1 · β1 + ξ2 · β2 + · · · + ξλ · βλ = µ1 · α1 + · · · + µκ · ακ

ή

ξ1 · β1 + ξ2 · β2 + · · · + ξλ · βλ − µ1 · α1 − · · · − µκ · ακ = 0

Τώρα γνωρίζουµε ότι το σύνολο {α1,α2, · · · ,ακ, β1, β2, · · · , βλ } είναι µία ϐάση του χώρου

V , άρα όλοι οι συντελεστές είναι µηδέν. Εµείς για να αποδείξουµε αυτό που ϑέλουµε

µας αρκεί ότι οι συντελεστές ξ1, ξ2, · · · , ξλ είναι όλοι µηδέν.

27Σας προτρέπω να κάνετε λεπτοµερείς αποδείξεις
28Μην ξεχνάµε ότι το µηδενικό στοιχείο του χώρου V/A είναι το Α.
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4. 3. 2. ΄Εστω x + A ένα οποιοδήποτε στοιχείο του V/A. Το x είναι ένα στοιχείο του χώρου V .

Επειδή το σύνολο

{α1,α2, · · · ,ακ, β1, β2, · · · , βλ }

είναι µία ϐάση του V ϑα έχουµε

x = σ1 · α1 + σ2 · α2 + · · · + σκ · ακ + ρ1 · β1 + ρ2 · β2 + · · · + ρλ · βλ

άρα

x + A = (σ1 · α1 + σ2 · α2 + · · · + σκ · ακ + ρ1 · β1 + ρ2 · β2 + · · · + ρλ · βλ ) + A

δηλαδή

x + A = (σ1 · α1 + A) + (σ2 · α2 + A) + · · · + (σκ · ακ + A)+
+(ρ1 · β1 + A) + (ρ2 · β2 + A) + · · · + (ρλ · βλ + A)

΄Οµως το σύνολο {α1,α2, · · · ,ακ} είναι µία ϐάση του Α, άρα αi + A = A, i = 1,2, · · · , κ
είναι δηλαδή το µηδενικό στοιχείο του χώρου. Τελικά έχουµε:

x+A = (ρ1 · β1+A)+ (ρ2 · β2+A)+ · · ·+ (ρλ · βλ+A) = ρ1 · (β1+A)+ · · ·+ ρλ · (βλ+A)

Το τελευταίο δείχνει ότι ο χώρος V/A παράγεται από το σύνολο

(ρ1 · β1 + A) + (ρ2 · β2 + A) + · · · + (ρλ · βλ + A)

4. 4. Από τα παραπάνω ϐρίσκουµε ότι dim(V/A) = dimV − dimA

5. ΄Εστω29 f : V1 −→ V2, τότε ορίζεται ο χώρος -πηλίκο V1/Ker f . Επι πλέον η απεικόνιση

f ∗ : V1/Ker f −→ Im f , µϵ f ∗(x + Ker f ) = f (x)

είναι γραµµική 1−1 και επί, δηλαδή ισοµορφισµός διανυσµατικών χώρων. ΄Οπως όµως γνωρίζουµε,

δύο διανυσµατικοί χώροι είναι ισόµορφοι εάν και µόνο εάν έχουν την ίδια διάσταση. Τελικά

dim(V1/Ker f ) = dim(V1) − dim(Ker f ) = dim(Im f )

Ξαναβρίσκουµε έτσι το γνωστό ϑεώρηµα που είχαµε συναντήσει στο 3.8.2.

6. Ρίξτε µια µατιά και εδώ για ευρύτερη µελέτη.

Ασκήσεις

1. ΄Εστω A και B δύο διακεκριµένοι (δηλαδή A∩B = ∅ ) διανυσµατικοί χώροι µε συντελεστές από το F.
Κατασκευάζουµε ένα νέο διανυσµατικό χώρο Γ ως εξής Γ = {(α, β),α ∈ A, β ∈ B} Εφοδιάζουµε

το παραπάνω σύνολο Γ µε τις πράξεις :

(α) (α1, β1) + (α2, β2) = (α1 + α2, β1 + β2)
(ϐ) λ · (α, β) = (λ · α, λ · β)

∆είξτε ότι το αποτέλεσµα είναι ένας νέος διανυσµατικός χώρος30.

2. ∆είξτε ότι οι απεικονίσεις A −→ A ⊕ B, µϵ α 7→ (α,0B)
και B −→ A ⊕ B, µϵ β 7→ (0A, β) είναι γραµµικές και 1 − 131.

3. Να γράψετε τον ορισµό του ανηγµένου κλιµακωτού πίνακα και να δώσετε δύο παραδείγµατα.

29Το Θεώρηµα αυτό ονοµάζεται Πρώτο ϑεώρηµα ισοµορφισµών ∆ιανυσµατικών χώρων. Το Θεώρηµα αυτό µε τις κατάλληλες

τροποποιήσεις συναντάται και σε άλλες δοµές, όπως ∆ακτυλίους και Οµάδες
30Ο νέος αυτός ∆ιανυσµατικός χώρος λέγεται εξωτερικό ευθύ άθροισµα των A και B και συµβολίζεται A ⊕ B.
31Αυτό µας επιτρέπει να ταυτίζουµε τον υπόχωρο {(α,0),α ∈ A} µε τον Α.
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