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Το θεώρηµα του Green 
 

          Υπενθυµίζουµε ότι µια απλή κλειστή καµπύλη [ ] 2: ,a b Rσ →  είναι µια 

κλειστή καµπύλη ( ( ) ( )a bσ σ= ) ώστε ο περιορισµός [ ),a bσ  να είναι 1 1−  

απεικόνιση. 
Μια απλή κλειστή καµπύλη του επιπέδου ονοµάζεται και καµπύλη Jordan. 
Είναι ένα βαθύ τοπολογικό θεώρηµα που ανήκει στον Jordan ότι:  
Κάθε απλή κλειστή καµπύλη σ  του επιπέδου αποσυνδέει το επίπεδο, δηλαδή το 
σύνολο [ ]2R σ−  είναι ένωση δύο ξένων ανοικτών και συνεκτικών συνόλων Α και Β 

ώστε το ένα είναι φραγµένο και το άλλο µη φραγµένο. Το φραγµένο σύνολο 
ονοµάζεται και εσωτερικό και το µη φραγµένο εξωτερικό της καµπύλης. 
Ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο του 2R  ονοµάζεται και χωρίο Jordan αν είναι 
το εσωτερικό µιας καµπύλης Jordan  του επιπέδου. Είναι βέβαια σαφές ότι ένα χωρίο 
Jordan  είναι απλά συνεκτικό ( δηλαδή δεν έχει τρύπες). 
Υπενθυµίζουµε ότι όλες οι καµπύλες που θεωρούµε ( ειδικότερα σε σχέση µε 
επικαµπύλια ολοκληρώµατα ) είναι κατά τµήµατα συνεχώς διαφορίσιµες. 
 
          Ένα ανοικτό και φραγµένο υποσύνολο 2D R⊆  θα λέµε ότι έχει κατά τµήµατα 
οµαλό σύνορο, αν το σύνορο του D∂  αποτελείται από ένα πεπερασµένο πλήθος 
απλές κλειστές καµπύλες οι οποίες είναι ξένες ανά δύο. Στην περίπτωση που το D  
είναι επί πλέον συνεκτικό το σύνορο του D  αποτελείται από µια εξωτερική καµπύλη 

0c  και κάποιες εσωτερικές καµπύλες 1 2, ,..., Nc c c  ( 0 1 ... ND c c c∂ = ∪ ∪ ∪ ). Όταν 

ολοκληρώνουµε µια συνάρτηση πάνω στο σύνορο D∂  του D   οι εσωτερικές 
καµπύλες 1 2, ,..., Nc c c  προσανατολίζονται αρνητικά και η εξωτερική καµπύλη 0c  

προσανατολίζεται θετικά (αντιωρολογιακά), δηλαδή ούτως ώστε να αφήνουν το 
σύνολο D  στα αριστερά των. 
Η σύµβαση αυτή δηλώνεται συµβολικά γράφοντας 0 1 2 ... ND c c c c∂ = − − − −  

υπονοώντας µε τον τρόπο αυτό τον τρόπο που γίνεται η ολοκλήρωση επί του D∂ . 
         Παρατήρηση Με διαφορετική ορολογία ένα φραγµένο ανοικτό και συνεκτικό 
υποσύνολο του επιπέδου µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο είναι ένα ανοικτό και 
συνεκτικό πολλαπλά συνεκτικό υποσύνολο του 2R  του οποίου το σύνορο 
αποτελείται από ένα πεπερασµένο σύνολο καµπύλων Jordan. ∆ηλαδή ένα ανοικτό 
συνεκτικό υποσύνολο του 2R  που φράσσεται από ένα πεπερασµένο σύνολο 
καµπύλων Jordan. 
∆ιαισθητικά ένας τόπος του 2R  ( ανοικτό και συνεκτικό σύνολο) είναι πολλαπλά 
συνεκτικός αν έχει ένα πεπερασµένο αριθµό από τρύπες. Έτσι διακρίνουµε τους 
πολλαπλά συνεκτικούς τόπους σε τόπους συνεκτικότητας n , 1n ≥ , αν έχουν 1n −  
αριθµό από τρύπες 

 
 
Τόπος συνεκτικότητας 4         Τόπος συνεκτικότητας 5           Τόπος συνεκτικότητας 1                                                                                                          
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                                                                                                     δηλ. απλά συνεκτικός  
         Παραδείγµατα  
( ) ( )a bσ σ=               Β= εξωτερικό της σ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                       [ ] 2: ,a b Rσ →  καµπύλη Jordan  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ένα ανοικτό συνεκτικό και φραγµένο σύνολο µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο 
 
Με τις παραπάνω συµβάσεις το θεώρηµα του Green διατυπώνεται ως ακολούθως. 
 
         25.1 Θεώρηµα ( του Green ). Έστω 2D R⊆  ένα ανοικτό συνεκτικό και 
φραγµένο σύνολο του οποίου το σύνορο D∂  είναι κατά τµήµατα οµαλό. 
Αν p  και q  είναι πραγµατικές συναρτήσεις οι οποίες είναι ορισµένες και 1C  σε µια 

περιοχή του D , τότε ισχύει ο τύπος:  

                                      ( )
D D

q p
pdx qdy dxdy

x y∂

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫ ∫ . 

Όπου, αν 0 1 ... ND c c c∂ = − − − , τότε το αριστερό µέλος της παραπάνω ισότητας 

ισούται µε ( ) ( ) ( )
0

1
k

N

kD c c

pdx qdy pdx qdy pdx qdy
=∂

+ = + − +∑∫ ∫ ∫ . 

          ∆εν θα δώσουµε πλήρη απόδειξη του θεωρήµατος του Green. Θα αποδείξουµε 
όµως τον αναλυτικό πυρήνα αυτού του σηµαντικού αποτελέσµατος ο οποίος 
εντοπίζεται στην περίπτωση που το D  είναι ένα ανοικτό στοιχειώδες χωρίο . Ένα 



 260

ανοικτό στοιχειώδες χωρίο είναι βέβαια απλά συνεκτικός τόπος που φράσσεται από 
µια καµπύλη Jordan.  
 
         25.2 Λήµµα Έστω 2D R⊆  ένα ανοικτό χωρίο τύπου 1 και D∂  το σύνορό του. 

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση p  είναι 1C  σε µια περιοχή του D . Τότε               

                                                 
D D

p
pdx dxdy

y∂

∂
= −

∂∫ ∫   

( όπου 
D D

pdx pdx qdy
∂ ∂

= +∫ ∫  µε 0q = ). 

       Απόδειξη:  
 

Υποθέτουµε ότι το D  περιγράφεται από τις 
σχέσεις a x b≤ ≤ , ( ) ( )1 2x y xϕ ϕ≤ ≤ , όπου 

[ ]1 2, : ,a b Rϕ ϕ →  είναι 1C  συναρτήσεις µε  

( ) ( )1 2x xϕ ϕ≤  για κάθε ( ),x a b∈ . 

Το σύνορο D∂  του D  είναι µια θετικά 
προσανατολισµένη καµπύλη η οποία σύµφωνα 
µε το σχήµα γράφεται ως  

( ) ( )1 2 3 4D σ σ σ σ∂ = + + − + −  ( το πρόσηµο −  

δηλώνει την αντίθετη  καµπύλη ) , όπου 1 2 3 4, , ,σ σ σ σ  είναι οι καµπύλες: 

( ) ( )( )1 1,t t tσ ϕ= , [ ],t a b∈ , ( ) ( )2 ,t b tσ = , ( ) ( )1 2,t b bϕ ϕ∈   , ( ) ( )( )3 2,t t tσ ϕ= , 

[ ],t a b∈ , ( ) ( )4 ,t a tσ = , ( ) ( )1 2,t a aϕ ϕ∈   .  

Από το θεώρηµα του Fubini µπορούµε να υπολογίσουµε το διπλό ολοκλήρωµα ως 
ένα διαδοχικό ολοκλήρωµα  και µετά να χρησιµοποιήσουµε το θεµελιώδες θεώρηµα 
του Απειροστικού Λογισµού: 

 (1) ( ) ( )
( )

( )2

1

, ,
xb

D a x

p p
x y dxdy x y dy dx

y y

ϕ

ϕ

 ∂ ∂
 =
 ∂ ∂ 

∫ ∫ ∫ = ( )( ) ( )( )2 1, ,
b

a

p x x p x x dxϕ ϕ − ∫  

Από την άλλη µεριά θα έχουµε: 
1 2 3 4D

pdx pdx pdx pdx pdx
σ σ σ σ∂

= + − −∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Αφού το x  είναι σταθερό πάνω στα ίχνη των καµπύλων 2σ  και 4σ  θα έχουµε 

2 4

0pdx pdx
σ σ

= =∫ ∫ .  

Πράγµατι,  ( )( ) ( )
( )

( )2

2 1

, ,0 0,1 0
b

b

pdx p b t dt
ϕ

σ ϕ

= ⋅ =∫ ∫ , οµοίως 
4

0pdx
σ

=∫  ( Η φυσική 

ερµηνεία του µηδενισµού αυτών των ολοκληρωµάτων είναι ότι αν π.χ. η ( )( ), ,0p x y  

θεωρηθεί ως δύναµη που µετακινεί το σηµείο εφαρµογής της κατά µήκος του 

κατακόρυφου ευθύγραµµου τµήµατος ( )( ) ( )( )1 2, , ,b b b bϕ ϕ    τότε δεν παράγει έργο 

αφού είναι κάθετη σε αυτό.) 

Επίσης θα έχουµε: ( )( )( ) ( )( )
1

'
1 1, ,0 1,

b

a

pdx p t t t dt
σ

ϕ ϕ= ⋅ =∫ ∫ ( )( )1,
b

a

p t t dtϕ∫ =  
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( )( )1,
b

a

p x x dxϕ∫  

( )( )( ) ( )( )
3

'
2 2, ,0 1,

b

a

pdx p t t t dt
σ

ϕ ϕ= ⋅ =∫ ∫ ( )( )2,
b

a

p t t dtϕ∫ = ( )( )2,
b

a

p x x dxϕ∫ . 

Εποµένως, (2)  

( )( ) ( )( )1 2, ,
b b

D a a

pdx p x x dx p x x dxϕ ϕ
∂

= −∫ ∫ ∫ = ( )( ) ( )( )1 2, ,
b

a

p x x p x x dxϕ ϕ − ∫ . 

Έπεται από τις (1) και (2) ότι 
D D

p
pdx dxdy

y∂

∂
= −

∂∫ ∫ . 

 
Σηµειώνουµε ότι µπορεί να αποδειχθεί και το ανάλογο του παραπάνω Λήµµατος µε 
τους ρόλους των x  και y  αντεστραµµένους. 
 
         25.3 Λήµµα Έστω D  ένα ανοικτό χωρίο τύπου 2 µε σύνορο το D∂ . Αν η 

συνάρτηση q  είναι 1C  σε µια περιοχή του D , τότε 
D D

q
qdy dxdy

x∂

∂
=

∂∫ ∫ . 

Η απόδειξη αυτού του Λήµµατος είναι όµοια µε την προηγούµενη και έτσι 
παραλείπεται. Σηµειώνουµε µόνο ότι το αρνητικό πρόσηµο απουσιάζει στην 
περίπτωση αυτή, εφόσον η αντιστροφή των ρόλων των  x  και y  σηµαίνει και 
αλλαγή του προσανατολισµού του επιπέδου. 
 
         Ένα παράδειγµα χωρίου τύπου 2 και η διάσπαση του θετικά 
προσανατολισµένου συνόρου του σε προσανατολισµένες επί µέρους καµπύλες. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ) ( ) ( ){ }1 2, :  και D x y c y d y x yψ ψ= < < < <  

( ) ( )( )1 1 ,t t tσ ψ= , [ ],t c d∈ , ( ) ( )2 ,t t cσ = , ( ) ( )1 2,t c cψ ψ∈    

( ) ( )( )3 2 ,t t tσ ψ= , [ ],t c d∈ , ( ) ( )4 ,t t dσ = , ( ) ( )1 2,t d dψ ψ∈    

                                       1 2 3 4D σ σ σ σ∂ = − + + −  

 
Από τα προηγούµενα 2 λήµµατα λαµβάνοµε αµέσως την ακόλουθη ειδική αλλά 
σηµαντική περίπτωση του θεωρήµατος του Green.  
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         25.4 Πρόταση ( Green) Έστω D  ένα ανοικτό χωρίο τύπου 3 και D∂  το 
σύνορό του. Υποθέτουµε ότι οι πραγµατικές συναρτήσεις p  και q  είναι 1C  σε µια 

περιοχή του D .  Τότε 
D D

q p
pdx qdy dxdy

x y∂

 ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ 

∫ ∫ . 

 
        Παρατηρήσεις 1) Ο παραπάνω τύπος αποδεικνύεται µε λίγο περισσότερη 
δουλειά και για στοιχειώδη χωρία που είναι είτε του τύπου 1 ή του τύπου 2. 
Περαιτέρω αποδεικνύεται – µε µη τετριµµένα γεωµετρικά επιχειρήµατα – ότι ένα 
ανοικτό συνεκτικό και φραγµένο σύνολο µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο (    που 
είναι για εµάς η γενική περίπτωση του θεωρήµατος του Green ) διασπάται σε ένα 
πεπερασµένο πλήθος από στοιχειώδη χωρία 1,..., mD D , που το καθένα είναι είτε 

τύπου 1 είτε τύπου2 κατά τέτοιο τρόπο ώστε,  

                                          (
1

k

m

kD D=

=∑∫ ∫  και 
1

k

m

kD D=∂ ∂

=∑∫ ∫ ) 

Το θεώρηµα του Green εφαρµόζεται στο καθένα από τα kD , 1 k m≤ ≤  και ο τύπος 

του Green  έπεται στην γενική περίπτωση προσθέτοντας τα αποτελέσµατα. Σύµφωνα 
µε την παρατήρηση 3 παρακάτω  η διάσπαση του D  αρκεί να γίνει στην περίπτωση 
που το D  είναι χωρίο Jordan. 
 
Οι παραπάνω δύο εξισώσεις αποδεικνύονται εύκολα ( στην περίπτωση της διάσπασης 
του D  σε στοιχειώδη χωρία 1,..., mD D ). 

Αρκεί να παρατηρήσουµε αν τα kD  και Dλ  µε 1 k mλ≤ < ≤  έχουν ένα κοινό τµήµα 

στο σύνορό τους ( τα εσωτερικά τους είναι βέβαια ξένα ) τότε το τµήµα αυτό 
εµφανίζεται µε διαφορετικό προσανατολισµό και απλοποιείται στο  άθροισµα 

1
k

m

k D= ∂

∑ ∫ ( πρβλ και την παρατήρηση (3)). 

 
2) Το θεώρηµα του Green είναι πολύ σηµαντικό εφόσον συνδέει ένα επικαµπύλιο 
ολοκλήρωµα (β΄ είδους ) πάνω στο σύνορο ενός χωρίου του επιπέδου µε ένα διπλό 
ολοκλήρωµα στο εσωτερικό του χωρίου. Σε πολλές περιπτώσεις είναι ευκολότερο να 
υπολογίσουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα απ’ ότι το διπλό ολοκλήρωµα. 
Το θεώρηµα του Green θεωρείται και αυτό όπως και το θεώρηµα 22.5 της σελίδας 
227 ένα ανάλογο του θεµελιώδους θεωρήµατος του Απειροστικού Λογισµού. 
Πράγµατι αν RΙ ⊆  διάστηµα, ,a b R∈  µε a b<  και :F RΙ →  1C  συνάρτηση τότε 

όπως γνωρίζουµε ( ) ( ) ( )'
b

a

F t dt F b F a= −∫ . 

Εδώ το σύνορο του [ ],D a b=  είναι το δισύνολο { },a b . 

Θα πρέπει να τονίσουµε ότι αν και αποδείξαµε το θεώρηµα του Green στην ειδική 
περίπτωση ενός στοιχειώδους χωρίου ( τύπου 3),  τα χωρία τα οποία εµφανίζονται 
στην πράξη είναι στις περισσότερες περιπτώσεις εύκολο να χωρισθούν σε στοιχειώδη 
χωρία ούτως ώστε να εφαρµόζεται η παρατήρηση (1). 
 
3) Ιδιαίτερα το θεώρηµα του Green ισχύει για ένα ανοικτό και συνεκτικό υποσύνολο 

2D R⊆  που φράσσεται από µια καµπύλη Jordan 0c , δηλαδή D  είναι χωρίο Jordan 

και άρα απλά συνεκτικός τόπος.  



 263

Αξίζει να σηµειωθεί ότι η γενικότερη περίπτωση που το D  είναι πολλαπλά 
συνεκτικός τόπος ( που φράσσεται από πεπερασµένο πλήθος καµπύλων Jordan ) 
ανάγεται στην περίπτωση του απλά συνεκτικού τόπου ( που φράσσεται από µια 
καµπύλη Jordan ). 
Έτσι αν ο D  είναι τόπος συνεκτικότητας n  ( µε 1n ≥ ) τότε µπορούµε µε 1n −  
«κοψίµατα» ( crosscuts )  να το µετατρέψουµε σε απλά συνεκτικό τόπο.  Τα 
κοψίµατα αυτά µπορούν να επιλεγούν να είναι 1C  απλές καµπύλες . Το σχήµα εξηγεί 
γεωµετρικά πως µπορεί να γίνει αυτό. 

 
 
 
 
 
 
Ένας τόπος συνεκτικότητας 3 
 
 
 
 
 

Επειδή το πρόσηµο του επικαµπυλίου ολοκληρώµατος δευτέρου είδους αλλάζει όταν 
η κατεύθυνση της ολοκλήρωσης αλλάζει, έπεται ότι τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα 
πάνω στις καµπύλες που «κόβουν» το D  αλληλοαναιρούνται. Έτσι τα µόνα 
ολοκληρώµατα που «επιβιώνουν»  είναι αυτά πάνω στο σύνορο του D , που στο 
σχήµα µας είναι το 0 1 2D c c c∂ = − − . 

Είναι σαφές ότι αν εξαιρέσουµε από το D  τα ίχνη των καµπύλων ,γ δ , που 

«κόβουν» το D , τότε το [ ] [ ]D γ δ− ∪  είναι απλά συνεκτικός τόπος .(Με n κοψίµατα  

αναγόµαστε στην περίπτωση όπου το D χωρίζεται σε δυο απλά συνεκτικούς τόπους 
που φράσσονται από καµπύλες Jordan.) Σηµειώνουµε ότι οι παρατηρήσεις αυτές 
µπορεί να οδηγήσουν σε µια απόδειξη του θεωρήµατος του Green (θεώρηµα 25.1), 
βασισµένη στην πρόταση 25.4, προσεγγίζοντας τον απλά συνεκτικό τόπο D ( που 
φράσσεται από µια καµπύλη Jordan ) µε απλά συνεκτικούς τόπους που φράσσονται 
από απλές κλειστές πολυγωνικές γραµµές ( πρβλ την άσκηση 11) 
 
4) Ένα φραγµένο ανοικτό συνεκτικό υποσύνολο του 2R  µε κατά τµήµατα οµαλό 
σύνορο δεν διασπάται αναγκαία σε ένα πεπερασµένο πλήθος από στοιχειώδη χωρία 
τύπου 3. 
Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι το ακόλουθο. 
 

 

( ) ( ){ }, : 0 1 και 1D x y x y xϕ= ≤ ≤ − ≤ ≤

, όπου ( ) 3 1
sin , 0x x x

x
ϕ = ⋅ ≠ , ( )0 0ϕ = . 

Η ϕ  είναι βέβαια συνεχώς διαφορίσιµη 
στο R . 
Το D  είναι τύπου 1, αλλά δεν µπορεί να 
διαµερισθεί σε ένα πεπερασµένο πλήθος 
χωρίων τύπου 2 ( συνεπώς ούτε και 
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τύπου 3). Η παρατήρηση αυτή αφήνεται ως άσκηση. 
 
 
 
             Παραδείγµατα φραγµένων συνόλων µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο 

1)Το εσωτερικό ενός τριγώνου στο xy  επίπεδο είναι ένα στοιχειώδες σύνολο τύπου 
3. 

 
2)Ένα απλό πολύγωνο του επιπέδου χωρίζεται σε τρίγωνα τα οποία είναι στοιχειώδη 
σύνολα τύπου 3. Οι προσανατολισµοί είναι σηµειωµένοι στα σχήµατα.  ( Πρβλ την 
άσκηση 11) 

 
 
 

Το καθένα από τα χωρία 

1 2 3 4, , ,D D D D  που χωρίζεται ο 

δακτύλιος είναι τύπου 3. 
 
3)Το χωρίο D  είναι εδώ 

ένας ( ανοικτός ) δακτύλιος το 
σύνορο του οποίου αποτελείται 
από τους κύκλους 1C  και 2C , 

1 2D C C∂ = ∪ . Ο χωρισµός του D  

σε στοιχειώδη χωρία γίνεται µε δύο κάθετες ευθείες που διέρχονται από το κέντρο. 
Το θεώρηµα Green εφαρµόζεται στο καθένα από τα 1 2 3 4, , ,D D D D  και προσθέτουµε 

τα αποτελέσµατα. 
 
 
      25.5 Πρόταση Έστω c  µια απλή κλειστή καµπύλη του επιπέδου µε εσωτερικό το  
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( απλά συνεκτικό ) σύνολο D . Τότε το εµβαδόν του D ( που έχει σύνορο την c ) 
δίδεται από τον τύπο  

                                                         
1

2 D

xdy ydx
∂

Α = −∫  

( δηλαδή 
1

2 D

F ds
∂

Α = ⋅∫ , όπου ( ) ( ) ( ) 2, , ,     ,F x y y x x y R= − ∈ ). 

       Απόδειξη Θέτοµε ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , , ,F x y y x p x y q x y= − =  δηλαδή θέτοµε 

( ),p x y y= −  και ( ),q x y x= . ( Το F  δεν είναι συντηρητικό πεδίο αφού 1
p

y

∂
= −

∂
 και 

1
q

x

∂
=

∂
) 

Το θεώρηµα του Green  εφαρµόζεται γιατί το D  είναι ένα φραγµένο ανοικτό απλά 
συνεκτικό σύνολο µε σύνορο το οποίο υποτίθεται ότι είναι µια  κατά τµήµατα 1C  
καµπύλη. 

Έτσι έχουµε, 
( )1 1

2 2D D

yx
xdy ydx dxdy

x y∂

∂ − ∂
− = − ∂ ∂ 

∫ ∫ = ( )1
1 1

2 D D

dxdy dxdy+ = = Α∫ ∫ . 

       Παρατήρηση. Εύκολα διαπιστώνουµε ότι 
1

2
zdz

i γ

Α = ∫ , όπου µε ( )f z dz
γ
∫  

συµβολίζουµε το µιγαδικό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της [ ]:f Cγ →  κατά µήκος της 

γ . ( Το µιγαδικό επικαµπύλιο ολοκλήρωµα χρησιµοποιείται στην Μιγαδική 
Ανάλυση). 
 
       Παράδειγµα (1) Υπολογίστε το εµβαδόν του χωρίου που φράσσεται από την 

υποκυκλοειδή καµπύλη 
2 2 2

3 3 3, 0x y a a+ = > , χρησιµοποιώντας την παραµέτρηση 
3cosx a θ= , 3siny a θ= , [ ]0,2θ π∈ . 

Λύση Η καµπύλη µας είναι η ( ) ( ) [ ]3 3cos , sin , 0,2a aσ θ θ θ θ π= ∈  και είναι απλή 

και κλειστή όπως εύκολα διαπιστώνεται αναλυτικά αλλά και από το σχήµα. Από την 
προηγούµενη πρόταση έχουµε: 

1

2
xdy ydx

σ

Α = −∫ = ( ) ( )
2

3 2 3 2

0

1
cos 3 sin cos sin 3 cos sin

2
a a a a d

π

θ θ θ θ θ θ θ − − ∫ =

( )
2

2 2 4 2 4

0

3
sin cos cos sin

2
a d

π

θ θ θ θ θ+∫ =

2
2 2 2

0

3
sin cos

2
a d

π

θ θ θ∫ =
2

2 2

0

3
sin 2

8
a d

π

θ θ∫ =

2
2

0

3 1 cos 4

8 2
a d

π θ
θ

− 
 
 ∫

2 2
2 2

0 0

3 3
cos 4

16 16
a d a d

π π

θ θ θ= −∫ ∫
2 23 3

2 0
16 16

a aπ= ⋅ − ⋅ = 23

8
aπ . 
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         Παράδειγµα 2 Αποδείξτε ότι η έλλειψη 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  έχει εµβαδόν abπ   ( 0a >  

και 0b > ).  
        Λύση Η έλλειψη παραµετρικοποιείται ως, ( ) ( ) [ ]cos , sin , 0,2a bσ θ θ θ θ π= ∈ , 

δηλαδή ( ) cosx aθ θ=  και ( ) siny bθ θ= . Εποµένως 

( )1

2
ydx xdy

σ

Α = − +∫ =

( ) ( )
2

0

1
sin sin cos cos

2
b a a b d

π

θ θ θ θ θ− − +  ∫ =

( )
2

2 2

0

1
sin cos

2
ab d

π

θ θ θ+∫
2

0

1

2
abd ab

π

θ π= =∫ . 

Σηµειώνουµε ότι η 

( ) ( ) [ ]cos , sin , 0,2a bσ θ θ θ θ π= ∈  είναι 1C  απλή 

κλειστή καµπύλη.  
 
          Παράδειγµα 3 Υπολογίστε το έργο που παράγεται από το πεδίο δυνάµεων 

( ) ( )( )2 2 2, ,2 sinF x y x xy x y y y= + −  κατά µήκος της κλειστής απλής καµπύλης c  

του σχήµατος. 
         Λύση Το διανυσµατικό πεδίο ( δυνάµεων ) ( ),F p q=  είναι βέβαια 1C  στο 2R . 

Αν το D  συµβολίζει το χωρίο ( Jordan ) που περιβάλλει η θετικά προσανατολισµένη 
καµπύλη Jordan c  τότε από το θεώρηµα του Green θα έχουµε ότι το έργο που µας 
ζητείται ισούται µε:  

c c

W F ds pdx qdy= ⋅ = +∫ ∫ =
D

q p
dxdy

x y

 ∂ ∂
− ∂ ∂ 

∫ =

( ) ( )2 2 22 2 sin
D

x y y y x xy dxdy
x y

 ∂ ∂
− − + ∂ ∂ 

∫ =

( )4 2
D

xy xy dxdy−∫ =

22

11 1 1
2

0 0

1
2 2

2

y

y xx

xydy dx xy dx
=

=

   =       
∫ ∫ ∫

( )
11

5 2 6

00

1 1 1

2 6 3
x x dx x x

 = − = − =  ∫ . 

Σηµειώνουµε ότι το χωρίο είναι τύπου 3 και 

µπορεί να περιγραφεί ως τύπου 1 ως εξής: ( ){ }2, : 0 1 και 1D x y x x y= < < < < . 
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Έχουµε αποδείξει για το διανυσµατικό πεδίο 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , ,     , 0,0

y x
F x y x y

x y x y

 −
= ≠ + + 

, ότι 2F ds
σ

π⋅ =∫ , όπου 

( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tσ π= ∈ , ο µοναδιαίος κύκλος  µε την συνήθη παραµέτρηση 

που τον καθιστά καµπύλη Jordan. Το επόµενο παράδειγµα γενικεύει αυτό το 
αποτέλεσµα. ( Σύγκρινε αυτό το παράδειγµα και µε την παρατήρηση της σελίδας 256) 
 
          Παράδειγµα 4 Έστω [ ] 2: ,a b Rσ →  καµπύλη Jordan στο εσωτερικό της 

οποίας περιέχεται το ( )0,0 . Αν ( ) ( ) ( )2 2 2 2
, , ,    , 0,0

y x
F x y x y

x y x y

 −
= ≠ + + 

 τότε 

ισχύει                                                  2F ds
σ

π⋅ =∫ . 

          Λύση  
Έστω rC  ένας κύκλος κέντρου ( )0,0  και αρκετά 

µικρή ακτίνα 0r > , ώστε rC D⊆ , όπου D  το 

εσωτερικό της καµπύλης σ . Θεωρούµε το χωρίο G  
του επιπέδου το οποίο περιβάλλεται ( έχει ως 
σύνορο [ ] rG Cσ∂ = ∪ ) από τις καµπύλες [ ]σ  και 

rC . Ο κύκλος rC  θεωρείται µε την συνήθη 

παραµέτρηση ( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t r t t tγ π= ∈ . 

Επειδή το πεδίο F  είναι όπως έχουµε αποδείξει αστρόβιλο ισχύει ότι: 
q p

x y

∂ ∂
− =

∂ ∂ 2 2 2 2

x y

x x y y x y

   ∂ ∂
− −   ∂ + ∂ +   

=
2 2 2 2

2 2 2 2
0

y x y x

x y x y

− −
− =

+ +
 ( όπου, 

( ) 2 2
,

y
p x y

x y

−
=

+
 και ( ) 2 2

,
x

q x y
x y

=
+

). 

Έπεται από το θεώρηµα του Green για τον τόπο G  ότι: 

G

F ds
∂

⋅∫ =
G

pdx qdy
∂

+∫ =
G

q p
dxdy

x y

 ∂ ∂
− ∂ ∂ 

∫ 0 0
G

dxdy= =∫  ή 0F ds F ds
σ γ−

⋅ + ⋅ =∫ ∫  ή 

0F ds F ds
σ γ

⋅ − ⋅ =∫ ∫ ή 2F ds F ds
σ γ

π⋅ = ⋅ =∫ ∫ . 

Σηµείωση. Ένα υποσύνολο D  του nR  λέγεται αστρόµορφο αν υπάρχει a D∈  ώστε 
το ευθύγραµµο τµήµα [ ], ,a z D z D⊆ ∀ ∈ .  

(ι) Κάθε αστρόµορφο σύνολο είναι συνεκτικό ( πρβλ την απόδειξη της πρότασης 3.24 
(ιι) ). 
(ιι) Κάθε κυρτό σύνολο είναι αστρόµορφο ( προφανές). 
(ιιι) Κάθε ανοικτό και αστρόµορφο υποσύνολο του 2R  είναι απλά συνεκτικό.  
( ∆ιαισθητικά προφανές.) 
(ιν) Παραδείγµατα ανοικτών και αστρόµορφων ( άρα απλά συνεκτικών ) υποσυνόλων 
του 2R  που δεν είναι κυρτά είναι και τα ακόλουθα: 
(α) Έστω   L= [ ),z ∞  κλειστή ηµιευθεία του 2R  τότε το  [ )2 ,D R z= − ∞  έχει την 

ιδιότητα. 
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(β)  Έστω ( ),a rΒ  ανοικτός δίσκος του 2R . Αν ( ),z a r∈Β  και L είναι κλειστή 

ηµιευθεία   του επιπεδου µε  αρχή το   z , τότε το  D=B(α,r)-L  εχει  επισης την 
ιδιοτητα. 
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             Θα αποδείξουµε στην συνέχεια- ως εφαρµογή του θεωρήµατος του Green- 
την κατεύθυνση (ιι) ⇒ (ι) του θεωρήµατος που χαρακτηρίζει τα συντηρητικά πεδία 

2 2:F D R R⊆ → , όπου D  απλά συνεκτικός τόπος του 2R . ( Θεώρηµα 23.3) 

Αν 2D R⊆  είναι απλά συνεκτικός τόπος και 2 2:F D R R⊆ →  1C  διανυσµατικό 

πεδίο, ( ),F p q=  ώστε 
p q

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 στο D  τότε το F είναι συντηρητικό ( υπάρχει 

:f D R→  1C  συνάρτηση ώστε F f= ∇ ). 

           Απόδειξη Ας σταθεροποιήσουµε ένα τυχόν σηµείο ( ),a b D∈ . Για κάθε 

( ),x y D∈  θεωρούµε µια πολυγωνική γραµµή ( ),x y DΓ ⊆  µε αρχικό σηµείο το ( ),a b  

και τελικό το ( ),x y  ( το D  είναι συνεκτικό και ανοικτό σύνολο, πρβλ.θεώρηµα 

3.25). 
Ορίζουµε τώρα την συνάρτηση :f D R→  ως ακολούθως:               

                                      ( )
( ) ( ), ,

,
x y x y

f x y F ds pdx qdy
Γ Γ

= ⋅ = +∫ ∫ . 

Ισχυριζόµαστε ότι η f  είναι καλά ορισµένη, δηλαδή αν � ( ),x yΓ  είναι µια άλλη 

πολυγωνική γραµµή µε � ( ),x y DΓ ⊆  που ξεκινά από το ( ),a b και καταλήγει στο ( ),x y  

τότε (1) 
( )

� ( ),, x yx y

pdx qdy pdx qdy
Γ Γ

+ = +∫ ∫ . 

Για να δείξουµε την (1) είναι αρκετό να δείξουµε την  
(2) 

( )
� ( ) ( )

� ( ), ,,,

0
x y x yx yx y

pdx qdy pdx qdy pdx qdy
ΓΓ −Γ Γ

+ = + − + =∫ ∫ ∫ . 

Οι πολυγωνικές γραµµές ( ),x yΓ  και � ( ),x yΓ  ξεκινούν από το σηµείο ( ),a b  και έστω 

( )1 1,a b  το πρώτο σηµείο που συναντώνται µετά το  ( ),a b . Τότε η πολυγωνική 

γραµµή 1c  που ξεκινά από το ( ),a b  πηγαίνει στο ( )1 1,a b  µέσω της ( ),x yΓ  και 

επιστρέφει στο ( ),a b  µέσω της � ( ),x yΓ  είναι µια απλή κλειστή καµπύλη του απλά 

συνεκτικού τόπου  D  και εποµένως είναι το σύνορο ενός ανοικτού απλά συνεκτικού 
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συνόλου G D⊆ . Από το θεώρηµα του Green  και την υπόθεσή µας έπεται ότι 

1

0
G c G

q p
pdx qdy dxdy

x y∂ =

 ∂ ∂
+ = − = ∂ ∂ 

∫ ∫ . 

Εποµένως 
1

0
c

pdx qdy+ =∫  

Οφείλουµε να παρατηρήσουµε ότι, ενδέχεται οι δύο πολυγωνικές ( ),x yΓ  και � ( ),x yΓ  να 

ταυτίζονται σε ένα αρχικό κοµµάτι τους. Στην περίπτωση αυτή αν ( )1 1,a b  είναι το 

πρώτο σηµείο στο οποίο ξεχωρίζουν, τότε η πολυγωνική γραµµή που ξεκινά από το 

( ),a b  πηγαίνει στο ( )1 1,a b  µέσω της ( ),x yΓ  και επιστρέφει στο ( ),a b  µέσω της � ( ),x yΓ

- είναι βέβαια κλειστή, και – λόγω αντιθέτων προσήµων των επικαµπυλίων 
ολοκληρωµάτων ( αφού ολοκληρώνουµε σε αντίθετες καµπύλες ) ικανοποιεί 

προφανώς την σχέση 
1

0
c

pdx qdy+ =∫ . 

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, δηλαδή δουλεύοντας τώρα µε το ( )1 1,a b  στην θέση 

του ( ),a b , µετά από πεπερασµένα βήµατα ( αφού αν Γ είναι κλειστή πολυγωνική 

γραµµή του επιπέδου, το ανοικτό σύνολο 2R −Γ  του 2R  έχει πεπερασµένο πλήθος 

συνεκτικών συνιστωσών ) καταλήγουµε στο ότι ( )
� ( ), 1 2, ...x y Nx y c c cΓ −Γ = + + +  όπου 

οι , 1,2,...,kc k N=  είναι ( κλειστές ) πολυγωνικές γραµµές του 2R  που ικανοποιούν 

τη σχέση   (3)  0
kc

pdx qdy+ =∫  για κάθε 1,2,...,k N= . 

Η σχέση (3) έπεται την (2) και άρα την (1). 

Αποµένει να δείξουµε ότι: ( ) ( ), ,
f

x y p x y
x

∂
=

∂
 και ( ) ( ), ,

f
x y q x y

y

∂
=

∂
 για κάθε 

( ),x y D∈ . 

Σταθεροποιούµε ένα σηµείο ( )0 0,x y D∈  και σχηµατίζουµε τις διαφορές 

( ) ( )
( ) ( )0 0,0 0

0 0 0 0

,

, ,
x h y x y

f x h y f x y pdx qdy pdx qdy
+Γ Γ

+ − = + − +∫ ∫  για h  αρκετά µικρό ( 

έστω 0h > ) ώστε το ευθύγραµµο τµήµα ( ) ( )0 0 0 0, , ,x y x h y+    να περιέχεται στο D . 
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Έπεται αµέσως ότι 
( ) ( ) ( ) ( )0 0,0 0 0 0 ,0 0

, , ,x h y x h y
x y x y

pdx qdy pdx qdy pdx qdy
+ +

Γ Γ  
 

+ − + = +∫ ∫ ∫  και 

συνεπώς            (4) ( ) ( )
( ) ( )0 0 ,0 0

0 0 0 0

, ,

, ,

x h yx y

f x h y f x y pdx qdy

+
 
 

+ − = +∫ . 

Παραµετρικοποιούµε το ευθύγραµµο τµήµα ( ) ( )0 0 0 0, , ,x y x h y+    ως 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0, , , ,t x y t x h y x y x th yσ = + + − = + , [ ]0,1t∈ . Συνεπώς 

( ) [ ]' 0,   0,1t tσ = ∈  

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Οπότε από την (4) υπολογίζουµε, 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0

, , , ,f x h y f x y p x th y hdt h p x th y dt+ − = + = +∫ ∫ . 

Έπεται ότι 
( ) ( ) ( )

1
0 0 0 0

0 00 0
0

, ,
lim lim ,
h h

f x h y f x y
p x th y dt

h→ →

+ −
= +∫ =

( ) ( )
1

0 0 0 0

0

, ,p x y dt p x y=∫  δηλαδή              ( ) ( )0 0 0 0, ,
f

x y p x y
x

∂
=

∂
. 

Σηµειώνουµε ότι αν 0nh → , τότε η ακολουθία συναρτήσεων ( ) 1n n
f

≥
 µε 

( ) ( ) [ ]0 0, , 1, 0,1n nf t p x th y n t= + ≥ ∈  συγκλίνει ( από την συνέχεια της p  στο 

( )0 0,x y ) οµοιόµορφα στην σταθερά ( )0 0,p x y  και αυτό δικαιολογεί την ισότητα 

( ) ( )
1 1

0 0 0 0
0

0 0

lim , ,
h

p x th y dt p x y dt
→

+ =∫ ∫ . 

Αναλόγως αποδεικνύεται ότι, ( ) ( )0 0 0 0, ,
f

x y q x y
y

∂
=

∂
 και η απόδειξη είναι πλήρης. 
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         Σηµειώνουµε ότι ( σε ένα ανοικτό και συνεκτικό 2D R⊆  ) η πολυγωνική 

γραµµή που συνδέει τα σηµεία ( ),a b  και ( ),x y  του D  µπορεί να επιλεγεί ώστε να 

είναι απλή ( να µην τέµνει τον εαυτό της ) και επί πλέον τα ευθύγραµµα τµήµατά της 
να είναι παράλληλα είτε προς τον άξονα των x  ή προς τον άξονα των y . Περαιτέρω 
σηµειώνουµε ότι η απόδειξη απλοποιείται σε κάποιο βαθµό, υποθέτοντας ότι το D  
είναι αστρόµορφο. Πράγµατι αν το D  είναι αστρόµορφο ως προς το σηµείο 

( ),a b D∈ , τότε ορίζουµε την :f D R→  ως εξής: ( )
( ),

,
x y

f x y pdx qdy
Γ

= +∫ , όπου 

( ) ( ) ( ), , , ,x y a b x yΓ =     το προσανατολισµένο ευθύγραµµο τµήµα από το ( ),a b  στο 

( ),x y . 

     25.5.1  Παρατήρηση. Το θεώρηµα που αποδείξαµε µας λέει σε διαφορετική αλλά 
ισοδύναµη διατύπωση ότι: Ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο 2 2:F U R R⊆ → , όπου U  
απλά συνεκτικός τόπος είναι συντηρητικό αν και µόνο αν είναι αστρόβιλο. ( ∆ες και 
την παρατήρηση 24.2.1 ). Σηµειώνουµε ότι ένας ανάλογος χαρακτηρισµός ισχύει και 
για διανυσµατικά πεδία 3 3:F U R R⊆ →   υποθέτοντας ότι το U  είναι ανοικτό και 
απλά συνεκτικό υποσύνολο του 3R . Επειδή δεν θα δώσουµε τον ακριβή ορισµό της 
απλής συνεκτικότητας στον 3R , σηµειώνουµε απλώς ότι παραδείγµατα ανοικτών και 
απλά συνεκτικών συνόλων στον 3R  είναι τα ανοικτά και κυρτά σύνολα, ( άρα οι 
ανοικτές σφαίρες  ο ίδιος ο 3R , και τα ανοικτά ορθογώνια ) το 3R −Κ , όπου Κ  
πεπερασµένο σύνολο επίσης τα ανοικτά και αστρόµορφα υποσύνολα του 3R  κτλ. Αν 
L  είναι ευθεία του 3R  τότε το ανοικτό σύνολο 3R L−  είναι συνεκτικό αλλά όχι απλά 
συνεκτικό. Έτσι αποδεικνύεται ότι αν 3 3:F U R R⊆ →  είναι 1C  διανυσµατικό πεδίο 
και το U  απλά συνεκτικό σύνολο, τότε το F  είναι συντηρητικό ακριβώς τότε αν το 
F  είναι αστρόβιλο. 
 
Το θεώρηµα του Green στην γλώσσα των διανυσµατικών πεδίων έχει τις ακόλουθες 
µορφές ( διατυπώσεις). 
         25.6 Θεώρηµα ( ∆ιανυσµατική µορφή του θεωρήµατος του Green ).Έστω D  
φραγµένος τόπος του 2R  µε κατά τµήµατα οµαλό σύνορο και 2:F D R→ , 

F pi qj= + , ένα 1C  διανυσµατικό πεδίο ορισµένο σε µια περιοχή του D . Τότε   

                             ( )
D D

F ds curlF kd
∂

⋅ = ⋅ Α∫ ∫ , ( όπου ( )0,0,1k =  ). 

        Απόδειξη: Θέτοµε � � ( ) ( )( ) ( )3: : , , , ,0 , , ,F D R R F x y z F x y x y D z R× → = ∈ ∈ , 

τότε – όπως γνωρίζουµε – ορίζουµε ως curlF  τον στροβιλισµό του πεδίου �F , 
δηλαδή                                      �curlF curlF

ορ
= = . 

Έχουµε υπολογίσει ότι � q p
curlF k

x y

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ 

 όπου ( ) 30,0,1k R= ∈ . ( Παρατήρηση 2 

της σελίδας 239 ). 

Επειδή προφανώς ( ) � q p
curlF k curlF k

x y

 ∂ ∂
⋅ = ⋅ = − ∂ ∂ 

 µε αντικατάσταση έχουµε το 

συµπέρασµα. 
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          Σηµείωση. Υπενθυµίζουµε ότι µε τον όρο τόπος εννοούµε ένα ανοικτό και 
συνεκτικό υποσύνολο του 2R . 
 
       25.7 Θεώρηµα  ( της απόκλισης στο επίπεδο ). Έστω D  απλά συνεκτικός τόπος 
στο επίπεδο που φράσσεται από την απλή κλειστή καµπύλη [ ] 2: ,a b Rσ →  για την 

οποία υποθέτοµε ότι ( )' 0tσ ≠  για κάθε [ ],t a b∈ . Αν n  συµβολίζει το εξωτερικό 

µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα στο σύνορο [ ]D σ∂ =  και ( ),F p q=  είναι ένα 1C  

διανυσµατικό πεδίο σε µια περιοχή του D  τότε  

                                                (1) 
D D

F nds divFd
∂

⋅ = Α∫ ∫ . 

Όπου το αριστερό µέλος της (1) συµβολίζει το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα πρώτου 

είδους της βαθµωτής συνάρτησης, [ ] ( )( ) ( ) ( )( )
( )

' ,
,

'

y t x t
t a b F t

t
σ

σ

−
∈ → ⋅ , όπου 

( ) ( ) ( )( ) [ ], , ,t x t y t t a bσ = ∈ . 

         Απόδειξη Το εφαπτόµενο διάνυσµα στο ( )0tσ  είναι το 

( ) ( ) ( )( )0 0 0' ' , 't x t y tσ =  και η εφαπτόµενη ευθεία στο ( )0tσ  έχει εξίσωση 

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0' ,t t t t t t Rσ σ= + − ∈ℓ  

Το διάνυσµα n  είναι κάθετο στην ευθεία ( )tℓ  

στο σηµείο ( )0tσ  και το πρόσηµό του 

επιλέγεται ώστε να αντιστοιχεί προς την 
εξωτερική κατεύθυνση. Έτσι το n  στο σηµείο 

( )0tσ  του D∂  δίνεται από τον τύπο, 

( ) ( )( )
( )

0 0

0

' , '

'

y t x t
n

tσ

−
= . Το ( )0n t⊥ ℓ , αφού 

( )0' 0n tσ⋅ = . Έπεται ότι 
D

F nds
∂

⋅ =∫

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

( )
, ' , '

'
'

b

a

p x t y t y t q x t y t x t
t dt

t
σ

σ

⋅ − ⋅
⋅∫ =

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ' , '
b

a

p x t y t y t q x t y t x t dt ⋅ − ⋅ ∫ =
D

pdy qdx
∂

−∫   (2) 

Επίσης                                
D D

p q
divFd dxdy

x y

 ∂ ∂
Α = + ∂ ∂ 

∫ ∫  (3) 

Από το θεώρηµα του Green και τις (2) και (3) συµπεραίνουµε ότι   

                                                   
D D

F nds divFd
∂

⋅ = Α∫ ∫ . 

 
          Παρατήρηση Το γεγονός ότι το πρόσηµο του διανύσµατος επελέγη ώστε να 
αντιστοιχεί στην εξωτερική κατεύθυνση µπορεί να ερµηνευθεί ως εξής:  Η γραµµική 
απεικόνιση ( ) ( )2 2: , ,x y R y x Rϕ ∈ → − ∈ , στρέφει κατά την αρνητική φορά το 
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διάνυσµα ( ),x y  κατά 
2

π
− . Αυτό φαίνεται καλύτερα αν χρησιµοποιήσουµε µιγαδικό 

συµβολισµό, αφού τότε ( )z izϕ = −  ( z x yi= + ) και το πρωτεύον όρισµα του i−  στο 

( ),π π−  είναι το 
2

π
− . Έτσι το εφαπτόµενο διάνυσµα ( ) ( ) ( )( )' ' , 't x t y tσ =  της 

καµπύλης σ , στρέφεται κατά την αρνητική φορά κατά 
2

π
 και συνεπώς γίνεται 

( ) ( )( )' , 'y t x t− . Με κανονικοποίηση παίρνουµε το η . 

 

         Παραδείγµατα 1) Έστω ( )2,F xy y x= + . Υπολογίστε το ολοκλήρωµα 

( )
D

curlF kd⋅ Α∫ , πάνω στο χωρίο D  του πρώτου τεταρτηµόριου που φράσσεται από 

τις 2y x=  και y x= .  
         Λύση Πρώτα υπολογίζουµε τον στροβιλισµό του F , ισοδύναµα, του 
� ( ) ( )2, , , ,0F x y z xy y x= + , που είναι , 

� �curlF F= ∇× = ( ) ( )2 10,0, 0,0,1 2 1 2
F F

xy xy k
x y

 ∂ ∂
− = − = − ∂ ∂ 

. 

Άρα � ( )1 2curlF curlF xy k= = − . 

Έπεται ότι, ( ) 1 2curlF k xy⋅ = − . Η συνάρτηση αυτή ολοκληρώνεται πάνω στο D  που 

είναι χωρίο τύπου 3 µε την χρήση ενός διαδοχικού ολοκληρώµατος. 

( ) ( )
2

1

0

1 2 1 2
x

D x

xy dxdy xy dy dx
 

− = −  
 

∫ ∫ ∫ 2

1
2

0

x

x
y xy dx = − ∫ =

1
3 2 5

0

1 1 1 1 1

2 4 3 6 12
x x x x dx − − + = − − + = ∫ . 

(Εδώ θεωρούµε το D  ως χωρίο τύπου 1, ( ){ }2, : 0 1 και D x y x x y x= ≤ ≤ ≤ ≤  ). 

Μπορούµε επίσης να υπολογίσουµε πρώτα το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα 
D

F ds
∂

⋅∫ , 

όπου D∂  είναι το σύνορο του χωρίου D  ( δες το σχήµα ) και κατόπιν 
χρησιµοποιώντας την διανυσµατική µορφή του θεωρήµατος του Green να έχουµε το 
ζητούµενο ολοκλήρωµα 
 

Το θετικά προσανατολισµένο σύνορο D∂  
του D  είναι το «άθροισµα» των καµπυλών 1σ  και 

2σ , ( )1 2D σ σ∂ = + − , όπου ( ) ( ) [ ]2
1 , , 0,1t t t tσ = ∈  

και ( ) ( ) [ ]2 , , 0,1t t t tσ = ∈ . 

Έτσι έχουµε: 
1 2D

F ds F ds F ds
σ σ∂

⋅ = ⋅ − ⋅∫ ∫ ∫ , 

( )( ) ( )
1

1

0

'F ds F t t dt
σ

σ σ⋅ = ⋅∫ ∫ =
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

' '
1 1 1 1

0

, ,F x t y t x t y t dt⋅ =∫ ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 4 2

0 0

, 1,2 , 1,2F t t t dt t t t t t dt⋅ = ⋅ + ⋅∫ ∫

( )
1

5 3 2

0

2 2t t t dt= + +∫
1 2 1 4

6 3 2 3
= + + =  

( )( ) ( )
2

1
'

2 2

0

F ds F t t dt
σ

σ σ⋅ = ⋅∫ ∫ ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

' '
2 2 2 2

0

, ,F x t y t x t y t dt= ⋅∫ ( ) ( )
1

0

, 1,1F t t dt= ⋅∫

= ( ) ( )
1

3

0

,2 1,1t t dt⋅ =∫ ( )
1

3

0

1 5
2 1

4 4
t t dt+ = + =∫ . 

Εποµένως, 
4 5 1

3 4 12D

F ds
∂

⋅ = − =∫  και από την διανυσµατική µορφή του θεωρήµατος 

Green                       ( ) 1

12D D

curlF kd F ds
∂

⋅ Α = ⋅ =∫ ∫ . 

 

2) Έστω ( )3 5,F y x= . Να υπολογισθεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ( πρώτου είδους)  

D

F nds
∂

⋅∫  στο σύνορο του µοναδιαίου τετραγώνου D . 

        Λύση Από το θεώρηµα της απόκλισης έχουµε: 
D D

F nds divF d
∂

⋅ = ⋅ Α∫ ∫  

Επειδή , 
( ) ( )3 5

0
y x

divF
x y

∂ ∂
= + =

∂ ∂
, άρα το ζητούµενο ολοκλήρωµα ισούται µε 

µηδέν. 


