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Επικαµπύλια ολοκληρώµατα 
 

Έστω 3U R⊆  ανοικτό σύνολο και 3:f U R R⊆ →  συνεχής πραγµατική συνάρτηση. 

Θεωρούµε µια 1C  καµπύλη [ ]: ,a b Uσ →  ώστε ( ) ( ) ( ) ( )( ), ,t x t y t z tσ =  και την 

σύνθετη συνάρτηση [ ]: ,fo a b Rσ → , δηλαδή την 

[ ] ( ) ( ) ( )( ), , ,t a b f x t y t z t R∈ → ∈ . 

Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα πρώτου είδους της f κατά µήκος της σ  ορίζεται ως    

                ( )( ) ( )   '
b

a

fds f t t dt
ορ

σ

σ σ= ⋅ =∫ ∫ ( ) ( ) ( )( ) ( ), , '
b

a

f x t y t z t t dtσ⋅∫ . 

Μερικές φορές χρησιµοποιούµε και τον συµβολισµό ( ), ,f x y z ds
σ
∫  

 
        Παρατηρήσεις 1) Ουσιαστικά αυτό που απαιτείται για να ορισθεί το 
επικαµπύλιο ολοκλήρωµα µιας βαθµωτής ( δηλαδή πραγµατικής ) συνάρτησης 

3:f U R R⊆ →  κατά µήκος της καµπύλης σ  είναι, το να είναι η [ ]: ,fo a b Rσ →  

ολοκληρώσιµη συνάρτηση, ας πούµε να έχει πεπερασµένο πλήθος ασυνεχειών και να 
είναι φραγµένη.  
Έτσι αν η f  είναι συνεχής και η σ  κατά τµήµατα 1C   καµπύλη τότε το επικαµπύλιο 

ολοκλήρωµα fds
σ
∫  ορίζεται. 

2)Αν η 1f ≡  ( σταθερά ίση µε 1 ) τότε βέβαια σύµφωνα µε το θεώρηµα 9.3 
βρίσκουµε το µήκος της σ  

                                                 ( ) ( )'
b

a

d t dt
σ

σ σ σ= =∫ ∫ℓ . 

         Παράδειγµα. Έστω [ ] ( ) ( )3: 0,2 : cos ,sin ,R t t t tσ π σ→ = =  η έλικα και 

( ) 2 2 2, ,f x y z x y z= + + . Να υπολογιστεί  το ( ), ,f x y z ds
σ
∫ . 

         Λύση 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 2
' cos' sin' 't t t tσ = + + ( ) ( )2 2 2sin cos 1t t= − + + =

2 2sin cos 1 2t t+ + =  
Συνεπώς 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2

0 0

, , , , ' cos sin 2f x y z ds f x t y t z t t dt t t t dt
π π

σ

σ= ⋅ = + +∫ ∫ ∫ =

( ) ( )
2 2

2 2

0 0

1 2 2 1t dt t dt
π π

+ = +∫ ∫ ( )
23

2

0

2 2
2 3 4

3 3

t
t

π
π

π
 

= + = + 
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Η ( ) ( )cos ,sin ,t t t tσ = είναι 

µια δεξιόστροφη έλικα, η οποία 
βρίσκεται στην επιφάνεια ενός 
κυλίνδρου 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σηµειώνουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ( πρώτου είδους ) ορίζεται και για µια 
βαθµωτή συνάρτηση δύο µεταβλητών καθώς και για µια επίπεδη καµπύλη. Έτσι 
έχουµε ότι αν 2:f U R R⊆ →  είναι ( συνεχής ) συνάρτηση και [ ]: ,a b Uσ →  κατά 

τµήµατα 1C  καµπύλη τότε,       ( ) ( )( ) ( ), '
b

a

fds f x t y t t dt
σ

σ= ⋅∫ ∫  

( Ο ίδιος ορισµός µπορεί βέβαια να δοθεί και για µια βαθµωτή συνάρτηση 
n − µεταβλητών : nf U R R⊆ →  και για µια καµπύλη [ ]: , na b U Rσ → ⊆ ). 

Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι αν ( ), 0f x y ≥  το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της 

βαθµωτής συνάρτησης ( ),f x y  κατά µήκος της καµπύλης ( ) ( ) ( )( ),t x t y tσ =  έχει 

µια γεωµετρική ερµηνεία. 
Έτσι ( αν η σ  κάνει µόνο µια φορά τον γύρο της εικόνας της)  το ολοκλήρωµα 

( ) ( )( ),f x t y t ds
σ
∫  παριστάνει το εµβαδόν ( της µιας πλευράς ) της «κορδέλας» που 

σχηµατίζεται. 
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Επικαµπύλια ολοκληρώµατα β΄ είδους 
Έστω 3U R⊆  ανοικτό, 3 3:F U R R⊆ →  συνεχής συνάρτηση ( διανυσµατικό πεδίο)  

και [ ]: ,a b Uσ → µια κατά τµήµατα 1C  καµπύλη . Θεωρούµε την συνάρτηση, 

[ ] ( )( ) ( ), 't a b F t t Rσ σ∈ → ⋅ ∈ , όπου µε ( )( ) ( )'F t tσ σ⋅ εννοούµε το εσωτερικό 

γινόµενο των διανυσµάτων ( )( )F tσ  και ( )' tσ  του 3R . 

Ορίζουµε ως επικαµπύλιο ολοκλήρωµα δευτέρου είδους της διανυσµατικής 
συνάρτησης F κατά µήκος της καµπύλης σ  τον αριθµό  

                                         ( )( ) ( )'
b

a

F ds F t t dt
ορ

σ

σ σ⋅ = ⋅∫ ∫      (1) 

Σηµείωση Με τον όρο διανυσµατικό πεδίο θα εννοούµε µια συνάρτηση 
: n nF U R R⊆ → , όπου U  ανοικτό στον nR  η οποία είναι συνεχής ( και συνήθως της 

κλάσης 1C ). Βέβαια για τον ορισµό του ολοκληρώµατος µας αρκεί µόνο η συνέχεια 
της F  επί του ίχνους [ ] [ ],a bσ σ=  της καµπύλης σ . 

Ένας άλλος συµβολισµός για το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα β΄ είδους είναι και ο 
ακόλουθος  

                                          1 2 3F ds F dx F dy F dz
σ σ

⋅ = + +∫ ∫    (2)    

όπου 1 2 3, ,F F F  είναι οι συνιστώσες του διανυσµατικού πεδίου F  δηλαδή 

( )1 2 3, ,F F F F= . Η παράσταση 1 2 3F dx F dy F dz+ +  (3) ονοµάζεται και διαφορική 

µορφή. 
Ορίζουµε ως ολοκλήρωµα της διαφορικής µορφής (3) αυτό που δίδεται από τον τύπο 

(2), δηλαδή 1 2 3 1 2 3

b

a

dx dy dz
F dx F dy F dz F F F dt F ds

dt dt dtσ σ

 + + = + + = ⋅ 
 ∫ ∫ ∫  

Αν ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ], , , ,t x t y t z t t a bσ = ∈ , τότε συνδυάζοντας το παραπάνω παίρνουµε 

τους τύπους: ( )( ) ( )'
b

a

F ds F t t dt
σ

σ σ⋅ = ⋅∫ ∫ = 1 2 3F dx F dy F dz
σ

+ +∫ =  

( ) ( ) ( )( ) ( )1[ , , '
b

a

F x t y t z t x t⋅ +∫ ( ) ( ) ( )( ) ( )2 , , 'F x t y t z t y t⋅ + ( ) ( ) ( )( ) ( )3 , , 'F x t y t z t z t⋅

]dt . 
Μπορούµε φυσικά να ορίσουµε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα ενός διανυσµατικού 
πεδίου δύο µεταβλητών ( )2 2

1 2: , ,F U R R F F F⊆ → = κατά µήκος µιας επίπεδης 

καµπύλης [ ] ( ) ( ) ( )( ): , , ,a b U t x t y tσ σ→ = . Έτσι έχουµε 

( )( ) ( ) 1 2'
b

a

F ds F t t dt F dx F dy
σ σ

σ σ⋅ = ⋅ = +∫ ∫ ∫ =         

                              = ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2, ' , '
b

a

F x t y t x t F x t y t y t dt ⋅ + ⋅ ∫ . 

Εννοείται βέβαια ότι η F  είναι συνεχής συνάρτηση τουλάχιστον πάνω στο ίχνος 

[ ] [ ],a bσ σ=  της καµπύλης σ , η οποία υποτίθεται κατά τµήµατα συνεχώς 

διαφορίσιµη. Ανάλογα µπορεί να ορισθεί και το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα F ds
σ

⋅∫  
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στην περίπτωση ενός διανυσµατικού πεδίου : n nF U R R⊆ →  πάνω σε µια καµπύλη 

[ ]: ,a b Uσ →  ( )2n ≥ . 

(*) Το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα διανυσµατικού πεδίου ως έργο. 
Γνωρίζουµε από την στοιχειώδη Μηχανική ότι αν µια σταθερή δύναµη F

��
 

µετατοπίζει ένα υλικό σηµείο κατά την διεύθυνσή της, τότε το έργο Ε που παράγεται 
από την δύναµη F  ισούται µε 

F dΕ = ⋅  όπου d  είναι η µετατόπιση 
του υλικού σηµείου και F  το µέτρο 
της δύναµης.  
 
 

Η F
��

µετατοπίζει το Μ από το σηµείο Α στο σηµείο Β. 
 
Έστω τώρα F  ένα διανυσµατικό πεδίο στο χώρο 3 3:F R R→  το οποίο υποθέτουµε 
ότι είναι ένα πεδίο δυνάµεων π.χ. το βαρυτικό πεδίο και m  µια µικρή µάζα ( ή το 
ηλεκτρικό πεδίο και ένα µικρό ηλεκτρικό φορτίο ). Ας υποθέσουµε ότι το σωµατίδιο 
µάζας m  κινείται υπό την επίδραση της δύναµης F  κατά µήκος της 1C  καµπύλης 

[ ] 3: ,a b Rσ → . Τότε το έργο το παραγόµενο από την F  ευρίσκεται µε τον τύπο:   

                                                  ( )( ) ( )'
b

a

F t t dtσ σΕ = ⋅∫ . 

Ο τύπος αυτός δικαιολογείται ως ακολούθως. Καθώς το t  µεταβάλλεται σε ένα µικρό 
διάστηµα από το t  έως το t t+ ∆ , το σωµατίδιο κινείται από το ( )tσ  στο ( )t tσ + ∆  

και η µετατόπιση του δίνεται από το διάνυσµα ( ) ( )s t t tσ σ∆ = + ∆ − . Από τον 

ορισµό της παραγώγου καµπύλης έχουµε την προσέγγιση, ( )'s t tσ∆ ≈ ∆ . Έπεται ότι 

το έργο που παράγεται για τη µετακίνηση της µάζας m  από τη θέση ( )tσ  στην θέση 

( )t tσ + ∆  είναι κατά προσέγγιση ( )( ) ( )( ) ( )'F t s F t t tσ σ σ⋅∆ ≈ ⋅ ∆ . 

Αν υποδιαιρέσουµε το διάστηµα [ ],a b  σε N −µικρά υποδιαστήµατα π.χ. ίσα µεταξύ 

τους µε N  πολύ µεγάλο, 0 1 ... Na t t t b= < < < =  και ( ) ( )1k k ks t tσ σ+∆ = − , τότε το 

συνολικό έργο που παράγεται από την δύναµη F  είναι κατά προσέγγιση 

( )( ) ( )( ) ( )
1 1

0 0

'
N N

k k k k
k k

F t s F t t tσ σ σ
− −

= =

⋅ ∆ = ⋅ ∆∑ ∑     (1)   ( όπου 1k k

b a
t t t

N+

−
∆ = − =  ) 

 
Όταν το N →∞ , η προσέγγιση µας διαρκώς βελτιώνεται, εποµένως είναι λογικό να 
ορίσουµε ως έργο παραγόµενο από την F  καθώς η µάζα m  µετατοπίζεται από τη 
θέση ( )aσ  στην θέση ( )bσ  το όριο των παραπάνω ποσοτήτων (1) . Αλλά από τον 

ορισµό του ολοκληρώµατος µε χρήση ενδιαµέσων αθροισµάτων Riemann ( η F  
υποτίθεται συνεχής και η σ  κατά τµήµατα 1C  ) το όριο αυτό υπάρχει και ισούται µε   
                                                   
 

                                         ( )( ) ( )'
b

a

F t t dtσ σΕ = ⋅∫  
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            Παραδείγµατα 1) Έστω ( )2 2 22F y z i yzj x k= − + −  και 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]2, 2 , , , , 0,1t t t t x t y t z t tσ = = ∈ . Να υπολογισθεί το F ds
σ

⋅∫  

            Λύση ( ) ( )' 2 ,2,1t tσ =  και  

( )( ) ( ) ( )
22 2 22 2 2F t t t i t t j t kσ    = − + ⋅ − =     

2 2 43 4t i t j t k+ −  

Έπεται ότι ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 4' 3 2 4 2 1F t t t t t tσ σ⋅ = ⋅ + ⋅ + − ⋅ = 3 2 46 8t t t+ −  και άρα 

( )
1 1 11 4 3 5

3 2 4

0 0 0 0

119
6 8 6 8

4 3 5 30

t t t
F ds t t t dt

σ

     
⋅ = + − = + − =     

     
∫ ∫ . 

 

2)Υπολογίστε το 2x dx xydy dz
σ

+ +∫ , όπου  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]2, ,1 , , , 0,1t t t x t y t z t tσ = = ∈ . 

           Λύση ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )' ' , ' , ' 1,2 ,0t x t y t z t tσ = = . Εποµένως 

2x dx xydy dz
σ

+ +∫ ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

2

0

' ' 1 'x t x t x t y t y t z t dt= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅∫ = ( )
1

2 4

0

2t t dt+∫ =

1 13 5

0 0

11
2

3 5 5

t t   
+ =   

   
 ( Εδώ η ( ) ( ) ( )2 3, , , ,1 , , ,F x y z x xy x y z R= ∈ ). 

 

3)Έστω ( ) ( )3, , , ,F x y z x y z=  διανυσµατικό πεδίο δυνάµεων και 

( ) ( ) [ ]0, cos , sin , 0,2t a t a t tσ π= ∈ , όπου 0a > . ∆είξτε ότι το έργο που παράγεται 

από το πεδίο F  καθώς ένα σωµατίδιο κινείται στον κύκλο κέντρου ( )0,0,0  και 

ακτίνας a  ( κύκλος του yz  επιπέδου ) είναι µηδέν. 

           Λύση ( ) ( )' 0, sin , cost a t a tσ = − , συνεπώς  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )' , , ' , ' , 'F t t F x t y t z t x t y t z tσ σ⋅ = ⋅ =

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )3
, , ' , ' , 'x t y t z t x t y t z t⋅ = ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3
' ' 'x t x t y t y t z t z t⋅ + ⋅ + ⋅ =

2 20 cos sin sin cos 0a t t a t t− + =  για κάθε [ ]0,2t π∈ . 

Παρατηρούµε ότι το ( )( )F tσ  ανήκει στο yz  επίπεδο και είναι κάθετο στο 

εφαπτόµενο διάνυσµα ( )' tσ  της σ  στο [ ]0,2t π∈  . Εποµένως δεν παράγει έργο. 
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Αυτό επαληθεύεται βέβαια και από τον τύπο του επικαµπύλιου ολοκληρώµατος β΄ 
είδους,   

3F ds x dx ydy zdz
σ σ

Ε = ⋅ = + + =∫ ∫ ( )
2

2 2

0

0 cos sin cos sin 0a t t a t t dt
π

− + =∫ . 

 
          Σχόλιο. ∆ύο καµπύλες µε την ίδια γεωµετρική εικόνα ( δηλαδή το ίδιο ίχνος ) 
ενδέχεται για το ίδιο διανυσµατικό πεδίο F  να δίνουν διαφορετική τιµή του 
επικαµπυλίου ολοκληρώµατος, όπως θα διαπιστώσουµε µε παραδείγµατα. Σηµασία 
έχει η παραµέτρηση της καµπύλης. (Πρβλ. την άσκηση 2 (δ).) 
 
        22.1 Ορισµός 1) Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  και [ ] 3: ,c d Rρ →  καµπύλες. Έστω 

ακόµη [ ] [ ]: , ,h a b c d→  1C  συνάρτηση η οποία είναι 1 1−  και επί µε ( )h a c=  και 

( )h b d= , ( εποµένως h  γνήσια αύξουσα ) ώστε ohσ ρ= [ ] [ ] 3, ,h

oh

a b c d Rρ

σ ρ=

→ →
�����������

  

Η καµπύλη σ  λέγεται τότε µια αναπαραµέτρηση της ρ  
(Οι ρ  και σ  έχουν τον ίδιο προσανατολισµό. Παρατηρούµε ότι 

( ) ( )( ) ( )' ' 't h t h tσ ρ= ⋅ . Επειδή h  γνήσια αύξουσα  και διαφορίσιµη ( )' 0h t ≥  για 

κάθε [ ],t a b∈ . Η h  µεταβάλλει την ταχύτητα µε την οποία ένα σηµείο κινείται πάνω 

στην καµπύλη ρ ]. 

Αν επί πλέον η [ ] [ ]1 : , ,h c d a b− →  είναι και αυτή 1C  τότε λέµε ότι οι σ  και ρ  είναι 

ισοδύναµες καµπύλες ( παρατηρήστε ότι 1ohρ σ −= ). 
 
2) Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  καµπύλη. Η καµπύλη 

[ ] 3: ,a b Rσ− → ( ) ( ) ( ) [ ]: , ,t a b t t a bσ σ− = + − ∈  ονοµάζεται αντίθετη καµπύλη της 

σ . Παρατηρούµε ότι ohσ σ− =  όπου [ ] [ ] ( ) [ ]: , , : , ,h a b a b h t a b t t a b→ = + − ∈ . 

[ Η σ−  έχει αντίθετο προσανατολισµό σε σχέση µε την σ  ]. 

[ ] [ ] 3, ,h

oh

a b a b Rσ

σ σ− =

→ →
�																	


 

 
 
 
 
           Παρατηρήσεις. 1) Παρατηρούµε ότι αν η σ  είναι αναπαραµέτρηση της ρ , 

ώστε ohσ ρ=  τότε σ  και ρ  έχουν προφανώς το ίδιο ίχνος [ ] [ ] [ ]ohσ ρ ρ= =  και το 

ίδιο µήκος ( ) ( ) ( ) ( )' '
b d

a c

t dt t dtσ σ ρ ρ= = =∫ ∫ℓ ℓ . 

Πράγµατι για το µήκος παρατηρούµε ότι: 

( ) ( ) ( )( ) ( )' ' '
b b

a a

t dt h t h t dtσ σ ρ= = ⋅∫ ∫ℓ = ( )( ) ( )' '
b

a

h t h t dtρ ⋅∫ ( αφού ' 0h ≥  στο 

[ ],a b )
( )

( )
( )

( )

( ) ( )' '
h b d

h t x
h a c

x dx x dxρ ρ ρ
=
= = =∫ ∫ ℓ . 
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2) Αν σ  καµπύλη, τότε [ ] [ ]σ σ= −  και ( ) ( )σ σ= −ℓ ℓ . 

 

            Παραδείγµατα: 1) Έστω ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2, , , , 0,1t t t t t t tσ ρ= = ∈ . Τότε η σ  είναι 

αναπαραµέτρηση της ρ  µε ( ) [ ]2, 0,1h t t t= ∈ . Πράγµατι 

( )( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2 2, , 0,1h t t t t t tρ ρ σ= = = ∈ . Εδώ το κοινό ίχνος των σ  και ρ  είναι το 

ευθύγραµµο τµήµα που συνδέει τα σηµεία ( )0,0  και ( )1,1 . 

 
2) Έστω ( ) ( ) [ ]cos 2 ,sin 2 , 0,1t t t tσ π π= ∈  και ( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tρ π= ∈ , τότε 

( ) ( )( )t h tσ ρ=  µε ( ) [ ]2 , 0,1h t t tπ= ∈ . 

Πράγµατι, ( )( ) ( ) ( ) ( )2 cos 2 ,sin 2h t t t t tρ ρ π π π σ= = = . Εποµένως οι σ  και ρ  είναι 

ισοδύναµες καµπύλες. Εδώ το κοινό ίχνος των σ  και ρ  είναι ο µοναδιαίος κύκλος 
του xy  επιπέδου.  
 
3)Έστω ( ) ( ) [ ]1 , 0,1t t z t tσ ω= − + ∈ , όπου 3,z Rω∈  µε z ω≠ ( το προσανατολισµένο 

ευθύγραµµο τµήµα από το z  στο ω ). 

Τότε ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 1 1 1t t t t z tσ σ σ ω− = + − = − = − − + −   ( ) [ ]1 , 0,1t tz tω= − + ∈ , 

είναι το ευθύγραµµο τµήµα από το ω  στο z . 
 
 

 
4)Έστω ( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tσ π= ∈ τότε 

( ) ( ) ( )2t tσ σ π− = − ( ) ( )( ) ( ) ( )( )cos 2 ,sin 2 cos ,sint t t tπ π= − − = − −  

Παρατηρούµε ότι η [ ] 2: 0,2 Rσ π− →  είναι ο µοναδιαίος κύκλος που διαγράφεται 

κατά την αντίθετη φορά από τον κύκλο ( ) ( ) [ ]cos ,sin , 0,2t t t tσ π= ∈ . 

 
         22.2 Ορισµός: Έστω [ ]: , na b Rσ →  καµπύλη. 

1)Ησ λέγεται   κλειστή αν ( ) ( )a bσ σ=  

2)Η σ  λέγεται απλή αν είναι 1 1−  συνάρτηση στο [ ],a b  δηλαδή δεν τέµνει τον εαυτό 

της. 
3) Η σ  λέγεται απλή κλειστή καµπύλη, αν είναι κλειστή ( ( ) ( )a bσ σ= ) και η 

[ ),a bσ  είναι 1 1− . 

 
             Παραδείγµατα: 1) Ο µοναδιαίος κύκλος µε την συνήθη παραµέτρηση 

[ ] ( ) ( ) [ ]2: 0,2 : cos ,sin , 0,2R t t t tσ π σ π→ = ∈  είναι απλή και κλειστή καµπύλη. Η 

καµπύλη [ ] ( ) ( )2: 0,3 : cos ,sinR t t tρ π ρ→ =  δεν είναι κλειστή ούτε απλή, αφού 

( ) ( ) ( ) ( )3 1,0 0 1,0ρ π ρ= − ≠ = . Παρατηρούµε ότι [ ] [ ]σ ρ= . 
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2) Έστω 2,a b R∈  µε a b≠ . Η καµπύλη ( )
( ) [ ]
( ) ( ) [ ]
1 ,          0,1

2 1 , 1,2

t a tb t
t

t b t a t
σ

 − + ∈
= 

− + − ∈
 είναι 

κλειστή καµπύλη. Παρατηρούµε ότι [ ] [ ]σ ρ= , όπου ( ) ( ) [ ]1 , 0,1t t a tb tρ = − + ∈ . 

 

3) Αν [ ]: ,f a b R R⊆ →  συνεχής συνάρτηση τότε η καµπύλη 

[ ] ( ) ( )( ) [ ]2: , , , , ,a b R t t f t t a bγ γ→ = ∈  είναι απλή. Αν η f  είναι κατά τµήµατα 1C  

τότε η γ  έχει µήκος, ( ) ( )( )2
1 '

b

a

f t dtγ = +∫ℓ .             

 Παρατηρήσεις 1) Η έννοια της αναπαραµέτρησης καµπύλων [ ] 3: ,c d Rρ →  και 

[ ] 3: ,a b Rσ → , µπορεί να ορισθεί και ως εξής: 

θεωρούµε µια 1C  απεικόνιση [ ] [ ]: , ,h a b c d→  ώστε h 1 1−  και επί του [ ],c d  ώστε 

οι ρ  και σ  συνδέονται µέσω της h  ώστε ohσ ρ=  [ ] [ ] 3, ,h

oh

a b a b Rρ

σ ρ=

→ →
�																	


 

Επειδή η h  είναι συνεχής και 1 1−  ορισµένη σε διάστηµα έπεται ότι είναι είτε γνήσια 
αύξουσα ή γνήσια φθίνουσα και επειδή είναι διαφορίσιµη θα έχουµε ότι είτε 

( )' 0h t ≥  για κάθε [ ],t a b∈  ( και άρα ( ) ( ),h a c h b d= = ) ή ( )' 0h t ≤  για κάθε 

[ ],t a b∈  ( και άρα ( ) ( ),h a d h b c= = ). 

Στην πρώτη περίπτωση ( ( )' 0h t ≥  για κάθε [ ],t a b∈ ) έχουµε την  έννοια της 

αναπαραµέτρησης που έχουµε ορίσει. 
Στην δεύτερη περίπτωση ( ( )' 0h t ≤  για κάθε [ ],t a b∈ ), θέτοµε 

[ ] [ ] ( ) [ ]: , , : , ,a b a b t a b t t a bϕ ϕ→ = + − ∈ , και παρατηρούµε ότι 

( ) ( )oh o o hoσ ρ ϕ ρ ϕ− = = . 

Η συνάρτηση [ ] [ ]: , ,ho a b c dϕ →  είναι 1 1−  επί γνήσια αύξουσα και βέβαια 1C , άρα 

αναγόµαστε στην πρώτη περίπτωση. ( και οι δύο έννοιες αναπαραµέτρησης είναι 
ουσιαστικά οι ίδιες ) 
2)Αποδεικνύεται ότι αν σ  και ρ  είναι απλές καµπύλες, (δηλαδή [ ] 3: ,a b Rσ → , και 

[ ] 3: ,c d Rρ →  κατά τµήµατα 1C καµπύλες οι οποίες είναι 1 1−  στα [ ],a b  και [ ],c d  

αντίστοιχα, µε το ίδιο ίχνος δηλαδή [ ] [ ]σ ρ=  και επιπλέον ( ) [ ]' 0, ,t t a bσ ≠ ∀ ∈  και 

( ) [ ]' 0, ,t t c dρ ≠ ∀ ∈ , τότε η µια αποτελεί αναπαραµέτρηση της άλλης από την έννοια 

της προηγούµενης παρατήρησης. ∆ηλαδή υπάρχει [ ] [ ]: , ,h a b c d→  1C  1 1−  και επί 

ώστε ohσ ρ= . 
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3) Έστω [ ] ( ): , , 1,2,...., ,  2na b R N Nκ κ κσ κ→ = ≥ , καµπύλες ώστε για κάθε 

1,2,..., 1Nκ = − , το τελικό σηµείο κσ  ταυτίζεται µε το αρχικό της 1κσ +  ( δηλαδή 

( ) ( )1 1b aκ κ κ κσ σ + += ). Έτσι σχηµατίζεται µια καµπύλη σ  του nR  µε αρχικό σηµείο 

το ( )1 1aσ  και τελικό το ( )N Nbσ  την οποία συµβολίζουµε µε 1 ... Nσ σ σ= + + . Αν 

[ ]: nf Rσ →  είναι συνεχής συνάρτηση τότε εύκολα αποδεικνύεται ότι 

1

...
N

f ds f ds f ds
σ σ σ

⋅ = ⋅ + + ⋅∫ ∫ ∫ . 

Ένας ανάλογος τύπος ισχύει και για τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα πρώτου είδους. 
 ( Για την απόδειξη της παρατηρούµε ότι, µε µια αναπαραµέτρηση της κσ  που 

διατηρεί τον προσανατολισµό µπορούµε να υποθέσουµε ότι το πεδίο ορισµού της κσ  

είναι το διάστηµα [ ]1,κ κ−  και συνεπώς το πεδίο ορισµού της σ  είναι το [ ]0,N .) 

 
         22.3 Θεώρηµα Έστω [ ] 3: ,c d Rρ →  καµπύλη και [ ] 3:F Rρ →  συνεχές 

διανυσµατικό πεδίο. 

(ι) Αν σ  είναι µια αναπαραµέτρηση της ρ  τότε F ds F ds
σ ρ

⋅ = ⋅∫ ∫ . 

(ιι) Αν [ ] 3: ,c d Rρ− →  είναι η αντίθετη καµπύλη της ρ  τότε F ds F ds
ρ ρ−

⋅ = − ⋅∫ ∫  

        Απόδειξη: (ι) Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  µία αναπαραµέτρηση της ρ  τότε βέβαια, 

ohσ ρ=  µε [ ] [ ]: , ,h a b c d→ , [ ] [ ] 3, ,h

oh

a b c d Rρ

σ ρ=

→ →
�																	


 1 1−  και επί ( ( )h a c=  και 

( )h b d= ). 

Έπεται ότι, ( ) ( )( ) ( ) [ ]' ' ' , ,t h t h t t a bσ ρ= ⋅ ∈  ( κανόνας αλυσίδας ) 

Συνεπώς 

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )' ' '
b b

a a

F ds F t t dt F h t h t h t dt
σ

σ σ ρ ρ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅∫ ∫ ∫ =

( )( )( ) ( )( ) ( )' '
b

a

F h t h t h t dtρ ρ ⋅ ⋅ ∫ ( )x h t=
= ( )( ) ( )

( )

( )

'
h b

h a

F x x dxρ ρ⋅∫ =

( )( ) ( )'
d

c

F x x dx F ds
ρ

ρ ρ⋅ = ⋅∫ ∫ . 

(ιι) Έστω ohσ ρ ρ= − =  όπου [ ] [ ] ( ) [ ]: , , : , ,h c d c d h t c d t t c d→ = + − ∈ .  

Έπεται ότι,  

( )( ) ( )'
d

c

F ds F ds F t t dt
σ ρ

σ σ
−

⋅ = ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫ = ( )( ) ( )'
d

c

F t t dtσ σ⋅∫ =

( )( )( ) ( )( ) ( )' '
d

c

F h t h t h t dtρ ρ ⋅ ⋅ ∫ = ( )( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )' '
h b c

h a d

F x x dt F x x dxρ ρ ρ ρ⋅ = ⋅ =∫ ∫

( )( ) ( )'
d

c

F x x dx F ds
ρ

ρ ρ− ⋅ = − ⋅∫ ∫  
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         Παρατήρηση. Παρατηρούµε ότι το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα β΄- είδους είναι 
ένα προσανατολισµένο ολοκλήρωµα, υπό την έννοια ότι έχουµε αλλαγή του 
πρόσηµου αν αντιστρέψουµε τον προσανατολισµό της καµπύλης. Το επικαµπύλιο 
ολοκλήρωµα πρώτου είδους δεν έχει αυτή την ιδιότητα, όπως φαίνεται από το 
ακόλουθο: 
 
          22.4 Θεώρηµα. Έστω [ ] 3: ,c d Rρ →  καµπύλη και [ ]:F Rρ →  συνεχής  

( πραγµατική ) συνάρτηση. 

(ι) Αν [ ] 3: ,a b Rσ →  είναι αναπαραµέτρηση της ρ  τότε Fds Fds
σ ρ

=∫ ∫ . 

(ιι) Αν [ ] 3: ,c d Rρ− →  είναι η αντίθετη καµπύλη της ρ  τότε Fds Fds
ρ ρ−

=∫ ∫ . 

         Απόδειξη: (ι) Αποδεικνύεται µε τον ίδιο τρόπο όπως το (ι) του προηγουµένου 
θεωρήµατος. 
(ιι) Έστω ohσ ρ ρ= − = , όπου [ ] [ ] ( ) [ ]: , , : , ,h c d c d h t c d t t c d→ = + − ∈ , τότε 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) [ ]' ' ' ' , ,t h t h t h t t c dσ ρ ρ= ⋅ = − ∈  

Έπεται ότι 

( )( ) ( )'
d

c

Fds Fds F t t dt
ρ σ

σ σ
−

= = ⋅∫ ∫ ∫ ( )( )( ) ( )( ) ( )' '
d

c

F h t h t h t dtρ ρ= ⋅ ⋅∫ =

( )( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )' ' '
d d

c c

F h t h t dt F h t h t h t dtρ ρ ρ ρ⋅ = − ⋅ ⋅∫ ∫ ( )x h t=
=

( )( )
( )

( )

( )'
h d

h c

F x x dxρ ρ− ⋅ =∫ ( )( ) ( )'
c

d

F x x dxρ ρ− ⋅∫ ( )( ) ( )'
d

c

F x x dx Fds
ρ

ρ ρ= ⋅ =∫ ∫ . 

       Σηµείωση. Τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα µελετήθηκαν κατά τον 19ο αιώνα σε 
σχέση κυρίως µε προβλήµατα στην Φυσική, πιο συγκεκριµένα στον 
ηλεκτροµαγνητισµό, στην ροή των ρευστών, σε προβλήµατα που εµπλέκουν δυνάµεις 
κτλ.  
Το επόµενο αποτέλεσµα είναι σηµαντικό καθώς γενικεύει το Θεµελιώδες Θεώρηµα 
του Απειροστικού Λογισµού. Υπενθυµίζουµε ότι ένα διανυσµατικό πεδίο 

3 3:F U R R⊆ →  είναι πεδίο κλίσεων αν υπάρχει 3:f U R R⊆ →  1C  συνάρτηση µε 

F f= ∇  δηλαδή ( ) ( ) ( ) ( ), ,
f f f

F x x x x
x y z

 ∂ ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

, ( ), ,x x y z U= ∈ , U  ανοικτό στον 

3R . Αντίστοιχος ορισµός δίδεται και για ένα διανυσµατικό πεδίο κλίσεων 
: n nF U R R⊆ → , 2n ≥ . Το αποτέλεσµα που πρόκειται να αποδείξουµε 

διατυπώνεται και αποδεικνύεται, για λόγους απλότητας, για διανυσµατικά πεδία 
3 3:F U R R⊆ → , αλλά βέβαια ισχύει και για διανυσµατικά πεδία : n nF U R R⊆ →  

 
        22.5 Θεώρηµα Έστω 3:f U R R⊆ → , 1C  συνάρτηση και [ ]: ,a b Uσ →  ( κατά 

τµήµατα ) 1C − καµπύλη. Τότε ισχύει  

                                    ( )( ) ( )( )f ds f b f a
σ

σ σ∇ ⋅ = −∫  
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        Απόδειξη: Θεωρούµε την σύνθετη συνάρτηση [ ] ( )( ): ,F t a b f t Rσ∈ → ∈ . 

Από τον κανόνα αλυσίδας έχουµε [ ] 3, f

F fo

a b U R Rσ

σ=

→ ⊆ →
�																		


, 

( ) ( )( ) ( ) [ ]' ' , ,F t f t t t a bσ σ= ∇ ⋅ ∈ , ( δηλαδή  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )' ' ' '
f f f

F t t x t t y t t z t
x y z
σ σ σ

∂ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅
∂ ∂ ∂

, [ ],t a b∈ , αν 

( ) ( ) ( ) ( )( ), ,t x t y t z tσ = , [ ],t a b∈ ). 

Η συνάρτηση F  είναι συνεχής συνάρτηση πραγµατικής µεταβλητής ορισµένη και 
κατά τµήµατα 1C  στο [ ],a b . Έπεται από το θεµελιώδες Θεώρηµα του Απειροστικού 

Λογισµού ότι : ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )'
b

a

F t dt F b F a f b f aσ σ= − = −∫ . 

Άρα, ( )( ) ( )'
b

a

f ds f t t dt
σ

σ σ∇ ⋅ = ∇ ⋅∫ ∫ = ( ) ( )( ) ( )( )'
b

a

F t dt f b f aσ σ= −∫ . 
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          Παρατηρήσεις. 1) Το ανάλογο αυτού του αποτελέσµατος είναι το θεµελιώδες 
Θεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού στην ακόλουθη µορφή. Αν RΙ ⊆  διάστηµα 

:f RΙ →  1C  συνάρτηση και ,a b∈Ι  µε a b<  τότε,     ( ) ( ) ( )'
b

a

f t dt f b f a= −∫ . 

2) Το προηγούµενο αποτέλεσµα µας λέει ότι, αν ένα διανυσµατικό πεδίο F  είναι 
πεδίο κλίσεων ( κάποιας 1C  συνάρτησης 3:f U R R⊆ →  ) και Α,Β είναι σηµεία του 
U ( το οποίο υποτίθεται ανοικτό και συνεκτικό ) τότε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα 
του F  κατά µήκος µιας καµπύλης που συνδέει τα Α και Β και βρίσκεται µέσα στο 
U , εξαρτάται µόνο από τα Α και Β. Έτσι αν µπορούµε να αναγνωρίσουµε το δοθέν 
διανυσµατικό πεδίο F ως πεδίο κλίσεων οι υπολογισµοί µας διευκολύνονται κατά 
πολύ. Σηµειώνουµε ότι ένα 1C διανυσµατικό πεδίο δεν είναι αναγκαία το πεδίο 
κλίσεων κάποιας 1C  πραγµατικής συνάρτησης, όπως φαίνεται στο παράδειγµα (3) 
παρακάτω. 
 
        Παραδείγµατα 1) Έστω ( ) ( ), , , ,F x y z yz xz xy= . Αν [ ] 3: 0,1 Rσ →  είναι 

καµπύλη που συνδέει τα σηµεία ( )1, 2, 1Α −  και ( )0, 3,2Β  να ευρεθεί το έργο που 

παράγεται από το διανυσµατικό πεδίο F  κατά µήκος της σ . ( ( ) ( )0 , 1σ σ= Α = Β ). 

       Λύση Το ζητούµενο έργο δίνεται από το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα F ds
σ

Ε = ⋅∫  

(1). 
Επειδή η F  είναι ένα πεδίο κλίσεων, F f= ∇ , όπου ( ), ,f x y z xyz= , υπολογίζουµε 

αµέσως ότι  ( ) ( ) ( )( )0 1 2 1 2F ds f f
σ

Ε = ⋅ = Β − Α = − ⋅ ⋅ − =∫ . 

 

2) Έστω ( )
( )

( )3
2 2 2 2

1
, , , ,F x y z x y z

x y z

= −
+ +

, ( ) ( ), , 0,0,0x y z ≠  ( πρόκειται για το 

πεδίο δυνάµεων βαρύτητας µε 1G m M= = =  ). Τότε το έργο που παράγει η δύναµη 
βαρύτητας όταν ένα σωµατίδιο µετακινείται από το ( )1 1 1, ,x y zΑ =  στο 

( )2 2 2, ,x y zΒ =  ακολουθώντας οποιαδήποτε καµπύλη σ  ( που δεν διέρχεται από το 

( )0,0,0 ) εξαρτάται µόνο από τα δοθέντα σηµεία Α και Β. 

          Λύση Έστω ( )
( )

1
2 2 2 2

1
, ,v x y z

x y z

=
+ +

, ( ) ( ), , 0,0,0x y z ≠ . Τότε εύκολα 

διαπιστώνουµε ότι, F v= ∇ ,  ( 

( )
3

2 2 2 2

v x

x
x y z

∂
= −

∂
+ +

,

( )
3

2 2 2 2

v y

y
x y z

∂
= −

∂
+ +

 και 

( )
3

2 2 2 2

v z

z
x y z

∂
= −

∂
+ +

). Έπεται από το προηγούµενο θεώρηµα ότι το ζητούµενο έργο 

δίδεται από τον τύπο: 

( ) ( )F ds v ds v v
σ σ

Ε = ⋅ = ∇ ⋅ = Β − Α∫ ∫ =

( ) ( )
1 1

2 2 2 2 2 22 2
2 2 2 1 1 1

1 1

x y z x y z

−
+ + + +
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[ Υποτίθεται ότι: [ ] ( ){ } ( )3: 0,1 0,0,0 : 0Rσ σ→ − = Α  και ( )1σ = Β ] 

 
3)Έστω ( ) ( ) ( ) 2, , , ,F F x y y x x y R= = − ∈  και [ ] 2

1 : 0,1 Rσ → ( ) ( ) [ ]1: , , 0,1t t t tσ = ∈ , 

[ ] 2
2 : 0,1 Rσ →  µε ( ) ( ) [ ]2

2 , , 0,1t t t tσ = ∈ . Παρατηρούµε ότι ( ) ( ) ( )1 20 0 0,0σ σ= =  

και ( ) ( ) ( )1 21 1 1,1σ σ= = . 

Αποδείξτε ότι 
1 2

F ds F ds
σ σ

⋅ ≠ ⋅∫ ∫  

 
Λύση Έστω ( ) ( ) ( )( ) ( )1 , ,t x t y t t tσ = = . Άρα 

( ) ( ) [ ]'
1 1,1 , 0,1t tσ = ∈ . 

( ) ( )( ) ( ), ,F x t y t t t= −  και συνεπώς 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ' , 'F x t y t x t y t⋅ = ( ) ( ), 1,1 0t t t t− ⋅ = − =  

για κάθε [ ]0,1t ∈ . 

Έπεται ότι 
1

1

0

0 0F ds dt
σ

⋅ = =∫ ∫ . 

Για την καµπύλη ( ) ( ) ( )( )2 ,t x t y tσ =  παρατηρούµε ότι : 

( ) ( ) ( ) ( )( )'
2 1,2 ' , 't t x t y tσ = =  και 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )2
2 , , ,F t F x t y t y t x t t tσ = = − = − . Εποµένως 

( )( ) ( )'
2 2F t tσ σ⋅ = ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2, ' , ' , 1,2y t x t x t y t t t t− ⋅ = − ⋅

[ ]2 2 22 , 0,1t t t t= − = − ∈ . 

Άρα ( )
2

11 1 3
2 2

0 0 0

1

3 3

t
F ds t dt t dt

σ

 
⋅ = − = − = − = − 

 
∫ ∫ ∫  

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι : 
1 2

1
0

3
F ds F ds

σ σ

⋅ = ≠ − = ⋅∫ ∫  και ακόµη ότι το 

διανυσµατικό πεδίο ( ) ( ), ,F x y y x= −  δεν µπορεί να είναι ίσο ( σε µια ανοικτή 

περιοχή του τετραγώνου µε κορυφές τα ( ) ( ) ( ) ( )0,0 , 1,0 , 1,1 , 0,1 ) µε το πεδίο κλίσεων 

κάποιας 1C  συνάρτησης. 
 
Αξίζει να παρατηρήσουµε ότι το διανυσµατικό πεδίο ( ) ( ), ,F x y y x= −  είναι µια 

γραµµική συνάρτηση 2 2:F R R→  και συνεπώς C∞ − διαφορίσιµη, γεωµετρικά η F  

στρέφει το διάνυσµα ( ),x y  κατά 
2

π
−  ακτίνια ( αυτό φαίνεται καλύτερα αν 

παρατηρήσουµε ότι η F  µε µιγαδικό συµβολισµό είναι η ( )F z iz= −  όπου 

( ),z x y x iy= = + ). Παρόλα αυτά η F  δεν είναι ίση µε το πεδίο κλίσεων κάποιας 1C  

συνάρτησης στο 2R . Το αποτέλεσµα αυτό καταδεικνύει µια σηµαντική διαφορά µε 
τον Λογισµό της µιας µεταβλητής, όπου µε µόνη την υπόθεση της συνέχειας µιας 
συνάρτησης :F R RΙ ⊆ → , στο διάστηµα RΙ ⊆ , έπεται η ύπαρξη παράγουσας για 

την F , δηλαδή υπάρχει :G RΙ →  1C  συνάρτηση µε 'G F=  στο Ι . 




