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Ασκήσεις 
1 Προσδιορίστε τα διανύσµατα ταχύτητας, επιτάχυνσης καθώς και την εξίσωση της 
εφαπτοµένης για κάθε µια από τις παρακάτω καµπύλες για την δοσµένη τιµή  του t : 

(α) ( ) ( )2 36 ,3 , , 0r t t t t t= = , ( ) ( )3( ) sin 3 ,cos3 ,2 , 1b t t t t tσ = =  (γ) 

( ) 2 2 1
sin , 1, , 1t t t t

t
σ  = − = 

 
, (δ) ( ) ( ) 1

0, ,0 ,
2

t t tσ = = . Επίσης να βρεθεί το µήκος 

των καµπύλων των παραδειγµάτων (α) και (β) στο διάστηµα [ ]0,1 . 

 
2) Έστω [ ] 3: ,a b Rσ → , 2C  καµπύλη µε µηδενική επιτάχυνση. Αποδείξτε ότι η σ  

είναι ευθύγραµµο τµήµα ή σηµείο. 
 

3)Να βρεθεί η καµπύλη σ  αν ( ) ( )0 0, 5,1σ = −  και ( ) ( )2' , ,tt t e tσ = . 

 
(*) 4) Μία διανυσµατική συνάρτηση [ ] ( )1: , , ,...,n

nf a b R f f f→ =  λέγεται 

ολοκληρώσιµη ( κατά Riemann ) αν κάθε µια από τις συνιστώσες 1,..., nf f  είναι 

ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Θέτοµε τότε, 1 ,...,
b b b

n

a a a

f dx f dx f dx
 

=  
 

∫ ∫ ∫ . Αποδείξτε ότι 

αν η ( )1,..., nf f f=  είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση τότε και η , 2 2
1 ... nf f f= + +  

είναι ολοκληρώσιµη και ισχύει, 
b b

a a

f dx f dx≤∫ ∫ . 

[ Υπόδειξη: Κάθε µία από τις 2
if  είναι ολοκληρώσιµη άρα και το άθροισµά τους 

είναι ολοκληρώσιµη, επειδή η συνάρτηση x  είναι συνεχής στο [ )0,+∞ , έπεται ότι 

και η f  είναι ολοκληρώσιµη. Καθόσον αφορά την ανισότητα παρατηρούµε ότι αν 

θέσοµε  ( )1,..., ny y y= , όπου ,1
b

i i

a

y f dx i n= ≤ ≤∫ , τότε 
b

a

y f dx= ∫  και 

2 2

1 1 1

b bn n n

i i i i i
i i ia a

y y y f dx y f dx
= = =

 
= = ⋅ =  

 
∑ ∑ ∑∫ ∫ . 

Από την ανισότητα Cauchy-Schwarz έπεται ότι, ( ) ( ) [ ]
1

, ,
n

i i
i

y f t y f x x a b
=

≤ ⋅ ∈∑ , 

άρα 
2

b

a

y y f dx≤ ⋅ ∫ . Από την οποία έπεται η ζητούµενη ανισότητα ]. 

 
5)Να υπολογιστεί το µήκος των καµπύλων:  

(α)  ( ) ( ) 23
cos ,sin , 0, , 0,

2
t a r t t t r a R

π
σ  = + ∈ > ∈  

 

(β)  ( ) ( ) [ ]{ }, : 0,1 , 1nt t t t nσ = ∈ ≥  

(γ)   ( ) ( ) [ ]{ }, : 0,1 , 1n nt t t t nσ = ∈ ≥ . 
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6)Έστω [ ] 3: ,a b Rσ →  µια C∞  διαφορίσιµη καµπύλη. Υποθέτουµε ότι ( )' 0tσ ≠  για 

κάθε [ ],t a b∈ . Το διάνυσµα ( ) ( )
( )
'

'

t
t

t

σ

σ
Τ =  ( εφάπτεται στην σ  στο ( )tσ  και επειδή 

( ) 1tΤ = , το Τ ) λέγεται το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα της σ . 

(α) Αποδείξτε ότι ( ) ( )' 0t tΤ ⋅Τ = . ( Υπόδειξη: Παραγωγίστε την ( ) ( ) 1t tΤ ⋅Τ = ) 

(β) Γράψτε ένα τύπο για το ( )' tΤ  συναρτήσει της σ . 

 
7)Έστω ,f g  δύο πραγµατικές 1C  συναρτήσεις ορισµένες στο διάστηµα [ ],a b , µε 

( ) ( )0 f x g x< <  για κάθε ( ),x a b∈  και ( ) ( ) ( ) ( ),f a g a f b g b= = . Έστω h  η 

διανυσµατική συνάρτηση ορισµένη στο διάστηµα [ ],2a b a−  µε τον ακόλουθο τρόπο: 

( )
( )( ) [ ]

( )( ) [ ]
, ,                     ,

2 , 2 , ,2

t f t t a b
h t

b t g b t t b b a

 ∈
= 

− − ∈ −
 

(α) ∆είξτε ότι η h  παριστάνει  µια καµπύλη  Γ  η οποία έχει µήκος. 
(β) Εξηγείστε, µε την βοήθεια ενός σχήµατος, την γεωµετρική σχέση µεταξύ ,f g  και 
h . 
(γ) Αποδείξτε ότι το σύνολο των σηµείων ( ) ( ) ( ){ }, :  και D x y a x b f x y g x= ≤ ≤ ≤ ≤  

είναι ένα χωρίο του 2R  του οποίου το σύνορο είναι η καµπύλη Γ . 
 
(*) 8) Έστω [ ]: ,f a b R→  κατά τµήµατα 1C  συνάρτηση. 

(α) ∆είξτε ότι η καµπύλη ( ) ( )( ) [ ], , ,t t f t t a bγ = ∈  έχει µήκος το οποίο ισούται µε               

                                                ( ) ( )( )2
1 '

b

a

f t dtγ = +∫ℓ  

(β) Έστω ( ) ( ]sin , 0,1

0,               0

t t
f t t

t

π ∈
= 
 =

. ∆είξτε ότι η f  είναι συνεχής συνάρτηση στο 

[ ]0,1  της οποίας η παράγωγος είναι συνεχής ( ]0,1  αλλά ασυνεχής στο 0. Εν συνεχεία 

δείξτε ότι η καµπύλη ( ) ( )( ) [ ], , 0,1t t f t tγ = ∈  δεν έχει µήκος 


