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Συνεχείς συναρτήσεις πολλών µεταβλητών 
 

           Η Ευκλείδεια απόσταση που ορίσαµε στον nR  επιτρέπει ( εκτός από τον 
ορισµό των ορίων συναρτήσεων και ακολουθιών ) και τον ορισµό της συνέχειας 
συναρτήσεων της µορφής : n mf R RΑ ⊆ → . 
 
         3.1 Ορισµός. Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση και a∈Α , η f  λέγεται 

συνεχής στο σηµείο a , αν για κάθε 0ε > υπάρχει ( ), 0 :a xδ δ ε= > ∈Α  και 

x a δ− < ⇒ ( ) ( )f x f a ε− < . 

Παρατηρούµε ότι ο ορισµός αυτός είναι τελείως ανάλογος µε τον ορισµό της 
συνέχειας στην περίπτωση 1n m= =  και ακόµη ότι είναι ισοδύναµος µε τον 

ακόλουθο: για κάθε 0ε > υπάρχει ( ) ( )( ) ( )( ), 0 : , ,a f a f aδ δ ε δ ε= > Α Β ⊆ Β∩ . 

H f λέγεται συνεχής στο Α αν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του Α. 
 
          3.2 Πρόταση. Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση και a∈Α  ώστε a  σηµείο 
συσσώρευσης  του Α, τότε οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι ισοδύναµοι: 
(ι) f  συνεχής στο a  

(ιι) ( ) ( )lim
x a

f x f a
→

=  

           Απόδειξη: Προφανής από τους ορισµούς των ορίων και της συνέχειας 
συναρτήσεων.  
 
           3.3 Παρατήρηση. Αν το a∈Α  δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του Α  ( 
δηλαδή αν υπάρχει 0ε > ( ) { }: ,x aεΑ Β =∩ )  τότε η f  είναι προφανώς συνεχής στο 

a  ( γιατί; ). 
 
          3.4 Θεώρηµα. ( Χαρακτηρισµός της συνέχειας µε ακολουθίες ). 
Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →   και  a∈Α . Τότε οι ακόλουθοι ισχυρισµοί είναι 
ισοδύναµοι: 
(ι) f  είναι συνεχής στο a  

(ιι) Για κάθε ακολουθία ( )kx ⊆ Α  µε k k
x a⋅

→∞
→  έπεται ότι ( ) ( )k k

f x f a⋅

→∞
→ . 

          Απόδειξη: Η απόδειξη αυτή είναι ανάλογη µε την απόδειξη του 
χαρακτηρισµού  των ορίων συναρτήσεων µε ακολουθίες ( θεώρηµα 2.16 ). Μια άλλη 
απόδειξη προκύπτει συνδυάζοντας  το θεώρηµα 2.16 την πρόταση 3.2 και την 
παρατήρηση 3.3. 
 
          3.5 Θεώρηµα. Έστω, , : n mf g R RΑ ⊆ →  συναρτήσεις συνεχείς στο σηµείο 
a∈Α . Τότε ισχύουν τα ακόλουθα: 
(ι) Οι συναρτήσεις ,  ,   ( ),    f g f R f gλ λ+ ∈ ⋅  ( εσωτερικό γινόµενο των f  και g ) 
είναι συνεχείς στο a . Έπεται ιδιαίτερα ότι αν 1m =  τότε η πραγµατική συνάρτηση 
f g⋅  είναι συνεχής στο a .  

(ιι) Αν 1m =  και ( ) 0g a ≠  τότε υπάρχει ( )0 : 0g xδ > ≠  για κάθε ( ),x a δ∈Α Β∩  

και η συνάρτηση 
1

g
 ( ορισµένη στο ( ),a δΑ Β∩ ) είναι συνεχής στο a . 
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(ιιι) Αν : n mh R RΑ ⊆ →  είναι συνάρτηση και ( ) ( ) ( )( )1 ,..., ,mh x h x h x x= ∈Α , τότε 

η h  είναι συνεχής στο a∈Α  αν και µόνο αν η κάθε µία από τις συνιστώσες 
συναρτήσεις 1,..., mh h  είναι συνεχής στο a . 

 
         Απόδειξη. Έπεται εύκολα µε χρήση του χαρακτηρισµού της συνέχειας 
συναρτήσεων µε ακολουθίες ( θεώρηµα 3.4) και τις αλγεβρικές ιδιότητες των ορίων 
ακολουθιών. Για την (ιι) χρησιµοποιούµε και τον ορισµό της συνέχειας της f  στο a . 
 
          3.6 Πρόταση. Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  και : m lg R RΒ ⊆ →  συναρτήσεις ώστε 

( )f Α ⊆ Β . Αν η f  είναι συνεχής στο a∈Α  και η g  συνεχής στο ( )f a  τότε η 

: n lgof R RΑ ⊆ →  είναι συνεχής στο a . 

          Απόδειξη. Έστω ( )nx ⊆ Α  µε 0n nn
x a x a⋅

→∞
− → ⇔ → . Επειδή η f  

είναι συνεχής στο a  έπεται από το θεώρηµα 3.4 (( ι)⇒ (ιι)) ότι ( ) ( )nf x f a⋅→ . 

Επειδή η g  συνεχής στο ( )f a  έπεται πάλι από την (ι) ⇒ (ιι) του θεωρήµατος 3.4 ότι 

( )( ) ( )( )ng f x g f a⋅→ . Από την αντίστροφη συνεπαγωγή (ιι) ⇒ (ι) του 

θεωρήµατος 3.4, έπεται ότι η gof  συνεχής στο a . 
 
Έστω nRΑ ⊆  και V ⊆ Α , το σύνολο V  λέγεται ότι είναι ανοικτό στο Α ( ή σχετικά 

ανοικτό υποσύνολο του Α ) αν υπάρχει nW R⊆  ανοικτό στο nR  ώστε V W= Α∩ . 
Ένα υποσύνολο Β του Α λέγεται κλειστό στο Α ( ή σχετικά κλειστό υποσύνολο του 
Α) αν υπάρχει ένα κλειστό υποσύνολο F  του nR , ώστε FΒ = Α∩ . Για παράδειγµα, 

αν [ )0,1 RΑ = ⊆ , τότε το 
1

0,
2

V
 =  

 είναι ανοικτό στο Α  και το 
1

,1
2

 Β =  
 είναι 

κλειστό στο Α  ( γιατί;). 
Παρατηρούµε ότι το Β ⊆ Α  είναι κλειστό στο Α αν και µόνο αν το Α−Β  είναι 
ανοικτό στο Α ( γιατί; ). 
 
        3.7 Πρόταση. Έστω, : n mf R RΑ ⊆ →  συνάρτηση. Τότε τα ακόλουθα είναι 
ισοδύναµα: 
(ι)  Η f  είναι συνεχής. 

(ιι) Για κάθε mU R⊆  ανοικτό έπεται ότι το ( )1f U−  είναι ανοικτό στο Α. Ιδιαίτερα, 

αν το Α είναι ανοικτό υποσύνολο του nR  τότε το ( )1f U−  είναι ανοικτό στον nR . 

(ιιι) Για κάθε F  κλειστό υποσύνολο του mR  έπεται ότι το ( )1f F−  είναι κλειστό στο 

Α. Ιδιαίτερα αν Α κλειστό υποσύνολο του nR  το ( )1f F−  είναι κλειστό υποσύνολο 

του nR . 
        Απόδειξη. (ι) ⇒ (ιι)  Έστω, mU R⊆  ανοικτό στον mR . Έστω, ακόµη 

( )1x f U−∈  τότε ( )f x U∈  και βέβαια x∈Α . Έπεται ότι υπάρχει 

( )( )0 : ,x xf x Uδ δ> Α Β ⊆∩  ( από τον ορισµό της συνέχειας και το γεγονός ότι U  

ανοικτό στον mR ). Έτσι συµπεραίνουµε ότι το σύνολο ( )1f U−  µπορεί να γραφεί  ως 

ένωση ανοικτών στο Α υποσυνόλων του Α ως ακολούθως, 

( ) ( ) ( ){ }1 1, :xf U x x f Uδ− −= Α Β ∈∪ ∩ = ( ) ( ){ }1, :xx x f Uδ − Α Β ∈ ∩ ∪  και 

συνεπώς είναι σχετικά ανοικτό υποσύνολο του Α. Είναι τώρα σαφές ότι αν το Α 
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ανοικτό στον nR  τότε το ( )1f U−  είναι ανοικτό στο nR  για κάθε U  ανοικτό στον 
mR . 

(ιι) ⇒ (ι) Έστω x∈Α  και ( )( ),U f x ε= Β  τότε το ( )1f U−  είναι ανοικτό στο Α και 

( )1x f U−∈ , εποµένως υπάρχει ( ) ( )10 : ,x f Uδ δ −> Α Β ⊆∩ , άρα 

( )( ) ( )( ) ( )( )1, ,f x f f U U f xδ ε−Α Β ⊆ = = Β∩  και η f  είναι συνεχής στο x . 

Η ισοδυναµία των ισχυρισµών (ιι) και (ιιι) της πρότασης, έπεται αµέσως από το 
ακόλουθο στοιχειώδες συνολοθεωρητικό αποτέλεσµα: Αν Χ  και Y  σύνολα και 

:f YΧ →  συνάρτηση, τότε για κάθε YΒ ⊆  ισχύει: ( ) ( )1 1f f− −Υ −Β = Χ− Β . 

 

           3.8 Παρατήρηση. Έστω, 2:g R R→  συνάρτηση. Η απαίτηση ο περιορισµός 

της g πάνω  σε κάθε ευθεία που διέρχεται από το ( )0,0 να είναι συνεχής στο ( )0,0  

δεν είναι αρκετός ώστε να συνεπάγεται τη συνέχεια της g  στο ( )0,0 . Πράγµατι 

έστω, ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 4
, , 0,0

,

0,           , 0,0

xy
x y

x yg x y

x y


≠ += 

 =

 

Έστω, a R∈  τότε, για 0x ≠  έχουµε 

( ) ( )
( )

( )
2 2

4 04 22
, 0 0,0

1 x

x ax a x
g x ax g

a xx ax
→

= = → =
++

. Επίσης ( ) ( )0, 0 0,0g y g= =  για 

κάθε y R∈  µε 0y ≠ . Από την άλλη µεριά παρατηρούµε ότι η g  δεν είναι συνεχής 

στο ( )0,0  όπως έπεται από τις σχέσεις, 

( )
( )

2 2 4
2

2 2 4 4 22 4
,

1

t t t
g t t

t tt t

λ λ λ
λ

λ λλ

⋅
= = =

+ ++
∈

1 1
,

2 2
 −  

, Rλ∈ , 0t ≠  ( Παρατηρούµε 

ότι, 22 1, Rλ λ λ≤ + ∀ ∈ ). 

Συνεπώς η g  είναι σταθερή στις παραβολές ( ){ }2, :x y x yλ=  για Rλ∈ , 0λ ≠  και 

σε κάθε δίσκο ( )( )0,0 ,εΒ  παίρνει όλες τις τιµές µεταξύ 
1

2
−  και 

1

2
 ( γιατί;). 

           3.9 Ορισµός. Μια συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ →  λέγεται ότι είναι φραγµένη αν 

υπάρχει 0Μ >  ώστε ( )f x ≤ Μ  για κάθε x∈Α . Για παράδειγµα η συνάρτηση g  

της προηγούµενης παρατήρησης είναι φραγµένη, αφού ( ) ( ) 21
, ,  ,

2
g x y x y R≤ ∀ ∈  

(γιατί;). 
 
 
 
 

Παραδείγµατα συνεχών συναρτήσεων 
1)Κάθε Lipschitz συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ →  είναι συνεχής ( δηλαδή µια 

συνάρτηση : n mf R RΑ ⊆ →  για την οποία υπάρχει σταθερά 0Κ >  ώστε 

( ) ( )f x f y x y− ≤ Κ −  για κάθε ,x y∈Α ). 
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Πράγµατι, δοθέντος του 0ε > , θέτουµε 
ε

δ =
Κ

, οπότε έχουµε ,x y∈Α  και 

x y δ− ≤  τότε ( ) ( )f x f y x y
ε

δ ε− ≤ Κ − ≤ Κ ⋅ = Κ ⋅ =
Κ

. 

2)Οι συναρτήσεις προβολές : , 1,2,...,n
k R R k nπ → = , ώστε ( )k kx xπ = , για 

( )1,..., , 1,2,...,nx x x k n= = , είναι Lipschitz και άρα συνεχείς. Πράγµατι, αν , nx y R∈  

και ( ) ( )1 1,..., , ,...,n nx x x y y y= =  τότε ( ) ( )k k k kx y x y x yπ π− = − ≤ − , για κάθε 

1, 2,...,k n= . 
 
3) Γενικότερα κάθε γραµµική συνάρτηση : n mf R R→ είναι Lipschitz 
(Υπενθυµίζουµε ότι οι προβολές είναι γραµµικές.). 
  
Ας υπενθυµίσουµε πρώτα κάποιες ιδιότητες των γραµµικών συναρτήσεων: 

(Ι) Έστω, : nf R R→  γραµµική συνάρτηση ( 1m = ), τότε υπάρχει 

( )1,...,
n

na a a R= ∈  ώστε ( ) 1 1 ... n nf x a x a x a x= ⋅ = + + , όπου ( )1,...,
n

nx x x R= ∈ . Για 

να το αποδείξουµε θεωρούµε την συνήθη βάση 

( ) ( ) ( )1 21,0,...,0 , 0,1,0,...,0 ,..., 0,....,0,1ne e e= = =  του nR  και θέτουµε 

( ) , 1, 2,...,k ka f e k n= = , τότε 

( )( )1,..., nf x x = ( )1 1 ... n nf x e x e+ + = ( ) ( )1 1 ... n nx f e x f e+ + = 1 1 ... n na x a x+ + = a x⋅  

(ΙΙ) Έστω, : n mf R R→  γραµµική ( 2m ≥ ). Θέτουµε , 1,2,...,k kf of k mπ= = , οι 

συντεταγµένες συναρτήσεις 1,..., mf f  της f  είναι βέβαια γραµµικές, αφού οι 

προβολές 1,..., mπ π  είναι γραµµικές. 

Έτσι µπορούµε να γράφουµε ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1,..., ,...,m mf f f f x f x f x= ⇔ =  για nx R∈ . 

Από το (Ι) έχουµε  ότι, για κάθε 1, 2,...,k m=  υπάρχει n
ka R∈  ώστε ( )k kf x a x= ⋅  για 

nx R∈ , όπου ( )1,...,k k kna a a= . Έπεται ότι για nx R∈ , 

( ) ( )1 ,..., mf x a x a x= ⋅ ⋅ = ( ) ( )2 2

1 ... ma x a x⋅ + + ⋅ ≤ ( ) ( )2 2

1 ... ma x a x⋅ + + ⋅

=
2 2

1 ... mx a a+ + . 

 Άρα θέτοντας, 
2 2

1 ... ma aΚ = + + = { }2 :1 ,1ka k m nλ λ≤ ≤ ≤ ≤∑ , 

συµπεραίνουµε ότι ( )f x x≤ Κ ,  από όπου έπεται ότι  ( )f x y x y− ≤ Κ −  για 

κάθε , nx y R∈  και η f  είναι συνάρτηση Lipschitz. ( Σηµειώνουµε ότι 

χρησιµοποιήθηκε η ανισότητα Cauchy-Schwartz.) 
 

          Παρατήρηση. Έστω, ( );n mL R R  ο χώρος των γραµµικών απεικονίσεων 

: n mf R R→  και ( );V m n R×  ο χώρος των m n×  πινάκων µε στοιχεία πραγµατικούς 

αριθµούς. 
Είναι η παραπάνω ανάλυση που έγινε στο (ΙΙ) που µας οδηγεί φυσιολογικά στην 
ταύτιση των δύο παραπάνω χώρων ( που γίνονται διανυσµατικοί χώροι επί του R  ο 
καθένας µε τις συνήθεις πράξεις). Η ταύτιση των δύο χώρων γίνεται µέσω του 
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γραµµικού ισοµορφισµού ( ) ( ) ( ); ; :n mL R R V m n R fΦ→ × Φ = Α  όπου Α είναι ο 

m n×  πίνακας, ( ) ( )( ) , 1, 2,..., , 1,2,...,a f e m nκλ κ λ κ λΑ = = = = . 

                               

1

2 11 1

1

. ,

.

n

m mn

m

a

a a a

a a

a

 
 

  
  Α = =     
  

 
 

…

⋮ ⋱ ⋮

⋯

                                   ( )( )ka f eκλ λ=  

Θέτοντας { }2 : 1, 2,..., , 1, 2,...,f a m nκλ κ λ= = =∑ , ο διανυσµατικός χώρος 

( );n mL R R  αποκτά την δοµή ενός Ευκλειδείου χώρου, ουσιαστικά ταυτιζόµενος µε 

τον m nR × . Παρατηρούµε ότι, ( )f x x= Α⋅ =  πολλαπλασιασµός του πίνακα ( )aκλΑ =  

µε το διάνυσµα στήλη 

1

.

.

n

x

x

x

 
 
 =
 
 
 

. 

(*) 4)Οι πράξεις του διανυσµατικού χώρου nR  είναι συνεχείς. 

Εννοούµε µε αυτό τις συναρτήσεις: ( ): , n n nx y R R x y RΦ ∈ × → + ∈  και 

( ): , n nx R R x Rϕ λ λ∈ × → ∈  ( διανυσµατική πρόσθεση και βαθµωτό γινόµενο 

αντίστοιχα). Παρατηρούµε καταρχήν ότι ο χώρος n mR R×  ταυτίζεται φυσιολογικά µε 

τον n mR +  µέσω της ( ) ( )( ) ( )1 1 1 1,..., , ,..., ,..., , ,...,n m n mx x y y x x y y→  και η νόρµα του 

δίνεται από τον τύπο ( ) 2 2
,x y x y= + . 

Για την συνέχεια της Φ  αρκεί να παρατηρήσουµε ότι η Φ  είναι γραµµική και άρα 
Lipschitz.  
Για το βαθµωτό γινόµενο µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον χαρακτηρισµό της 

συνέχειας µε ακολουθίες: Έστω, ( ), , 1, 2,...k kx kλ =  ακολουθία στον nR R×  και 

( ), nx R Rλ ∈ ×  ώστε ( ) ( ), ,k k kx xλ λ λ λ→ ⇔ →  και kx x→ . Έπεται ότι 

k kx xλ λ− ≤ k k k kx x x xλ λ λ λ− + − = 0 0 0k k k k
x x xλ λ λ →∞⋅ − + − → + = . 

Εδώ χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι η ( )kx   είναι φραγµένη ως συγκλίνουσα. 

5) Η συνάρτηση, : ng x R x R∈ → ∈  είναι συνεχής. Πράγµατι, αν , nx y R∈  τότε 

x y x y− ≤ − , εποµένως η g  είναι συνάρτηση Lipschitz και άρα συνεχής 

[ ( ) ( )2 2
1 1... , ,..., n

n ng x x x x x x R= + + = ∈ ] 

6)Η συνάρτηση { } 1

2 2 2 2
1 1

0 ,...,
... ...

n nn

n n

xxx
x R R

x x x x x

 
 ∈ − → = ∈
 + + + + 

 είναι 

συνεχής. Πράγµατι, έστω 0, nx x R≠ ∈  και ( ) { }0 :n
k kx R x x⋅⊆ − →  τότε 

kx x→  ( παράδειγµα 5) και επειδή 0x ≠ έπεται ότι 
1 1

kx x
→ . Από την 
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συνέχεια του βαθµωτού γινοµένου έπεται ότι 
1 1

k
k

x x
x x

⋅ → ⋅ . ( Σηµειώνουµε ότι η 

απόδειξη αυτή δεν χρησιµοποιεί τις συντεταγµένες του χώρου nR , πρβλ. επίσης το 
θεώρηµα 3.5 ii). 
7) Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση ( ) ( )1 1,..., ,...,n

n nx x R P x x R∈ → ∈  είναι συνεχής. 

Μια συνάρτηση ( )1,..., nx xΡ  λέγεται πολυωνυµική αν είναι γραµµικός συνδυασµός 

µονώνυµων δηλαδή συναρτήσεων  της µορφής 1
1 ... nkk

nx x , όπου 1,..., nk k  µη αρνητικοί 

ακέραιοι. Έστω, για απλότητα 2n = , έτσι η ( ),x yΡ  είναι πολυώνυµο αν είναι 

γραµµικός συνδυασµός συναρτήσεων της µορφής kx yλ⋅  µε ,k λ  µη αρνητικούς 

ακέραιους. Τώρα κάθε µονώνυµο  kx yλ⋅ είναι συνεχής συνάρτηση όπως έπεται µε 

χρήση του χαρακτηρισµού της συνέχειας µε ακολουθίες και τις ιδιότητες των ορίων 

ακολουθιών ( αν ( ) ( ), ,x y x y x xν ν ν
⋅→ ⇔ →  και y yν → , τότε k kx xν →  και 

y yλ λ
ν →  άρα k kx y x yλ λ

ν ν⋅ → ⋅ ) ή εναλλακτικά µε χρήση του παραδείγµατος (2) του 

θεωρήµατος 3.5 (ι) και µε επαγωγή στον βαθµό του ( ο βαθµός του µονώνυµου 
kx yλ⋅  είναι k λ+ ). 

Εφόσον τα µονώνυµα είναι συνεχείς συναρτήσεις από το θεώρηµα 3.5(ι) , έπεται ότι 
κάθε πολυώνυµο πολλών µεταβλητών είναι συνεχής συνάρτηση. 
Παρατηρούµε ότι το παράδειγµα αυτό γενικεύει το παράδειγµα (3), δεδοµένου ότι 
κάθε γραµµική συνάρτηση είναι πολυώνυµο πρώτου βαθµού.  

8) Κάθε ρητή συνάρτηση ( ) ( )
( )

1
1

1

,...,
,...,

,...,
n

n
n

P x x
f x x

Q x x
= , όπου ( ) ( )1 1,..., , ,...,n nP x x Q x x  

πολυώνυµα n − µεταβλητών και Q  όχι ταυτοτικά µηδέν, είναι συνεχής συνάρτηση 
στο πεδίο ορισµού της. Αυτό είναι προφανής συνέπεια του θεωρήµατος 3.5. Έτσι για 

παράδειγµα οι συναρτήσεις ( )
2 5 2

2 2

2 5
,

x xy y x y
f x y

x y

+ − +
=

−
 και 

( ) 2 2 2

1
, ,g x y z

x y z
=

+ +
 είναι ρητές. 

9) Η συνάρτηση εσωτερικό γινόµενο, ( ), n nx y R R x y R∈ × → ⋅ ∈  είναι συνεχής. 

Πράγµατι έστω, ( ), , 1k kx y k ≥  ακολουθία στον n nR R×  ώστε 

( ) ( ), , n n
k kx y x y R R→ ∈ × ⇔ kx x→  και ky y→  τότε 

k kx y x y⋅ − ⋅ ≤ k k k kx y x y x y x y⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = ( ) ( )k k ky x x x y y⋅ − + ⋅ − ≤  ανισότητα 

Cauchy-Schwartz ≤ k k kx x y y y x− ⋅ + − ⋅ 0
k→∞

→  ( Εδώ χρησιµοποιήσαµε το 

γεγονός ότι η ( )ky  είναι φραγµένη ως συγκλίνουσα ακολουθία). Από τον 

χαρακτηρισµό της συνέχειας µε ακολουθίες έπεται το συµπέρασµα. 
 

Ασκήσεις 

1)∆είξτε ότι η συνάρτηση ( )0,1
1

n x
x R

x
ϕ∈ → ∈Β

+
 είναι συνεχής 1 1−  και επί 

της ( )0,1Β  µε αντίστροφη την ( )0,1
1

ny
y R

y
σ∈Β → ∈

−
. ∆είξτε επί πλέον ότι και 

η σ  είναι συνεχής. [Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε τον χαρακτηρισµό της συνέχειας µε 
ακολουθίες] 


