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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.
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Περιεχόµενα ενότητας

2.7 Ασκήσεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 3



Κυρτή Ανάλυση

2.7 Ασκήσεις

1. ΄Εστω A ένα µη κενό ανοικτό υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι η κυρτή ϑήκη conv(A) του A είναι ανοικτό σύνολο.

2. (α) ΄Εστω S µη κενό, ϕραγµένο υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι τα S και conv(S) έχουν την ίδια διάµετρο.

(ϐ) ΄Εστω S,T µη κενά υποσύνολα του Rn . ∆είξτε ότι

conv(S + T ) = conv(S) + conv(T ).

(γ) ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι conv(int(S)) ⊆ int(conv(S)). Ισχύει πάντα ισότητα;

3. ΄Εστω S ⊂ Rn και έστω x, y ∈ Rn δύο σηµεία που δεν ανήκουν στην κυρτή ϑήκη conv(S) του S. ∆είξτε ότι αν

x ∈ conv(S ∪ {y}) και y ∈ conv(S ∪ {x}) τότε x = y.

4. ∆ίνονται ευθύγραµµα τµήµατα I1, . . . , Im στον R2 τα οποία περιέχονται στις διακεκριµένες παράλληλες ευθείες

ℓ1, . . . , ℓm . Υποθέτουµε ότι για κάθε i1, i2, i3 ∈ {1, . . . ,m} υπάρχει ευθεία που τέµνει τα Ii1 , Ii2 και Ii3 . ∆είξτε ότι

υπάρχει ευθεία που τέµνει όλα τα διαστήµατα I1, . . . , Im .

5. ∆ίνονται κυρτά σύνολα A1, . . . , Am στον R2. Υποθέτουµε ότι για κάθε i, j ∈ {1, . . . ,m} υπάρχει ευθεία παράλληλη

στον x–άξονα που τέµνει τα Ai και Aj . ∆είξτε ότι υπάρχει ευθεία παράλληλη στον x–άξονα που τέµνει όλα τα σύνολα

A1, . . . , Am .

6. ΄Εστω m ≥ n + 1, d > 0 και C1, . . . ,Cm µη κενά κυρτά υποσύνολα του Rn µε την εξής ιδιότητα: αν 1 ≤ i1 <

· · · < in+1 ≤ m τότε υπάρχει y ∈ Rn ώστε d(y,Ci j ) ≤ d για κάθε j = 1, . . . ,n + 1. ∆είξτε ότι υπάρχει x ∈ Rn ώστε

d(x,Ci ) ≤ d για κάθε i = 1, . . . ,m.

7. ∆ίνονται θ1, . . . , θk ∈ Sn−1 και t1, . . . , tk ∈ R. Υποθέτουµε ότι το κυρτό πολύεδρο

P =
k⋂
i=1

{x ∈ Rn : ⟨x, θi⟩ ≤ ti }

είναι µη κενό και ϕραγµένο. ∆είξτε ότι : αν το υπερεπίπεδο H = {x ∈ Rn : ⟨x, θ⟩ = t} (όπου θ ∈ Sn−1 και t ∈ R)

ικανοποιεί την P ∩ H = ∅, τότε υπάρχουν 1 ≤ i1 < · · · < in ≤ k ώστε το P′ =
n⋂
j=1
{x ∈ Rn : ⟨x, θi j ⟩ ≤ ti j } να

ικανοποιεί τις P1 ⊇ P και P′ ∩ H = ∅.

8. ΄Εστω A1, . . . , Am µη κενά κυρτά υποσύνολα του Rn και έστω k ≤ n + 1. Υποθέτουµε ότι : για κάθε i1, . . . , ik ∈
{1, . . . ,m}, το σύνολο Ai1 ∩ · · · ∩ Aik είναι µη κενό.

∆είξτε ότι : αν F είναι ένας (n−k+1)-διάστατος γραµµικός υπόχωρος τουRn τότε υπάρχει u ∈ Rn ώστε η µεταφορά

F + u του F να τέµνει όλα τα σύνολα A1, . . . , Am .

9. ΄Εστω A1, . . . , Am και C κυρτά υποσύνολα του Rn .

(α) ∆είξτε ότι για κάθε i = 1, . . . ,m, το σύνολο Bi = {u ∈ Rn : Ai ∩ (C + u) , ∅} είναι κυρτό.

(ϐ) Υποθέτουµε ότι για κάθε i1, . . . , in+1 ∈ {1, . . . ,m} υπάρχει u ∈ Rn ώστε το C + u να τέµνει τα Ai1 , . . . , Ain+1 .

∆είξτε ότι υπάρχει u ∈ Rn ώστε το C + u να τέµνει όλα τα σύνολα A1, . . . , Am .

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 4



Κυρτή Ανάλυση

10. ΄Εστω m ≥ n + 1 και K,C1, . . . ,Cm κυρτά υποσύνολα του Rn . Υποθέτουµε ότι για κάθε 1 ≤ i1 < · · · < in+1 ≤ m
υπάρχει x ∈ Rn ώστε x + K ⊆ Ci1 ∩ · · · ∩ Cin+1 . ∆είξτε ότι υπάρχει x ∈ Rn ώστε x + K ⊆ C1 ∩ · · · ∩ Cm .

11. ∆ίνονται n σηµεία x1, . . . , xn στο επίπεδο. ∆είξτε ότι υπάρχει Ϲεύγος κάθετων ευθειών ℓ1 ⊥ ℓ2 ώστε καθένα

από τα τέσσερα κλειστά τεταρτηµόρια στα οποία χωρίζουν το επίπεδο να περιέχει τουλάχιστον [n/4] από τα σηµεία

xi .

12. ΄Εστω T (n,r) ο µικρότερος ϕυσικός m µε την ακόλουθη ιδιότητα: αν A ⊂ Rn και |A| = m, τότε υπάρχουν ξένα

ανά δύο A1, . . . , Ar ⊂ A ώστε
r⋂
i=1

conv(Ai ) , ∅.

∆είξτε ότι

T (n,r1r2) ≤ T (n,r1)T (n,r2)

για κάθε r1,r2 ≥ 2.

13. Σκοπός µας σε αυτή την άσκηση είναι να δείξουµε το εξής: αν K είναι ένα µη κενό, κυρτό και συµπαγές

υποσύνολο του Rn , τότε υπάρχει y ∈ Rn ώστε

−
1
n

K + y ⊆ K.

(α) Εξετάστε πρώτα την περίπτωση που K = conv({u1, . . . ,un+1}) για κάποια u1, . . . ,un+1 ∈ R
n µε u1+· · ·+un+1 = 0.

Με αυτές τις υποθέσεις δείξτε ότι

−
1
n

K ⊆ K.

(ϐ) Εξετάστε τώρα την περίπτωση που K = conv({u1, . . . ,un+1}) για κάποια u1, . . . ,un+1 ∈ R
n . Αν

y =
u1 + · · · + un+1

n
,

δείξτε ότι

−
1
n

K + y ⊆ K.

(γ) Θεωρήστε τώρα τη γενική περίπτωση: K είναι ένα µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του Rn . Για κάθε

x ∈ K ϑεωρήστε το σύνολο

Ax =

{
y ∈ Rn : −

1
n

x + y ∈ K
}

και δείξτε ότι η οικογένεια {Ax : x ∈ K } ικανοποιεί τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος του Helly.

14*. Αν K είναι ένα συµπαγές υποσύνολο του Rn , η διάµετρος του K ορίζεται από την

diam(K ) = max{∥x − y∥2 : x, y ∈ K }.

΄Εστω K συµπαγές υποσύνολο του Rn µε diam(K ) ≤ 2. ∆είξτε ότι υπάρχει u ∈ Rn ώστε το K να περιέχεται στην

κλειστή µπάλα B(u,rn ) µε κέντρο u και ακτίνα

rn =

√
2n

n + 1
.

Το αποτέλεσµα αυτό είναι γνωστό ως ϑεώρηµα του Jung.
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15*. ∆ίνονται µη κενές οικογένειες C1, . . . ,Cn+1 συµπαγών κυρτών υποσυνόλων του Rn µε την ακόλουθη ιδιότητα:

για κάθε επιλογή C1 ∈ C1, . . . ,Cn+1 ∈ Cn+1 ισχύει C1 ∩ · · · ∩ Cn+1 , ∅. ∆είξτε ότι υπάρχει i ∈ {1, . . . ,n + 1} ώστε

όλα τα σύνολα της οικογένειας Ci να έχουν κάποιο κοινό σηµείο.

16* ΄Εστω S ⊆ Rn . Υποθέτουµε ότι η κυρτή ϑήκη conv(S) του S έχει µη κενό εσωτερικό. ∆είξτε ότι : αν x ∈
int(conv(S)) τότε υπάρχουν v1, . . . ,v2n ∈ S ώστε x ∈ int(conv({v1, . . . ,v2n })).
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