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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης

αναφέρεται ϱητώς.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Αθηνών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη

αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μά-

ϑηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από

εθνικούς πόρους.
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5.4 Ασκήσεις

1. ΄Εστω f : Rn → R άνω ϕραγµένη κυρτή συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

2. ΄Εστω f : Rn → R κυρτή συνάρτηση, g : Rn → R κοίλη συνάρτηση και έστω ότι f (x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ Rn .

∆είξτε ότι υπάρχει αφινική συνάρτηση h : Rn → R ώστε f (x) ≤ h(x) ≤ g(x) για κάθε x ∈ Rn .

3. ΄Εστω V µη κενό, ανοικτό κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω f : V → R κυρτή συνάρτηση. ∆είξτε ότι : αν C είναι

µη κενό, συµπαγές υποσύνολο του V τότε η f είναι Lipschitz συνεχής στο C.

4. ΄Εστω C µη κενό, ανοικτό κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω f : C → R.

(α) Υποθέτουµε ότι η f έχει συνεχείς µερικές παραγώγους. ∆είξτε ότι η f είναι κυρτή αν και µόνο αν

⟨∇ f (x) − ∇ f (y), x − y⟩ ≥ 0

για κάθε x, y ∈ C.

(ϐ) Υποθέτουµε ότι η f έχει συνεχείς µερικές παραγώγους δεύτερης τάξης. ∆είξτε ότι η f είναι κυρτή αν και µόνο

αν για κάθε x ∈ C και για κάθε u ∈ Rn ισχύει

n∑
i, j=1

∂2 f
∂xi∂x j

(x)uiu j ≥ 0.

5. ΄Εστω C κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω f : Rn → R η συνάρτηση f (x) = dist(x,C).

(α) ΄Εστω x < C. ∆είξτε ότι

∇ f (x) =
x − pC (x)
∥x − pC (x)∥2

.

(ϐ) ∆είξτε ότι η f είναι διαφορίσιµη στο Rn \ C.

6. ΄Εστω A,B µη κενά, συµπαγή και κυρτά υποσύνολα του Rn . Αν C = conv(A ∪ B) δείξτε ότι

hC (x) = max{hA(x),hB (x)}

για κάθε x ∈ Rn .

7. ΄Εστω A,B κλειστά και κυρτά υποσύνολα του Rn µε 0 ∈ int(A) ∩ int(B). Αν C = A ∩ B δείξτε ότι

gC (x) = max{gA(x),gB (x)}

για κάθε x ∈ Rn .

8. ΄Εστω h : Rn → R κυρτή, ϑετικά οµογενής συνάρτηση. ∆είξτε ότι :

1. h′(u; u) = h(u) και h′(u;−u) = −h(u),

2. h′(u; y) ≤ h(y),
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όπου h′(x; u) είναι η παράγωγος της f στο σηµείο x στην κατεύθυνση του u.

9. ΄Εστω C µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του Rn . ΄Εστω u , 0. Ορίζουµε

L = {x ∈ C : hC (u) = ⟨x,u⟩}.

∆είξτε ότι :

1. h′C (u; y) = hL (y) για κάθε y ∈ Rn .

2. Η hC είναι διαφορίσιµη στο u αν και µόνο αν το L είναι µονοσύνολο.

10. ΄Εστω C µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι η hC είναι γραµµική αν και µόνο αν το C
είναι µονοσύνολο.

11. ΄Εστω f : Rn → R κυρτή συνάρτηση. Το υποδιαφορικό της f στο x είναι το σύνολο

∂ f (x) = {v ∈ Rn : f (y) ≥ f (x) + ⟨v, y − x⟩ για κάθε y ∈ Rn }.

(α) ∆είξτε ότι το ∂ f (x) είναι µη κενό, συµπαγές και κυρτό.

(ϐ) ∆είξτε ότι

∂ f (x) = {v ∈ Rn : ⟨v,u⟩ ≤ f ′(x; u) για κάθε u , 0},

όπου f ′(x; u) είναι η παράγωγος της f στο σηµείο x στην κατεύθυνση του u.

(γ) ∆είξτε ότι : αν η f είναι διαφορίσιµη στο x τότε ∂ f (x) = {∇ f (x)}.

12. ΄Εστω C µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του Rn . ∆είξτε ότι ∂hC (0) = C.
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