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2 Συνδυαστικά θεωρήµατα για κυρτά σύνολα στον Ευκλεί-
δειο χώρο

2.1 Κυρτή θήκη

Στην §1.1 δώσαµε τον ορισµό του κυρτού συνόλου. Αν x και y είναι δύο σηµεία στον Rn, το ευθύγραµµο

τµήµα [x, y] µε άκρα τα x και y είναι το σύνολο όλων των σηµείων της µορφής x + t(y − x) µε t ∈ [0,1]:

(2.1.1) [x, y] = {(1 − t)x + ty : 0 ≤ t ≤ 1}.

΄Ενα µη κενό υποσύνολο A του Rn λέγεται κυρτό αν για κάθε x, y ∈ A και για κάθε t ∈ [0,1] έχουµε

(2.1.2) (1 − t)x + ty ∈ A.

∆ηλαδή, το A είναι κυρτό αν, για κάθε δύο σηµεία του, περιέχει ολόκληρο το ευθύγραµµο τµήµα που τα

συνδέει.

Σηµείωση: Συµφωνούµε ότι το κενό σύνολο ∅ είναι κυρτό (παρατηρήστε ότι «ικανοποιεί κατά τετριµµένο

τρόπο» τον ορισµό).

Ορισµός 2.1.1 (κυρτός συνδυασµός). ΄Εστω m ≥ 1 και {x1, . . . , xm} ένα πεπερασµένο σύνολο σηµείων

στον Rn. Αν t1, . . . , tm ≥ 0 και t1 + · · · + tm = 1, τότε το

(2.1.3) x = t1x1 + · · · + tm xm

λέγεται κυρτός συνδυασµός των x1, . . . , xm.

Από τον ορισµό του κυρτού συνόλου, ένα σύνολο είναι κυρτό αν περιέχει τους κυρτούς συνδυασµούς

οποιωνδήποτε δύο σηµείων του. Με επαγωγή µπορούµε να δείξουµε το εξής.

Πρόταση 2.1.2. ΄Ενα µη κενό σύνολο A ⊆ Rn είναι κυρτό αν και µόνο αν κάθε κυρτός συνδυασµός σηµείων

του A ανήκει στο A.

Απόδειξη. Η µία κατεύθυνση είναι απλή: αν κάθε κυρτός συνδυασµός σηµείων του A ανήκει στο A, τότε

για κάθε x, y ∈ A και t ∈ [0,1], παίρνοντας t1 = 1 − t και t2 = t ϐλέπουµε ότι ο κυρτός συνδυασµός

(1 − t)x + ty ανήκει στο A. ΄Αρα, το A είναι κυρτό.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση, ϑεωρούµε ένα κυρτό σύνολο A. Θα δείξουµε ότι, για τυχόντα x1, . . . , xm ∈

A και t1, . . . , tm ≥ 0 µε t1 + · · · + tm = 1 ισχύει t1x1 + · · · + tm xm ∈ A. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή

ως προς το m. Ο ορισµός της κυρτότητας του A εξασφαλίζει την περίπτωση m = 2 (αν m = 1 δεν έχουµε

τίποτα να δείξουµε). Υποθέτουµε ότι ο ισχυρισµός αληθεύει για οποιονδήποτε κυρτό συνδυασµό από m ή

λιγότερα σηµεία, και ϑεωρούµε έναν κυρτό συνδυασµό x =
m+1∑
i=1

ti xi , όπου xi ∈ A.

Αφού
m+1∑
i=1

ti = 1 και m + 1 > 1, κάποιος από τους ti είναι µικρότερος από 1. Αλλάζοντας τη σειρά των ti ,

µπορούµε να υποθέσουµε ότι tm+1 < 1. Τότε,

(2.1.4) x = (1 − tm+1)
m∑

i=1

ti

1 − tm+1
xi + tm+1xm+1 = (1 − tm+1)y + tm+1xm+1,

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 4
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όπου

(2.1.5) y =

m∑
i=1

ti

1 − tm+1
xi .

Αφού
m∑

i=1
ti = 1− tm+1, το y είναι κυρτός συνδυασµός m σηµείων του A. Από την επαγωγική υπόθεση παίρ-

νουµε y ∈ A. Χρησιµοποιώντας ξανά την επαγωγική υπόθεση για τα y και xm+1 (m = 2) συµπεραίνουµε

ότι x ∈ A. □

Πρόταση 2.1.3. (i) ΄Εστω (Ai)i∈I µία οικογένεια κυρτών υποσυνόλων του Rn. Η τοµή
⋂
i∈I

Ai των Ai είναι

κυρτό σύνολο.

(ii) ΄Εστω (Am) µία αύξουσα ακολουθία κυρτών υποσυνόλων τουRn: δηλαδή, Am ⊆ Am+1 για κάθε m ∈ N.

Τότε, η ένωση
∞⋃

m=1
Am των Am είναι κυρτό σύνολο.

Απόδειξη. ΄Ασκηση. □

Ορισµός 2.1.4 (κυρτή ϑήκη). ΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο του Rn. Η κυρτή ϑήκη του S είναι το σύνολο

conv(S) που αποτελείται από όλους τους κυρτούς συνδυασµούς σηµείων του S.

Πρόταση 2.1.5. ΄Εστω S ένα µη κενό υποσύνολο του Rn. Η κυρτή ϑήκη του S είναι το µικρότερο κυρτό

σύνολο που περιέχει το S. ∆ηλαδή,

1. Το σύνολο conv(S) είναι κυρτό.

2. Αν το A είναι κυρτό σύνολο και A ⊇ S τότε A ⊇ conv(S).

Απόδειξη. (i) ΄Εστω x, y ∈ conv(S) και έστω t ∈ [0,1]. Τα x και y γράφονται σαν κυρτοί συνδυασµοί

σηµείων του S:

(2.1.6) x =
k∑

i=1

ai xi και y =

m∑
j=1

b j y j .

Τότε,

(2.1.7) (1 − t)x + ty =
k∑

i=1

((1 − t)ai)xi +

m∑
j=1

(tb j )y j ∈ conv(S)

γιατί xi, y j ∈ S και

(2.1.8)
k∑

i=1

(1 − t)ai +

m∑
j=1

tb j = (1 − t)
k∑

i=1

ai + t
m∑

j=1

b j = (1 − t) · 1 + t · 1 = 1.

΄Αρα, η κυρτή ϑήκη conv(S) είναι κυρτό σύνολο.

(ii) Εστω A ένα κυρτό σύνολο που περιέχει το S. Από την Πρόταση 2.1.2, το A περιέχει όλους τους κυρτούς

συνδυασµούς σηµείων του A. Ειδικότερα, αφού A ⊇ S, το A περιέχει όλους τους κυρτούς συνδυασµούς

σηµείων του S. ∆ηλαδή, A ⊇ conv(S). □
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Ειδικές κλάσεις κυρτών συνόλων. Στη συνέχεια του µαθήµατος ϑα ασχολούµαστε συχνά µε τρεις ση-

µαντικές κλάσεις κυρτών υποσυνόλων του Ευκλείδειου χώρου: τα κυρτά σώµατα, τα πολύτοπα και τα

πολύεδρα.

(α) Κυρτό σώµα στον Rn είναι ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn το οποίο έχει µη κενό εσωτερικό.

(β) Πολύτοπο στον Rn είναι η κυρτή ϑήκη ενός πεπερασµένου συνόλου S σηµείων του Rn.

(γ) Πολύεδρο στον Rn είναι µία «πεπερασµένη τοµή ηµιχώρων», δηλαδή ένα σύνολο της µορφής

(2.1.9) P = {x ∈ Rn : ⟨x, θi⟩ ≤ βi για i = 1, . . . ,m}

όπου m ∈ N, θ1, . . . , θm ∈ Sn−1 και β1, . . . , βm ∈ R.

΄Οπως ϑα δούµε στη συνέχεια, κάθε πολύτοπο είναι πολύεδρο. Αντίστροφα, αν ένα πολύεδρο είναι

ϕραγµένο σύνολο, τότε είναι πολύτοπο.

2.2 Το θεώρηµα του Καραθεοδωρή

΄Εστω S ⊂ Rn και έστω conv(S) η κυρτή του ϑήκη. Αν z ∈ conv(S) τότε το z γράφεται σαν κυρτός

συνδυασµός σηµείων του S. Φαίνεται λογικό, τουλάχιστον στις δύο ή στις τρεις διαστάσεις, ότι µπορούµε

να γράψουµε το z σαν κυρτό συνδυασµό «λίγων» σηµείων του S, τα οποία ϕυσικά ϑα εξαρτώνται από το z.

Αυτό είναι αλήθεια σε κάθε διάσταση: ϑα αποδείξουµε το εξής γενικό αποτέλεσµα του Καραθεοδωρή.

Θεώρηµα 2.2.1 (Καραθεοδωρής, 1907). ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn. Για κάθε z ∈ conv(S)
υπάρχουν y1, . . . , yn+1 ∈ S και ti ≥ 0 µε t1 + · · · + tn+1 = 1 ώστε

(2.2.1) z = t1y1 + · · · + tn+1yn+1.

Απόδειξη. ΄Εστω z ∈ conv(S). Από τον ορισµό της κυρτής ϑήκης, υπάρχουν y1, . . . , ym ∈ S και αi ≥ 0 µε

α1 + · · · + αm = 1 ώστε

(2.2.2) z = α1y1 + · · · + αmym.

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι αi > 0 για κάθε i = 1, . . . ,m. Αν m < n + 1 τότε, προσθέτοντας όρους

της µορφής 0 · y1, µπορούµε να γράψουµε το z σαν κυρτό συνδυασµό n + 1 σηµείων του S.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι m > n+ 1 και ϑα δείξουµε ότι µπορούµε να γράψουµε το z σαν κυρτό συνδυασµό

λιγότερων από m σηµείων του S. Επαναλαµβάνοντας αυτό το ϐήµα πεπερασµένες το πλήθος ϕορές, ϑα

πάρουµε το Ϲητούµενο.

Θεωρούµε το οµογενές σύστηµα εξισώσεων

γ1 + · · · + γm = 0
γ1y1 + · · · + γmym = 0.

Αν για κάθε i = 1, . . . ,m γράψουµε yi = (yi1, . . . , yin), έχουµε τις n + 1 εξισώσεις

γ1 + · · · + γm = 0
γ1y11 + · · · + γmym1 = 0
γ1y12 + · · · + γmym2 = 0

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 6
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... =
...

γ1y1n + · · · + γmymn = 0.

Το πλήθος των αγνώστων είναι µεγαλύτερο από το πλήθος των εξισώσεων, άρα υπάρχει µη τετριµµένη

λύση γ1, . . . , γm. Από την γ1 + · · ·+ γm = 0 ϐλέπουµε ότι υπάρχουν γνήσια ϑετικοί και γνήσια αρνητικοί γi .

Αφού το {i ≤ m : γi > 0} είναι µη κενό, υπάρχει 1 ≤ i0 ≤ m ώστε

(2.2.3)
αi0

γi0

= τ = min
{
αi

γi
: γi > 0

}
.

Ορίζουµε

(2.2.4) βi = αi − τγi, i = 1, . . . ,m.

Από τον ορισµό του τ έπεται ότι βi ≥ 0 για κάθε i = 1, . . . ,m, και βi0 = 0. Επιπλέον,

(2.2.5) β1 + · · · + βm = (α1 + · · · + αm) − τ(γ1 + · · · + γm) = 1

γιατί γ1 + · · · + γm = 0, και

(2.2.6) β1y1 + · · · + βmym = α1y1 + · · · + αmym − τ(γ1y1 + · · · + γmym) = z

γιατί γ1y1 + · · · + γmym = 0. Γράψαµε λοιπόν το z σαν κυρτό συνδυασµό:

(2.2.7) z =
m∑

i=1

βiyi =
∑
i,i0

βiyi

m − 1 σηµείων του S (µπορούµε να παραλείψουµε το yi0 αφού βi0 = 0). Συνεχίζοντας έτσι, µπορούµε

τελικά να γράψουµε το z σαν κυρτό συνδυασµό n + 1 (ή λιγότερων) σηµείων του S. □

Μία χρήσιµη συνέπεια του ϑεωρήµατος του Καραθεοδωρή είναι η εξής.

Πρόταση 2.2.2. Αν S είναι ένα µη κενό συµπαγές υποσύνολο του Rn, τότε η κυρτή ϑήκη conv(S) είναι

συµπαγές σύνολο.

Απόδειξη. Θεωρούµε το simplex

(2.2.8) ∆ =


α ∈ Rn+1 :

n+1∑
i=1

αi = 1 και αi ≥ 0 για κάθε 1 ≤ i ≤ n + 1


.

Το ∆ είναι συµπαγές σύνολο, άρα το σύνολο P := S × · · · × S × ∆ (όπου το S παίρνεται n + 1 ϕορές)

είναι συµπαγές υποσύνολο (του R(n+1)n+(n+1)).

Θεωρούµε την απεικόνιση Φ : P → Rn που ορίζεται ως εξής:

(2.2.9) Φ(y1, . . . , yn+1,α1, . . . ,αn+1) = α1y1 + · · · + αn+1yn+1.

Από το ϑεώρηµα του Καραθεοδωρή, η εικόνα της Φ είναι ακριβώς ίση µε conv(S) (γιατί;). Αφού η Φ είναι

συνεχής και το P είναι συµπαγές, συµπεραίνουµε ότι το σύνολο conv(S) = Φ(P) είναι συµπαγές. □

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 7
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2.3 Τα θεωρήµατα των Radon και Helly

Το πρώτο αποτέλεσµα αυτής της παραγράφου αποδείχτηκε από τον Radon.

Θεώρηµα 2.3.1 (Radon, 1921). ΄Εστω S ένα υποσύνολο του Rn που έχει τουλάχιστον n + 2 σηµεία. Τότε,

υπάρχουν ξένα υποσύνολα R και B του S ώστε

(2.3.1) conv(R) ∩ conv(B) , ∅.

Σηµείωση. ΄Οπως ϑα ϕανεί και από την απόδειξη, µπορούµε επιπλέον να υποθέσουµε ότι R ∪ B = S.

΄Αλλωστε, αν ϐρούµε R και B που ικανοποιούν το συµπέρασµα και αν V = S \ (R∪B) , ∅, τότε µπορούµε

να ϑεωρήσουµε τα R1 = R ∪ V και B: έχουµε R1 ∩ B = ∅, R1 ∪ B = S και

conv(R1) ∩ conv(B) ⊇ conv(R) ∩ conv(B) , ∅.

Απόδειξη. Από την υπόθεση υπάρχουν m ≥ n + 2 και σηµεία v1, . . . ,vm ∈ S τα οποία είναι διαφορετικά

ανά δύο. Θεωρούµε το οµογενές σύστηµα εξισώσεων

γ1 + · · · + γm = 0
γ1v1 + · · · + γmvm = 0

µε αγνώστους τους γ1, . . . , γm, το οποίο χρησιµοποιήσαµε και στην απόδειξη του ϑεωρήµατος του Κα-

ϱαθεοδωρή. Αφού το πλήθος m ≥ n + 2 των αγνώστων είναι µεγαλύτερο από το πλήθος n + 1 των

εξισώσεων, υπάρχει µη τετριµµένη λύση του συστήµατος. Ορίζουµε

(2.3.2) R = {vi : γi > 0} και B = {vi : γi ≤ 0}.

Από τον ορισµό των R και B έχουµε R ∩ B = ∅.

Θέτουµε β =
∑

{i:γi>0}
γi > 0. Αφού γ1 + · · · + γm = 0, έχουµε

(2.3.3)
∑
{i:γi≤0}

(−γi) =
∑
{i:γi>0}

γi = β.

Από την γ1v1 + · · · + γmvm = 0 παίρνουµε

(2.3.4)
∑
{i:γi>0}

γivi =
∑
{i:γi≤0}

(−γi)vi .

∆ιαιρούµε µε β και ορίζουµε

(2.3.5) v =
∑
{i:γi>0}

γi

β
vi =

∑
{i:γi≤0}

−γi

β
vi .

Από την (2.3.3) είναι ϕανερό ότι το v είναι κυρτός συνδυασµός σηµείων του R και, ταυτόχρονα, κυρτός

συνδυασµός σηµείων του B. ∆ηλαδή, v ∈ conv(R) ∩ conv(B). □

Το επόµενο αποτέλεσµα αποδείχτηκε από τον Helly το 1913. Χρησιµοποιώντας το δικό του ϑεώρηµα, ο

Radon έδωσε (το 1921) την απόδειξη που παρουσιάζουµε παρακάτω.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 8
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Θεώρηµα 2.3.2 (Helly). ΄Εστω m ≥ n+1 και {A1, . . . , Am} µία πεπερασµένη οικογένεια κυρτών υποσυνόλων

του Rn. Υποθέτουµε ότι οποιαδήποτε n + 1 από τα Ai έχουν µη κενή τοµή: αν i1, . . . , in+1 είναι δείκτες

από το {1, . . . ,m}, τότε

(2.3.6) Ai1 ∩ · · · ∩ Ain+1 , ∅.

Τότε, η τοµή όλων των Ai είναι µη κενή:

(2.3.7) A1 ∩ · · · ∩ Am , ∅.

Απόδειξη. Η απόδειξη ϑα γίνει µε επαγωγή ως προς το πλήθος m των συνόλων. Αν m = n + 1 τότε το

συµπέρασµα συµπίπτει µε την υπόθεση.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι m > n + 1. Από την επαγωγική υπόθεση, για κάθε i = 1, . . . ,m, η τοµή A1 ∩ · · · ∩

Ai−1 ∩ Ai+1 ∩ · · · ∩ Am είναι µη κενή. [Πράγµατι, η οικογένεια {A j : j , i} ικανοποιεί την (2.3.6) και

αποτελείται από λιγότερα από m σύνολα.] Μπορούµε λοιπόν, για κάθε i = 1, . . . ,m, να ϐρούµε

(2.3.8) pi ∈ A1 ∩ · · · ∩ Ai−1 ∩ Ai+1 ∩ · · · ∩ Am.

΄Ετσι, έχουµε m > n + 1 σηµεία p1, . . . ,pm µε την ιδιότητα: το pi ανήκει σε όλα τα σύνολα A j εκτός ίσως

από το Ai . ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

(α) Υπάρχουν δείκτες i , s ώστε pi = ps = p (δύο από τα pi συµπίπτουν). Τότε, το p ανήκει σε όλα τα A j :

αφού p = pi , το p ανήκει σε όλα τα A j εκτός ίσως από το Ai , αφού όµως p = ps, το p ανήκει και στο Ai .

΄Επεται ότι

(2.3.9) p ∈ A1 ∩ · · · ∩ Am,

δηλαδή ισχύει η (2.3.7).

(ϐ) Τα p1, . . . ,pm είναι διαφορετικά ανά δύο. Αφού m ≥ n+2, µπορούµε να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα του

Radon. Υπάρχουν I, J ⊂ {1, . . . ,m} µε I ∩ J = ∅ ώστε αν ϑέσουµε R = {pi : i ∈ I} και B = {p j : j ∈ J}
τότε υπάρχει κάποιο σηµείο

(2.3.10) q ∈ conv(R) ∩ conv(B).

Ισχυριζόµαστε ότι το q ανήκει σε όλα τα Ai . Πράγµατι, από τον τρόπο επιλογής των pi έχουµε

(2.3.11) R ⊂
⋂
{As : s < I}.

Το σύνολο δεξιά είναι κυρτό, ως τοµή κυρτών συνόλων, άρα

(2.3.12) conv(R) ⊂
⋂
{As : s < I}.

΄Οµοια,

(2.3.13) conv(B) ⊂
⋂
{As : s < J}.

Αφού q ∈ conv(R) ∩ conv(B), συµπεραίνουµε ότι

(2.3.14) q ∈
⋂
{As : s < I} και q ∈

⋂
{As : s < J}.

Αφού I ∩ J = ∅, για κάθε s ∈ {1, . . . ,m} έχουµε «είτε s < I ή s < J». Από την (2.3.14) έπεται ότι

q ∈ A1 ∩ · · · ∩ Am, άρα A1 ∩ · · · ∩ Am , ∅. □

Το ϑεώρηµα του Helly δεν ισχύει για άπειρες οικογένειες κυρτών συνόλων. Για παράδειγµα ϑεωρήστε

τα σύνολα An = [n,∞), n ∈ N ή τα σύνολα Bn =
(
0, 1n

)
, n ∈ N. Ισχύει όµως, αν κάνουµε την επιπλέον

υπόθεση ότι τα δοθέντα κυρτά σύνολα είναι συµπαγή.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 9
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Πρόταση 2.3.3. ΄Εστω {Ai : i ∈ I} (|I | ≥ n + 1) µία ενδεχοµένως άπειρη οικογένεια συµπαγών κυρτών

υποσυνόλων του Rn. Υποθέτουµε ότι οποιαδήποτε n+1 από τα Ai έχουν µη κενή τοµή: αν i1, . . . , in+1 ∈ I ,

τότε

(2.3.15) Ai1 ∩ · · · ∩ Ain+1 , ∅.

Τότε, η τοµή όλων των Ai είναι µη κενή:

(2.3.16)
⋂
i∈I

Ai , ∅.

Απόδειξη. Αν J είναι ένα πεπερασµένο υποσύνολο του I µε πληθάριθµο |J | ≥ n + 1 τότε η οικογένεια

{A j : j ∈ J} ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήµατος 2.3.2, άρα έχει µη κενή τοµή. Αν πάλι |J | < n + 1
τότε οι υποθέσεις µας εξασφαλίζουν ότι η οικογένεια {A j : j ∈ J} έχει µη κενή τοµή. ∆ηλαδή, για κάθε

πεπερασµένο J ⊆ I ισχύει

(2.3.17)
⋂
j∈J

A j , ∅.

Ας υποθέσουµε ότι
⋂
i∈I

Ai = ∅. Τότε, αν σταθεροποιήσουµε i ∈ I , έχουµε

(2.3.18) Ai ⊆
⋃
j,i

Ac
j .

Τα σύνολα Ac
j , j , i, σχηµατίζουν ανοικτή κάλυψη του συµπαγούς συνόλου Ai . ΄Αρα, υπάρχει πεπερασµέ-

νο F ⊆ I \ {i} ώστε

(2.3.19) Ai ⊆
⋃
j∈F

Ac
j .

Τότε, το J = F ∪ {i} είναι πεπερασµένο σύνολο και

(2.3.20)
⋂
j∈J

A j = ∅.

Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε την (2.3.17). ΄Αρα,
⋂
i∈I

Ai , ∅. □

Αν κοιτάξετε προσεκτικά την απόδειξη της Πρότασης 2.3.3 ϑα παρατηρήσετε ότι χρησιµοποιήσαµε τη

συµπάγεια ενός µόνο από τα σύνολα Ai και το γεγονός ότι όλα τα Ai ήταν κλειστά. Με άλλα λόγια, έχουµε

δείξει το εξής ισχυρότερο αποτέλεσµα.

Πρόταση 2.3.4. ΄Εστω {Ai : i ∈ I} ( |I | ≥ n + 1) µία ενδεχοµένως άπειρη οικογένεια κλειστών κυρτών

υποσυνόλων του Rn. Υποθέτουµε ότι υπάρχει i∗ ∈ I ώστε το Ai∗ να είναι συµπαγές και ότι οποιαδήποτε

n + 1 από τα Ai έχουν µη κενή τοµή. Τότε, η τοµή όλων των Ai είναι µη κενή. □

2.4 Εφαρµογές στη συνδυαστική γεωµετρία

Το ϑεώρηµα του Helly έχει πολλές εφαρµογές στη συνδυαστική γεωµετρία. Θα µελετήσουµε κάποιες

από αυτές σε αυτή την παράγραφο και στις ασκήσεις.

Το θεώρηµα του Kirchberger. Το πρώτο µας παράδειγµα είναι το ϑεώρηµα του Kirchberger (αποδείχτηκε

το 1903, πριν από το ϑεώρηµα του Helly). Για να το διατυπώσουµε χρειαζόµαστε τον εξής ορισµό: αν

A,B ⊂ Rn, λέµε ότι το υπερεπίπεδο H = {x ∈ Rn : ⟨x, y⟩ = α} (όπου 0 , y ∈ Rn και α ∈ R) διαχωρίζει

γνήσια τα A και B αν

⟨x, y⟩ < α για κάθε x ∈ A και ⟨x, y⟩ > α για κάθε x ∈ B.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 10
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Θεώρηµα 2.4.1. ΄Εστω R και B δύο πεπερασµένα υποσύνολα του Rn. Υποθέτουµε ότι για κάθε S ⊂ R∪ B
µε πληθάριθµο |S | ≤ n+ 2 υπάρχει υπερεπίπεδο που διαχωρίζει γνήσια τα S ∩ R και S ∩ B. Τότε, υπάρχει

υπερεπίπεδο που διαχωρίζει γνήσια τα R και B.

Απόδειξη. Ταυτίζουµε το υπερεπίπεδο H = {x ∈ Rn : ⟨x, y⟩ = α} µε το σηµείο (y,α) ∈ Rn × R ≡ Rn+1.

Για κάθε σηµείο r ∈ R ορίζουµε ένα σύνολο Ar ⊂ R
n+1 ϑέτοντας

(2.4.1) Ar = {(y,α) ∈ Rn+1 : ⟨r, y⟩ < α}

και για κάθε σηµείο b ∈ B ορίζουµε ένα σύνολο Ab ⊂ R
n+1 ϑέτοντας

(2.4.2) Ab = {(y,α) ∈ Rn+1 : y⟨b, y⟩ > α}.

Από τον ορισµό προκύπτει εύκολα ότι τα σύνολα Ar και Ab είναι κυρτά υποσύνολα του Rn+1.

Αφού τα σύνολα Ar και Ab είναι ανοικτά, για κάθε S ⊆ R ∪ B έχουµε ότι η τοµή

(2.4.3) *
,

⋂
r∈S∩R

Ar+
-

⋂
*
,

⋂
b∈S∩B

Ab+
-

είναι ανοικτό σύνολο, άρα είναι µη κενή αν και µόνο αν περιέχει σηµείο (y,α) µε y , 0. ∆ηλαδή, αν και

µόνο αν υπάρχει υπερεπίπεδο που διαχωρίζει γνήσια τα S ∩ R και S ∩ B.

Από την υπόθεση, για κάθε S ⊆ R ∪ B µε |S | ≤ n + 2 ισχύει

(2.4.4) *
,

⋂
r∈S∩R

Ar+
-

⋂
*
,

⋂
b∈S∩B

Ab+
-
, ∅.

[Πράγµατι, η υπόθεση µας εξασφαλίζει ότι υπάρχει (y,α) ∈ Rn+1 µε y , 0 ώστε ⟨x, y⟩ < α για κάθε

x ∈ R ∩ S και ⟨x, y⟩ > α για κάθε x ∈ B ∩ S. ∆ηλαδή, ισχύει η (2.4.4).]

Τότε, το ϑεώρηµα του Helly (παρατηρήστε ότι το εφαρµόζουµε στον Rn+1) µας δίνει

(2.4.5) *
,

⋂
r∈R

Ar+
-

⋂
*
,

⋂
b∈B

Ab+
-
, ∅.

Η τελευταία σχέση σηµαίνει ακριβώς ότι τα R και B διαχωρίζονται γνήσια από κάποιο υπερεπίπεδο. □

Το «κέντρο» µίας κατανοµής σηµείων. Αν H = {x ∈ Rn : ⟨x, θ⟩ = α} είναι ένα υπερεπίπεδο, ϑεωρούµε

τους ανοικτούς ηµιχώρους

(2.4.6) H+ = {x ∈ Rn : ⟨x, θ⟩ > α} και H− = {x ∈ Rn : ⟨x, θ⟩ < α}

και τους κλειστούς ηµιχώρους

(2.4.7) H+ = {x ∈ Rn : ⟨x, θ⟩ ≥ α} και H− = {x ∈ Rn : ⟨x, θ⟩ ≤ α}

που ορίζει το H .

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι κάθε πεπερασµένο υποσύνολο S του Rn έχει ένα «κέντρο», µε την εξής

έννοια : υπάρχει y ∈ Rn µε την ιδιότητα «κάθε ηµίχωρος που περιέχει το y περιέχει ένα αρκετά µεγάλο

ποσοστό των σηµείων του S».

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 11
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Θεώρηµα 2.4.2 (Radon, 1947). ΄Εστω S ένα πεπερασµένο σύνολο στον Rn. Υπάρχει σηµείο y ∈ Rn µε

την εξής ιδιότητα: για κάθε κλειστό ηµίχωρο F που περιέχει το y έχουµε

(2.4.8)
|F ∩ S |
|S |

≥
1

n + 1
.

Απόδειξη. Παρατηρούµε πρώτα ότι αρκεί να ϐρούµε y ∈ Rn µε την εξής ιδιότητα: για κάθε ανοικτό

ηµίχωρο G που ικανοποιεί την

(2.4.9)
|G ∩ S |
|S |

>
n

n + 1

ισχύει y ∈ G. [Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι έχουµε ϐρει y ∈ Rn µε αυτή την ιδιότητα. ΄Εστω F κλειστός

ηµίχωρος µε y ∈ F. Αν
|F∩S |
|S | <

1
n+1 τότε ο ανοικτός ηµίχωρος G = Rn \ F ικανοποιεί την (2.4.9), άρα

y ∈ G. ΄Ετσι οδηγούµαστε σε άτοπο, αφού y ∈ F ∩ G = ∅. Συνεπώς,
|F∩S |
|S | ≥

1
n+1 .]

Θεωρούµε λοιπόν την οικογένεια G όλων των ανοικτών ηµιχώρων G που ικανοποιούν την (2.4.9). Αυτό

που µένει να δείξουµε είναι ότι

(2.4.10)
⋂
G∈G

G , ∅.

Για κάθε G ∈ G ϑέτουµε CG = conv(G ∩ S). Η οικογένεια C = {CG : G ∈ G} αποτελείται από συµπαγή

κυρτά σύνολα. Παρατηρούµε ότι, για κάθε G1, . . . ,Gn+1 ∈ G ισχύει

(2.4.11) S ∩ CG1 ∩ · · · ∩ CGn+1 , ∅.

Πράγµατι, καθένα από τα CGi περιέχει περισσότερα από
n

n+1 |S | σηµεία του S, άρα

(2.4.12) |(Cc
G1
∪ · · · ∪ Cc

Gn+1
) ∩ S | ≤

n+1∑
i=1

|Cc
Gi
∩ S | <

n+1∑
i=1

|S |
n + 1

= |S |.

Συνεπώς, οποιαδήποτε n + 1 σύνολα της C έχουν µη κενή τοµή. Από το ϑεώρηµα του Helly έπεται ότι⋂
G∈G

CG , ∅.

Τότε, αν ϑεωρήσουµε τυχόν y ∈
⋂

G∈G
CG έχουµε y ∈ CG ⊆ G για κάθε G ∈ G. □

Το Θεώρηµα 2.4.2 γενικεύεται χωρίς δυσκολία στο πλαίσιο των Borel µέτρων πιθανότητας µ στον Rn . Μπορείτε να

σκεφτόσαστε τα εξής δύο παραδείγµατα:

1. Το µέτρο αρίθµησης. ΄Εστω X ένα πεπερασµένο υποσύνολο του Rn µε πληθάριθµο |S | = m. Για κάθε

A ⊆ Rn ϑέτουµε

µ(A) =
|A ∩ S |

m
.

Αυτό είναι το πλαίσιο του Θεωρήµατος 2.4.2.

2. Ολοκληρώσιµη πυκνότητα. ΄Εστω f : Rn → R+ µία ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε
∫
Rn

f (x) dx = 1. Για κάθε

Borel σύνολο A ⊆ Rn ϑέτουµε

µ(A) =
∫
A

f (x) dx.
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Θεώρηµα 2.4.3. ΄Εστω µ ένα Borel µέτρο πιθανότητας στον Rn . Υπάρχει σηµείο y ∈ Rn µε την εξής ιδιότητα: για

κάθε κλειστό ηµίχωρο G που περιέχει το y έχουµε

(2.4.8) µ(G) ≥
1

n + 1
.

Απόδειξη. Αν G είναι ένας κλειστός ηµίχωρος στονRn , γράφουµε Gc για τον συµπληρωµατικό ανοικτό ηµίχωρο. ΄Εστω

S η κλάση όλων των κλειστών ηµιχώρων G για τους οποίους µ(Gc ) < 1
n+1 . Παρατηρούµε ότι αν G1, . . . ,Gn+1 ∈ S,

τότε

(2.4.9) µ(Gc
1 ∪ · · · ∪ Gc

n+1) <
n + 1
n + 1

= 1,

δηλαδή

(2.4.10) G1 ∩ · · · ∩ Gn+1 , ∅.

Από το ϑεώρηµα του Helly έπεται ότι κάθε πεπερασµένη οικογένεια {Gi : i ∈ I} ⊂ S έχει µη κενή τοµή.

Μπορούµε να ϐρούµε πεπερασµένους το πλήθος κλειστούς ηµιχώρους G1, . . . ,Gm ⊂ R
n των οποίων η τοµή

F = G1 ∩ · · · ∩ Gm είναι ϕραγµένη, άρα συµπαγής. Μεγαλώνοντας αυτούς τους ηµιχώρους (µε µεταφορές)

µπορούµε να υποθέσουµε ότι έχουν µέτρο µεγαλύτερο από
n

n+1 , δηλαδή ότι G1, . . . ,Gm ∈ S. Τότε, η οικογένεια

(2.4.11) {F ∩ G : G ∈ S}

αποτελείται από συµπαγή σύνολα, και κάθε πεπερασµένη υποοικογένεια της έχει µη κενή τοµή. Από την Πρόταση

2.3.3 συµπεραίνουµε ότι υπάρχει y ∈ Rn µε την ιδιότητα: y ∈ G για κάθε G ∈ S.

΄Εστω H ένας ανοικτός ηµίχωρος που περιέχει το y. Το συµπλήρωµα του H είναι ένας κλειστός ηµίχωρος G που

δεν περιέχει το y, άρα δεν ανήκει στην S. Τότε, µ(H) ≥ 1
n+1 .

Αν G είναι ένας κλειστός ηµίχωρος που περιέχει το y, υπάρχει ϕθίνουσα ακολουθία {Hm } ανοικτών ηµιχώρων µε

(2.4.12) G =
∞⋂

m=1

Hm .

Τότε, y ∈ Hm για κάθε m, άρα µ(Hm ) ≥ 1
n+1 για κάθε m. ΄Επεται ότι

(2.4.13) µ(G) = lim
m→∞

µ(Hm ) ≥
1

n + 1
,

κι αυτό αποδεικνύει το ϑεώρηµα. □

2.5 Γενικεύσεις των τριών θεωρηµάτων

2.5.1 Το έγχρωµο θεώρηµα Καραθεοδωρή

Το ϑεώρηµα αυτής της παραγράφου γενικεύει το ϑεώρηµα του Καραθεοδωρή: παίρνοντας S1 = S2 =

· · · = Sn+1 ϐλέπουµε ότι αν S είναι υποσύνολο τουRn και 0 ∈ conv(S) τότε υπάρχουν v1 ∈ S1, . . . ,vn+1 ∈ S
ώστε 0 ∈ conv({v1, . . . ,vn+1}). Αυτό είναι ισοδύναµο µε το ϑεώρηµα του Καραθεοδωρή (εξηγήστε γιατί).

Θεώρηµα 2.5.1 (Bárány, 1982). ΄Εστω S1,S2, . . . ,Sn+1 υποσύνολα του Rn µε την εξής ιδιότητα: για κάθε

i = 1,2, ...,n + 1,

(2.5.1) 0 ∈ conv(Si).

Τότε, υπάρχουν v1 ∈ S1, . . . ,vn+1 ∈ Sn+1 ώστε

(2.5.2) 0 ∈ conv({v1, . . . ,vn+1}).

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 13
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Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι κάθε Si είναι πεπερασµένο σύνολο: από την υπόθεση έχουµε

ότι, για κάθε i = 1, . . . ,n + 1, 0 ∈ conv(Si). Από τον ορισµό της κυρτής ϑήκης, υπάρχουν πεπερασµένα

S′i ⊆ Si ώστε 0 ∈ conv(S′i ), i = 1, . . . ,n + 1. Αν δείξουµε ότι υπάρχουν v1 ∈ S′1, . . . ,vn+1 ∈ S′n+1 ώστε

0 ∈ conv({v1, . . . ,vn+1}), τότε έπεται το Ϲητούµενο, διότι vi ∈ S′i ⊆ Si .

Υποθέτουµε λοιπόν ότι κάθε Si είναι πεπερασµένο σύνολο και ότι δεν ισχύει το συµπέρασµα. Τότε, για

κάθε επιλογή σηµείων ai ∈ Si ισχύει d(0, {a1, ...,an+1}) > 0. Αφού τα Si είναι πεπερασµένα σύνολα,

υπάρχει επιλογή σηµείων zi ∈ Si ώστε η απόσταση d(0, {z1, ..., zn+1}) να είναι ϑετική και η µικρότερη

δυνατή.

Θέτουµε T = conv{z1, ..., zn+1} και d := d(0,T ). Το T είναι συµπαγές, άρα υπάρχει y ∈ T ώστε

(2.5.3) d(0,T ) = ∥y∥2.

Λήµµα 2.5.2. Αν θ είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στη διεύθυνση του y, τότε

(2.5.4) T ⊂ H+ = {x ∈ Rn : ⟨x, θ⟩ ≥ ∥y∥2}.

Απόδειξη του λήµµατος. Αρκεί να δείξουµε ότι

(2.5.5) {z1, ..., zn+1} ⊂ H+

και το λήµµα έπεται από τον ορισµό της κυρτής ϑήκης. ΄Εστω z ∈ {z1, ..., zn+1}. Για κάθε t ∈ (0,1) ισχύει η

ανισότητα

(2.5.6) ∥y∥22 − 2t⟨y, y − z⟩ + t2∥z − y∥22 = ∥y + t(z − y)∥22 ≥ ∥y∥
2
2 ,

άρα

(2.5.7)
t
2
∥z − y∥22 ≥ ⟨y, y − z⟩.

Αφήνοντας το t → 0+, παίρνουµε ⟨z, y⟩ ≥ ⟨y, y⟩ = ∥y∥22 , δηλαδή

(2.5.8) ⟨z, θ⟩ ≥ ∥y∥2.

□

Συνέχεια της απόδειξης. Θέτουµε H = {x ∈ Rn : ⟨x, θ⟩ = ∥y∥2} και JH = {z1, . . . , zn+1} ∩ H . Τότε,

(2.5.9) T ∩ H = conv(JH ) ⊆ H

(άσκηση). Αφού dim H = n− 1, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα του Καραθεοδωρή για το y ∈ T ∩ H έχουµε

ότι γράφεται ως κυρτός συνδυασµός το πολύ n σηµείων από τα zi . ∆ηλαδή, υπάρχει j ∈ {1,2, ...,n + 1}
ώστε

(2.5.10) y ∈ conv({zi : i , j}).

΄Οµως,

(2.5.11) 0 ∈ conv(Sj )

και επιπλέον

(2.5.12) 0 ∈ H− = {x ∈ Rn : ⟨x, θ⟩ < ∥y∥2}.
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΄Αρα, υπάρχει w j ∈ Sj µε ws ∈ H− (πράγµατι, αν είχαµε Sj ⊂ H+ τότε ϑα είχαµε conv(Sj ) ⊂ H+, άρα

0 ∈ H+, άτοπο).

Τώρα, αν ϑεωρήσουµε το σύνολο T1 = conv{w j , zi : i , j}, ισχύει

(2.5.13) d(0,T1) < d(0,T ).

Πράγµατι, για κάθε t ∈ (0,1) ισχύει d(0,T1) ≤ ∥y + t(w j − y)∥2, άρα

(2.5.14) d2(0,T1) ≤ d2(0,T ) − 2t⟨y, y − w j⟩ + t2∥y − w j ∥
2
2 .

Θέτουµε

(2.5.15) α = ∥y − w j ∥
2
2 > 0

και

(2.5.16) β = ⟨y, y − w j⟩ = ∥y∥2
(
∥y∥2 − ⟨w j , θ⟩

)
> 0.

Η τελευταία ανισότητα ισχύει διότι w j ∈ H−. Αν λοιπόν επιλέξουµε 0 < t < min{1, 2βα }, από την (2.5.14)
παίρνουµε

(2.5.17) d2(0,T1) ≤ d2(0,T ) − 2t β + t2α < d2(0,T ).

΄Ετσι, καταλήγουµε σε άτοπο. □

2.5.2 Το κλασµατικό θεώρηµα Helly

΄Εστω m ≥ n + 1 και C = {C1, . . . ,Cm} µία πεπερασµένη οικογένεια κυρτών υποσυνόλων του Rn. Το

ϑεώρηµα του Helly µας εξασφαλίζει ότι αν κάθε υποοικογένεια n + 1 συνόλων από την C έχει µη κενή

τοµή, τότε C1 ∩ · · · ∩Cm , ∅. Στο επόµενο «κλασµατικό ϑεώρηµα Helly» εξετάζεται η περίπτωση όπου ένα

ποσοστό των υποοικογενειών µεγέθους n + 1 έχει µη κενή τοµή.

Θεώρηµα 2.5.3 (Katschalski--Liu, 1979). Για κάθε n ≥ 1 και για κάθε α > 0 υπάρχει σταθερά β = β(n,α) >
0 µε την ακόλουθη ιδιότητα.

΄Εστω m ≥ n + 1 και C1, . . . ,Cm κυρτά σύνολα στον Rn. Αν τουλάχιστον α
(

m
n+1

)
υποσύνολα

I ⊆ {1, . . . ,m} µε |I | = n + 1 ικανοποιούν την
⋂
i∈I

Ci , ∅, τότε υπάρχει J ⊆ {1, . . . ,m} µε

|J | ≥ βm ώστε
⋂
j∈J

Cj , ∅.

Σηµείωση. Η καλύτερη δυνατή εξάρτηση του β από τα n και α είναι β = 1 − (1 − α)1/(n+1) . Η απόδειξη

που παρουσιάζουµε εδώ δίνει την ασθενέστερη εκτίµηση β ≥ α
n+1 .

Απόδειξη. Για κάθε I ⊆ {1, . . . ,m} συµβολίζουµε µε CI το σύνολο
⋂
i∈I

Ci .

Παρατηρούµε πρώτα ότι αρκεί να αποδείξουµε το ϑεώρηµα κάνοντας την επιπλέον υπόθεση ότι κάθε Ci
είναι συµπαγές (και µάλιστα πολύτοπο). Πράγµατι, αν µας δοθούν τυχόντα κυρτά σύνολα C1, . . . ,Cm τότε,

για κάθε I µε |I | = n+1 και CI , ∅, επιλέγουµε τυχόν σηµείο x I ∈ CI και, για κάθε i = 1, . . . ,m, ορίζουµε

C′i = conv({x I : CI , ∅, i ∈ I}). Παρατηρήστε ότι κάθε C′i είναι κυρτό, συµπαγές και περιέχεται στο Ci .

Επίσης, αν για κάποιο σύνολο δεικτών I µε |I | = n+1 ισχύει
⋂
i∈I

Ci , ∅, τότε x I ∈
⋂
i∈I

C′i δηλαδή,
⋂
i∈I

C′i , ∅.
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Συνεπώς, το πλήθος των I ⊆ {1, . . . ,m} µε |I | = n + 1 που ικανοποιούν την
⋂
i∈I

C′i , ∅ είναι ίσο µε το

πλήθος των I ⊆ {1, . . . ,m} µε |I | = n + 1 που ικανοποιούν την
⋂
i∈I

Ci , ∅. Παίρνοντας υπ΄ όψιν και το

γεγονός ότι C′i ⊆ Ci , ϐλεπουµε ότι, αν το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος ισχύει για τα C′i , τότε ισχύει και για

τα Ci .

Με ϐάση την προηγούµενη παρατήρηση, υποθέτουµε ότι τα σύνολα Ci , καθώς και όλα τα µή κενά CI ,

είναι κυρτά και συµπαγή. Θεωρούµε τη λεξικογραφική διάταξη ≤ στον Rn: (t1, . . . , tn) < (r1, . . . ,rn) αν

υπάρχει 1 ≤ k ≤ n ώστε ti = ri για κάθε i < k και tk < rk . Εύκολα ελέγχουµε ότι κάθε µη κενό συµπαγές

υποσύνολο του Rn περιέχει µοναδικό «λεξικογραφικά ελάχιστο» σηµείο (άσκηση).

Λήµµα 2.5.4. ΄Εστω I ⊆ {1, . . . ,m} σύνολο δεικτών ώστε |I | = n+1 και CI , ∅. Αν vI είναι το λεξικογραφικά

ελάχιστο σηµείο του CI , τότε υπάρχει J ⊆ I µε |J | = n ώστε το vI να είναι το λεξικογραφικά ελάχιστο

σηµείο του CJ .

Απόδειξη του λήµµατος. Ορίζουµε A = {x ∈ Rn : x < vI }. Το σύνολο A είναι κυρτό και, από τον ορισµό

του vI , έχουµε A ∩ CI = ∅. Αφού η οικογένεια A ∩ {Ci : i ∈ I} έχει κενή τοµή, το ϑεώρηµα του Helly

µας εξασφαλίζει ότι υπάρχει υποοικογένεια n + 1 συνόλων αυτής της οικογένειας που έχει κενή τοµή. Το

A πρέπει να ανήκει σε αυτή την υποοικογένεια, διότι όλα τα υπόλοιπα σύνολα έχουν κοινό σηµείο, το vI .

΄Αρα, υπάρχει J ⊆ I µε |J | = n ώστε η οικογένεια A ∩ {Cj : j ∈ J} να έχει κενή τοµή. Τώρα, µπορούµε

εύκολα να δούµε ότι το vI είναι το λεξικογραφικά ελάχιστο σηµείο του CJ . Πράγµατι, vJ ≤ vI διότι CI ⊆ CJ
και vI ≤ vJ διότι A ∩ CJ = ∅ (εξηγήστε τις λεπτοµέρειες). □

Απόδειξη του ϑεωρήµατος. ΄Εστω U η οικογένεια όλων των α
(

m
n+1

)
συνόλων δεικτών I για τα οποία

|I | = n + 1 και CI , ∅. Χρησιµοποιώντας το λήµµα, για κάθε I ∈ U σταθεροποιούµε J = J (I) ⊆ I µε

|J | = n ώστε το CJ να έχει το ίδιο λεξικογραφικά ελάχιστο σηµείο µε το CI .

Το πλήθος των διαφορετικών n-συνολων J ⊆ {1, . . . ,m} είναι ίσο µε

(
m
n

)
. Υπάρχει λοιπόν κάποιο J0 µε

|J0 | = n ώστε J0 = J (I) για τουλάχιστον

(2.5.18)
α
(

m
n+1

)(
m
n

) = α
m − n
n + 1

διαφορετικά σύνολα δεικτών I ∈ U . Τότε, το λεξικογραφικά ελάχιστο σηµείο vJ0 του CJ0 ανήκει σε όλα

αυτά τα CI , δηλαδή σε τουλάχιστον

(2.5.19) n + α
m − n
n + 1

> α
m

n + 1
από τα σύνολα Ci (ανήκει στα n σύνολα Cj , j ∈ J0, και σε ένα επιπλέον Ci για κάθε I µε J0 = J (I),
διαφορετικό κάθε ϕορά). Συνεπώς, το συµπέρασµα ισχύει µε β = α

n+1 . □

2.5.3 Το θεώρηµα του Tverberg

Το ϑεώρηµα του Radon εξασφαλίζει ότι κάθε σύνολο S ⊆ Rn µε n+2 σηµεία έχει δύο ξένα υποσύνολα που

οι κυρτές τους ϑήκες έχουν κοινό σηµείο. Το ερώτηµα που προκύπτει είναι αν για σύνολα µε περισσότερα

στοιχεία µπορούµε πάντα να ϐρίσκουµε πολλά ξένα υποσύνολα που οι κυρτές τους ϑήκες έχουν κοινό

σηµείο.

Η ακριβής διατύπωση του προβλήµατος είναι η εξής. ΄Εστω T (n,r) ο µικρότερος ϕυσικός m µε την

ακόλουθή ιδιότητα: αν A ⊂ Rn και |A| = m, τότε υπάρχουν ξένα ανά δύο A1, . . . , Ar ⊂ A ώστε

(2.5.20)
r⋂

j=1

conv(A j ) , ∅.
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Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Radon έχουµε

(2.5.21) T (n,2) = n + 2.

Είναι εύκολο να ελέγξουµε ότι

(2.5.22) T (n,r1r2) ≤ T (n,r1)T (n,r2)

για κάθε r1,r2 ≥ 2 (άσκηση). Συνεπώς, T (n,r) < ∞ για κάθε r ≥ 2. Το ϕράγµα που προκύπτει είναι

ασθενές: για παράδειγµα, µε εφαρµογή αυτής της παρατήρησης παίρνουµε T (n,2k ) ≤ (n + 2)k . Το

ϑεώρηµα του Tverberg δίνει τη ϐέλτιστη εκτίµηση για τον T (n,r).

Θεώρηµα 2.5.5 (Tverberg, 1966). ΄Εστω n,r ≥ 2. Για κάθε A ⊂ Rn µε |A| = (r − 1)(n + 1) + 1 µπορούµε

να ϐρούµε ξένα ανά δύο A1, . . . , Ar ⊂ A ώστε
r⋂

j=1
conv(A j ) , ∅.

Σηµείωση. Το αποτέλεσµα αυτό είναι ϐέλτιστο. ∆ηλαδή,

(2.5.23) T (n,r) = (r − 1)(n + 1) + 1.

Απόδειξη. Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε την έννοια του κυρτού κώνου που παράγεται από ένα X ⊆ Rd .

Ορισµός 2.5.6 (κυρτός κώνος). ΄Εστω X ⊆ Rd . Ο κυρτός κώνος που παράγεται από το X είναι το σύνολο

cone(X ) όλων των γραµµικών συνδυασµών σηµείων του X µε µη αρνητικούς συντελεστές. ∆ηλαδή,

(2.5.24) cone(X ) =



m∑
i=1

ti xi : m ∈ N, ti ≥ 0, xi ∈ X


.

Παρατηρήστε ότι ο κώνος cone(X ) είναι η ένωση όλων των ηµιευθειών που ξεκινούν από το 0 και περνούν

από κάποιο σηµείο της κυρτής ϑήκης conv(X ) του X .

Πρόταση 2.5.7 (ϑεώρηµα του Tverberg για κώνους). ΄Εστω A ⊂ Rn+1 µε |A| = (r − 1)(n + 1) + 1. Αν

0 < conv(A) τότε υπάρχουν r µη κενά, ξένα ανά δύο υποσύνολα A1, . . . , Ar του A ώστε

(2.5.25)
r⋂

j=1

cone(A j ) , {0}.

Απόδειξη της πρότασης. Θέτουµε N = (r−1)(n+1). Ορίζουµε γραµµικές απεικονίσεις ϕ j : Rn+1 → RN

( j = 1, . . . ,r) ως εξής: χωρίζουµε τις N συντεταγµένες του RN σε r −1 οµάδες των n+1 συντεταγµένων

– συµβολικά, u = (∗ | ∗ | ∗ | · · · | ∗ | ∗) – και ορίζουµε

ϕ1(x) = ( x | 0 | 0 | · · · | 0 | 0)
ϕ2(x) = ( 0 | x | 0 | · · · | 0 | 0)
· · · · · ·

ϕr−2(x) = ( 0 | 0 | 0 | · · · | x | 0)
ϕr−1(x) = ( 0 | 0 | 0 | · · · | 0 | x)
ϕr (x) = (−x | −x | −x | · · · | −x | −x).

Η βασική ιδιότητα των ϕ j είναι η εξής: αν u1, . . . ,ur ∈ R
n+1, τότε

(2.5.26)
r∑

j=1

ϕ j (u j ) = 0 αν και µόνο αν u1 = u2 = · · · = ur .
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Αυτό είναι ϕανερό, αφού

(2.5.27)
r∑

j=1

ϕ j (u j ) = (u1 − ur | u2 − ur | · · · | ur−1 − ur ).

Γράφουµε A = {a1, . . . ,aN+1} και ορίζουµε

(2.5.28) M = ϕ1(A) ∪ ϕ2(A) ∪ · · · ∪ ϕr (A).

Για κάθε i = 1, . . . ,N + 1 ϑεωρούµε το σύνολο

(2.5.29) Mi = {ϕ1(ai), ϕ2(ai), . . . , ϕr (ai)}.

Παρατηρούµε ότι το άθροισµα των στοιχείων του Mi είναι ίσο µε

(2.5.30)
r∑

j=1

ϕ j (ai) = 0,

άρα

(2.5.31) 0 ∈ conv(Mi), i = 1, . . . ,N + 1.

Από το έγχρωµο θεώρηµα του Καραθεοδωρή, υπάρχουν vi = ϕ f (i) (ai) ∈ Mi , i = 1, . . . ,N + 1, ώστε

0 ∈ conv({v1, . . . ,vN+1}). Με άλλα λόγια, υπάρχουν ti ≥ 0 µε
N+1∑
i=1

ti = 1, ώστε

(2.5.32)
N+1∑
i=1

tiϕ f (i) (ai) = 0.

Παρατηρήστε ότι κάθε f (i) ∈ {1, . . . ,r }. Για κάθε j = 1, . . . ,r ορίζουµε

(2.5.33) I j = {1 ≤ i ≤ N + 1 : f (i) = j} και A j = {a j : j ∈ I j }.

Πρατηρήστε ότι τα A1, . . . , Ar είναι ξένα. Τότε, η (2.5.32) γράφεται ως εξής:

(2.5.34) 0 =
N+1∑
i=1

tiϕ f (i) (ai) =
r∑

j=1

∑
i∈I j

tiϕ j (ai) =
r∑

j=1

ϕ j
*.
,

∑
i∈I j

tiai
+/
-
.

Από την (2.5.26) συµπεραίνουµε ότι

(2.5.35)
∑
i∈I1

tiai =
∑
i∈I2

tiai = · · · =
∑
i∈Ir

tiai =: x.

Μένει να δείξουµε ότι x , 0. Τότε,

(2.5.36) 0 , x ∈
r⋂

j=1

cone(A j ).

Ειδικότερα,
r⋂

j=1
cone(A j ) , {0} και, εκ των υστέρων, τα A j είναι µη κενά.
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Για την x , 0 υποθέτουµε το αντίθετο. Τότε, µπορούµε να δείξουµε ότι 0 ∈ conv(A), το οποίο είναι άτοπο.

Πράγµατι, αφού
N+1∑
i=1

ti = 1, υπάρχουν j0 ≤ r και i ∈ I j0 ώστε ti > 0. ΄Οµως, τότε, µπορούµε να γράψουµε

(2.5.37) 0 =
∑
i∈I j0

ti∑
i∈I j0

ti
ai,

δηλαδή, 0 ∈ conv(A j0 ) ⊆ conv(A). □

Απόδειξη του ϑεωρήµατος. ΄Εστω A ⊂ Rn µε |A| = (r − 1)(n + 1) + 1. Ορίζουµε

(2.5.38) Ã = A × {1} = {(a,1) : a ∈ A} ⊆ Rn+1.

Παρατηρούµε ότι

(2.5.39) conv( Ã) ⊆ Rn × {1},

άρα

(2.5.40) 0 < conv( Ã).

Από την προηγούµενη πρόταση, µπορούµε να ϐρούµε ξένα ανά δύο B1, . . . ,Br ⊆ Ã ώστε
r⋂

j=1
cone(B j ) ,

{0}. Από τον ορισµό του Ã, τα B1, . . . ,Br είναι σύνολα της µορφής Ã j = A j × {1}, και τα A1, . . . , Ar είναι

ξένα υποσύνολα του A (εξηγήστε γιατί). ∆ηλαδή, υπάρχουν ξένα ανά δύο A1, . . . , Ar ⊆ A ώστε

(2.5.41)
r⋂

j=1

cone(Ai × {1}) , {0}.

΄Εστω x , 0 στην τοµή των κώνων. Τότε, x = (u, s) για κάποιο u ∈ Rn και κάποιο s > 0: πράγµατι, αφού

x ∈ cone(A1), το x είναι της µορφής

x =
∑

ti (ai,1) =
(∑

tiai,
∑

ti
)

για κάποια ai ∈ A1, και s =
∑

ti > 0 διότι όλα τα ti είναι µη αρνητικά και αν είχαµε
∑

ti = 0 ϑα παίρναµε

u =
∑

tiai = 0, δηλαδή x = 0. Πολλαπλασιάζοντας µε 1/s παίρνουµε σηµείο x′ = (u′,1) ∈
r⋂

j=1
cone(A j ).

Τότε, u′ ∈
r⋂

j=1
conv(A j ). ∆ηλαδή,

(2.5.42)
r⋂

j=1

conv(A j ) , ∅.

□

2.6 Παράρτηµα

2.6.1 Το θεώρηµα του Καραθεοδωρή και το πρόβληµα του Waring

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Καραθεοδωρή ϑα αποδείξουµε το εξής.
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Θεώρηµα 2.6.1. ΄Εστω k και n δύο ϕυσικοί αριθµοί. Υπάρχουν u1, . . . ,um ∈ R
n που ικανοποιούν το εξής:

για κάθε x ∈ Rn,

(2.6.1) ∥x∥2k
2 =

m∑
i=1

⟨ui, x⟩2k .

∆ηλαδή, η k-οστή δύναµη του αθροίσµατος των τετραγώνων n πραγµατικών µεταβλητών είναι ένα άθροισµα

(2k)-δυνάµεων κατάλληλων γραµµικών µορφών των µεταβλητών.

Κλασικά παραδείγµατα είναι η ταυτότητα του Liouville:

(2.6.2) (ξ2
1 + ξ

2
2 + ξ

2
3 + ξ

2
4 )2 =

1
6

∑
1≤i< j≤4

(ξi + ξ j )4 +
1
6

∑
1≤i< j≤4

(ξi − ξ j )4,

και η ταυτότητα του Fleck :

(2.6.3) (ξ2
1 + ξ

2
2 + ξ

2
3 + ξ

2
4 )3 =

1
60

∑
1≤i< j<k≤4

(ξi ± ξ j ± ξk )6 +
1
30

∑
1≤i< j≤4

(ξi ± ξ j )6 +
3
5

4∑
i=1

ξ6
i .

Θα δουλέψουµε στον H2k,n, τον γραµµικό χώρο των οµογενών πολυωνύµων p(x) = p(ξ1, . . . , ξn) µε n
µεταβλητές, που έχουν ϐαθµό 2k . Μία ϐάση του H2k,n είναι το σύνολο των πολυωνύµων

(2.6.4) eα (x) = ξα1
1 · · · ξ

αn
n ,

όπου α = (αi)i≤n, αi ∈ Z
+, α1 + · · · + αn = 2k . Μπορούµε λοιπόν να ταυτίσουµε τον H2k,n µε τον Rd ,

όπου d =
(

n+2k−1
2k

)
. Κάθε p ∈ H2k,n γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή

p(x) =
∑

tα (p)eα (x),

οπότε ταυτίζουµε το p µε την ακολουθία t(p) = (tα (p)) ∈ Rd . Παρατηρήστε ότι αν pm,p ∈ H2k,n τότε

t(pm) → t(p) στον Rd αν και µόνο αν pm → p οµοιόµορφα στην Sn−1.

Ορισµός 2.6.2. ΄Εστω U : Rn → Rn ένας ορθογώνιος µετασχηµατισµός. ∆ηλαδή, ⟨U x,Uy⟩ = ⟨x, y⟩ για

κάθε x, y ∈ Rn (ισοδύναµα, U tU = Id όπου U t ο «ανάστροφος» του U). Για κάθε p ∈ H2k,n συµβολίζουµε

µε U (p) το πολυώνυµο q που ορίζεται από την

(2.6.5) q(x) = p(U−1x) = p(U t x).

Παρατηρούµε ότι :

1. Το q = U (p) είναι κι αυτό οµογενές πολυώνυµο: U (p) ∈ H2k,n.

2. Αν U1,U2 είναι δύο ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί, τότε

(U1U2)(p) = U1(U2(p)).

3. Αν p(x) = ∥x∥2k
2 = (ξ2

1 + · · · + ξ
2
n)k , τότε U (p) = p για κάθε ορθογώνιο µετασχηµατισµό U .

Για την απόδειξη του Θεωρήµατος 2.6.1 ϑα χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι τα πολυώνυµα της µορφής

c∥x∥2k
2 είναι τα µόνα οµογενή πολυώνυµα ϐαθµού 2k που είναι «αναλλοίωτα ως προς ορθογώνιους

µετασχηµατισµούς».
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Λήµµα 2.6.3. Αν p ∈ H2k,n και U (p) = p για κάθε ορθογώνιο µετασχηµατισµό U : Rn → Rn, τότε υπάρχει

c ∈ R ώστε

(2.6.6) p(x) = c∥x∥2k
2 = c(ξ2

1 + · · · + ξ
2
n)k

για κάθε x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn.

Απόδειξη. Επιλέγουµε τυχόν y ∈ Sn−1 και ϑέτουµε c = p(y). Θεωρούµε το πολυώνυνο

(2.6.7) q(x) = p(x) − c∥x∥2k
2 .

΄Εχουµε q ∈ H2k,n και, από την υπόθεση που κάναµε για το p,

(2.6.8) q(U x) = q(x)

για κάθε ορθογώνιο µετασχηµατισµό U : Rn → Rn. ΄Εστω x ∈ Sn−1. Υπάρχει ορθογώνιος µετασχηµατι-

σµός Ux µε την ιδιότητα Ux (y) = x. Τότε,

(2.6.9) q(x) = q(Ux (y)) = q(y) = 0.

Αφού το q είναι οµογενές και q(x) = 0 για κάθε x ∈ Sn−1, συµπεραίνουµε ότι q(x) = 0 για κάθε x ∈ Rn.

∆ηλαδή, p(x) = c∥x∥2k
2 . □

Απόδειξη του Θεωρήµατος 2.6.1. Για κάθε y ∈ Bn
2 ορίζουµε

(2.6.10) py (x) = ⟨y, x⟩2k .

Κάθε py είναι οµογενές πολυώνυµο ϐαθµού 2k . Θεωρούµε την κυρτή ϑήκη

(2.6.11) K = conv({py : y ∈ Bn
2 })

των py στον H2k,n. Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η Bn
2 είναι συµπαγής και η απεικόνιση y 7→ py είναι

συνεχής, ϐλέπουµε ότι το σύνολο {py : y ∈ Bn
2 } είναι συµπαγές. Από την Πρόταση 2.2.2, το K είναι

συµπαγές.

Θα δείξουµε ότι υπάρχει c > 0 ώστε το πολυώνυµο c∥x∥2k
2 να ανήκει στο K . Ορίζουµε

(2.6.12) p(x) =
1
|Bn

2 |

∫
Bn

2

py (x) dy =
1
|Bn

2 |

∫
Bn

2

⟨y, x⟩2k dy.

Παρατηρήστε ότι p ∈ H2k,n και U (p) = p για κάθε ορθογώνιο µετασχηµατισµό U . Πράγµατι,

p(U t x) =
1
|Bn

2 |

∫
Bn

2

⟨y,U t x⟩2k dy =
1
|Bn

2 |

∫
Bn

2

⟨Uy, x⟩2k dy

= | det U | ·
1
|Bn

2 |

∫
U (Bn

2 )

⟨z, x⟩2k dz = p(x),

αφού | det U | = 1 και U (Bn
2 ) = Bn

2 . Από το Λήµµα 2.6.3 υπάρχει c ∈ R ώστε

p(x) = c∥x∥2k
2

για κάθε x ∈ Rn. Αφού py (x) ≥ 0 για κάθε y ∈ Bn
2 και, αν x , 0 έχουµε py (x) > 0 για «σχεδόν όλα» τα

y ∈ Bn
2 , συµπεραίνουµε ότι p(x) > 0 για x , 0. Συνεπώς, c > 0.
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Το ολοκλήρωµα στην (2.6.12) προσεγγίζεται (οµοιόµορφα ως προς x ∈ Sn−1) από πεπερασµένα αθροί-

σµατα Riemann, δηλαδή κυρτούς συνδυασµούς της µορφής

N∑
i=1

ti pyi

για κάποια yi ∈ Bn
2 (εξηγήστε τις λεπτοµέρειες). ΄Αρα, το p ανήκει στην κλειστή ϑήκη του K . ΄Οµως, το K

είναι συµπαγές. ΄Αρα, p ∈ K . ∆ηλαδή, υπάρχουν y1, . . . , ym ∈ Bn
2 και ti ≥ 0 που ικανοποιούν το εξής: για

κάθε x ∈ Rn,

(2.6.13) c∥x∥2k
2 =

m∑
i=1

ti⟨yi, x⟩2k .

΄Επεται το συµπέρασµα του ϑεωρήµατος. □

Το πρόβληµα του Waring. Το 1770, ο Waring ισχυρίστηκε (χωρίς απόδειξη) ότι για κάθε k ≥ 2 υπάρχει

g(k) ∈ N µε την εξής ιδιότητα: αν n ∈ N τότε υπάρχουν s ≤ g(k) και m1, . . . ,ms ∈ N ώστε

(2.6.14) n = mk
1 + · · · + mk

s .

Για την ακρίβεια, ο Waring απλώς ισχυρίστηκε ότι µπορούµε να πάρουµε g(2) = 4, g(3) = 9 και g(4) = 19.

Ο Hilbert απέδειξε (το 1909) ότι ο ισχυρισµός του Waring είναι σωστός για κάθε k ≥ 2.

Για την απόδειξη αυτού του αποτελέσµατος ο Hilbert, για κάθε Ϲευγάρι ϕυσικών αριθµών k και n, κα-

τασκεύασε διανύσµατα u1, . . . ,um µε ακέραιες συντεταγµένες και ϱητούς αριθµούς c1, . . . ,cm µε την

ιδιότητα

(2.6.15) ∥x∥2k
2 =

m∑
i=1

ci⟨ui, x⟩2k

για κάθε x ∈ Rn (συγκρίνετε µε το Θεώρηµα 2.6.1).

Ας δούµε για παράδειγµα πώς χρησιµοποιείται η (2.6.15) στην περίπτωση k = 4. Γνωρίζουµε ότι κάθε

ϕυσικός αριθµός γράφεται σαν άθροισµα τεσσάρων τετραγώνων ϕυσικών αριθµών (Lagrange). ΄Εστω

n ∈ N. Υπάρχουν a1,a2,a3,a4 ∈ Z
+ ώστε n = a2

1 + a2
2 + a2

3 + a2
4. Εφαρµόζουµε το ίδιο αποτέλεσµα για

τους ai . Υπάρχουν ai j ∈ Z
+, i, j = 1, . . . ,4, ώστε

(2.6.16) n =
n∑

i=1

(a2
i1 + a2

i2 + a2
i3 + a2

i4)2.

Τώρα χρησιµοποιούµε την (2.6.15) – ή, αν ϑέλετε, την ταυτότητα (2.6.12) του Liouville – µε n = 4 και k = 2.

΄Επεται (εξηγήστε γιατί) ότι ο n γράφεται στη µορφή

(2.6.17) n =
1
6

s∑
j=1

m4
j

όπου m j ∈ N και s ≤ 48 (!). Θεωρήστε τώρα οποιονδήποτε n ≥ 6. Αυτός γράφεται στη µορφή n = 6n1+x
για κάποιον 0 ≤ x ≤ 5. Εφαρµόζοντας την (2.6.17) για τον n1 και γράφοντας τον x = 14 + · · · + 14 σαν

άθροισµα το πολύ πέντε τετάρτων δυνάµεων, έχουµε γράψει τον n σαν άθροισµα το πολύ 53 τετάρτων

δυνάµεων.
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Για κάθε k ∈ N συµβολίζουµε µε g∗(k) το µικρότερο ϕυσικό αριθµό για τον οποίο : αν n ∈ N τότε υπάρχουν

s ≤ g∗(k) και m1, . . . ,ms ∈ N ώστε να ισχύει η (2.6.14). Στη δεκαετία του 1920, οι Hardy και Littlewood

ανέπτυξαν µία αναλυτική µέθοδο που οδήγησε (αρκετά αργότερα) στο κάτω ϕράγµα

(2.6.18) g∗(k) ≥ 2k +



(
3
2

) k
− 2.

Εικάζεται ότι το δεξιό µέλος δίνει την ακριβή τιµή της ποσότητας g∗(k). Αυτό έχει επαληθευτεί για k ≤
471 600 000.

2.6.2 Το θεώρηµα του Helly στη θεωρία προσέγγισης

∆ίνουµε τώρα µία εφαρµογή του ϑεωρήµατος του Helly σε ένα πρόβληµα της ϑεωρίας προσέγγισης.

΄Εστω { f1, . . . , fm} ένα πεπερασµένο σύνολο συναρτήσεων fi : T → R που είναι ορισµένες σε κάποιο

σύνολο T . ∆ίνονται ε ≥ 0 και µία συνάρτηση g : T → R. Για κάθε a = (a1, . . . ,am) ∈ Rm ϑεωρούµε τον

γραµµικό συνδυασµό fa : T → R των fi που ορίζεται από την

(2.6.19) fa (t) =
m∑

i=1

ai fi (t).

Σκοπός µας είναι να ϐρούµε a ∈ Rm ώστε

(2.6.20) |g(t) − fa (t) | ≤ ε για κάθε t ∈ T.

Αυτό είναι το λεγόµενο πρόβληµα της οµοιόµορφης προσέγγισης (ή προσέγγισης κατά Chebyshev). Το

ϑεώρηµα του Helly δείχνει ότι µπορούµε να ϐρούµε µία οµοιόµορφη προσέγγιση fa για την g στο T αν

µπορούµε να πετύχουµε το ίδιο σε κάθε «σχετικά µικρό» υποσύνολο του T .

Θεώρηµα 2.6.4. ΄Εστω T ένα πεπερασµένο σύνολο. Σταθεροποιούµε ε ≥ 0. Υποθέτουµε ότι αν

t1, . . . , tm+1 είναι οποιαδήποτε m+ 1 σηµεία του T τότε υπάρχει fa – η οποία εξαρτάται από τα t1, . . . , tm+1
– ώστε

(2.6.21) |g(ti) − fa (ti) | ≤ ε για κάθε i = 1, . . . ,m + 1.

Τότε, υπάρχει fa µε την ιδιότητα

(2.6.22) |g(t) − fa (t) | ≤ ε για κάθε t ∈ T.

Απόδειξη. Για κάθε t ∈ T ορίζουµε ένα σύνολο A(t) ⊂ Rm ως εξής:

(2.6.23) A(t) =
{
a = (a1, . . . ,am) : |g(t) − fa (t) | ≤ ε

}
.

Με άλλα λόγια, A(t) είναι το σύνολο των a ∈ Rm για τα οποία η συνάρτηση fa προσεγγίζει την g µε

ακρίβεια ε στο σηµείο t.

Εύκολα ελέγχουµε ότι κάθε σύνολο A(t) είναι κυρτό σύνολο. Η υπόθεση του ϑεωρήµατος εξασφαλίζει

ότι αν t1, . . . , tm+1 ∈ T τότε

(2.6.24) A(t1) ∩ · · · ∩ A(tm+1) , ∅.

∆ηλαδή, η πεπερασµένη οικογένεια κυρτών συνόλων {A(t) : t ∈ T } ικανοποιεί τις υποθέσεις του ϑεωρή-

µατος του Helly. ΄Επεται ότι

(2.6.25)
⋂
t∈T

A(t) , ∅.
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Θεωρούµε τυχούσα fa µε fa ∈ A(t) για κάθε t ∈ T . Τότε, η fa ικανοποιεί την (2.6.22). □

Στην περίπτωση που το T είναι άπειρο, µπορούµε να επεκτείνουµε το προηγούµενο ϑεώρηµα αν υποθέ-

σουµε κάποια «ανεξαρτησία» των συναρτήσεων f1, . . . , fm.

Θεώρηµα 2.6.5. ΄Εστω fi : T → R, i = 1, . . . ,m, συναρτήσεις µε την εξής ιδιότητα: υπάρχουν s1, . . . , sn ∈

T ώστε αν για την fa = a1 f1 + · · · + am fm έχουµε fa (s1) = · · · = fa (sn) = 0 τότε a1 = · · · = am = 0.

Υποθέτουµε ότι αν t1, . . . , tm+1 είναι οποιαδήποτε m + 1 σηµεία του T τότε υπάρχει fa – η οποία εξαρτάται

από τα t1, . . . , tm+1 – ώστε

(2.6.26) |g(ti) − fa (ti) | ≤ ε για κάθε i = 1, . . . ,m + 1.

Τότε, υπάρχει fa µε την ιδιότητα

(2.6.27) |g(t) − fa (t) | ≤ ε για κάθε t ∈ T.

Απόδειξη. ΄Οπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.6.4, για κάθε t ∈ T ϑεωρούµε το σύνολο

(2.6.28) A(t) =
{
a = (a1, . . . ,am) : |g(t) − fa (t) | ≤ ε

}
.

Θεωρούµε το σύνολο

(2.6.29) A = A(s1) ∩ · · · ∩ A(sn).

Θα δείξουµε ότι το A είναι συµπαγές σύνολο. Εύκολα ελέγχουµε ότι το A(t) είναι κλειστό, οπότε αρκεί να

δείξουµε ότι είναι ϕραγµένο. Ορίζουµε G : Rm → R µε

(2.6.30) G(a) = max{| fa (si) | : i = 1, . . . ,n}.

Παρατηρούµε ότι

1. G(λa) = |λ | · G(a) για κάθε λ ∈ R.

2. G(a) = 0 αν και µόνο αν a = 0 (εδώ χρησιµοποιείται η υπόθεση για την ανεξαρτησία των fi).

3. Η G είναι συνεχής.

΄Αρα,

(2.6.31) min{G(a) : a ∈ Sm−1} = δ > 0,

οπότε

(2.6.32) G(a) ≥ δ∥a∥2 για κάθε a ∈ Rm.

Παρατηρούµε ότι αν a ∈ A τότε |g(si) − fa (si) | ≤ ε για κάθε i = 1, . . . ,n, δηλαδή | fa (si) | ≤ |g(si) | + ε
για κάθε i = 1, . . . ,n. ΄Αρα,

(2.6.33) G(a) ≤ R := ε +max{|g(si) | : i = 1, . . . ,n},

και η (2.6.31) δίνει

(2.6.34) ∥a∥2 ≤
R
δ
.
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∆ηλαδή, A ⊂ (R/δ)Bn
2 . Συνεπώς, το A είναι ένα συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rm.

Για κάθε t ∈ T ϑέτουµε B(t) = A(t) ∩ A. Τότε, κάθε B(t) είναι συµπαγές σύνολο. Εφαρµόζοντας το

ϑεώρηµα του Helly όπως στην απόδειξη του Θεωρήµατος 2.6.4, συµπεραίνουµε ότι η τοµή οποιασδήποτε

πεπερασµένης οικογένειας συνόλων A(t) είναι µη κενή. Ειδικότερα, κάθε σύνολο της µορφής B(t1) ∩
· · · ∩ B(tm+1) είναι µη κενό, κυρτό και συµπαγές. Από την Πρόταση 2.3.3,

(2.6.35)
⋂
t∈T

B(t) , ∅ άρα

⋂
t∈T

A(t) , ∅.

Αν a ∈
⋂
t∈T

A(t), τότε η συνάρτηση

(2.6.36) fa = a1 f1 + · · · + am fm

προσεγγίζει την g, µε σφάλµα το πολύ ίσο µε ε, οµοιόµορφα στο T . □

2.6.3 Το θεώρηµα του Krasnosselsky

΄Εστω S ένα µη κενό συµπαγές υποσύνολο του Rn. Αν x, y ∈ S τότε λέµε ότι το y είναι ορατό από το x αν

το ευθύγραµµο τµήµα [x, y] περιέχεται στο S. Σκοπός µας είναι να αποδείξουµε το εξής αποτέλεσµα του

Krasnosselsky.

Θεώρηµα 2.6.6 (Krasnosselsky, 1947). ΄Εστω S µη κενό συµπαγές υποσύνολο του Rn µε την εξής ιδιότητα:

αν y1, . . . , yn+1 ∈ S τότε υπάρχει x ∈ S ώστε κάθε yi να είναι ορατό από το x. Τότε, υπάρχει x ∈ S ώστε

κάθε y ∈ S να είναι ορατό από το x.

Απόδειξη. Για κάθε x ∈ S ϑεωρούµε το σύνολο Sx όλων των y ∈ S τα οποία είναι ορατά από το x:

(2.6.37) Sx = {y ∈ S : [x, y] ⊆ S}.

Για κάθε x ∈ S το σύνολο Sx είναι κλειστό : έστω (yn) ακολουθία στο Sx και έστω ότι yn → y. Κάθε

yn ∈ S και το S είναι κλειστό, άρα y ∈ S. Θα δείξουµε ότι y ∈ Sx , δηλαδή ότι, για κάθε t ∈ [0,1] ισχύει

(1 − t)x + ty ∈ S. Αυτό είναι απλό: για κάθε n ∈ N έχουµε (1 − t)x + tyn ∈ S διότι yn ∈ Sx . Αφού το S
είναι κλειστό, συµπεραίνουµε ότι

(2.6.38) (1 − t)x + ty = lim
n→∞

[(1 − t)x + tyn] ∈ S.

Το t ∈ [0,1] ήταν τυχόν, άρα [x, y] ⊆ S. ΄Επεται ότι y ∈ Sx .

Είδαµε ότι κάθε Sx είναι κλειστό υποσύνολο του S, άρα είναι συµπαγές σύνολο. Από την Πρόταση 2.2.2

συµπεραίνουµε ότι : για κάθε x ∈ S, η κυρτή ϑήκη Cx = conv(Sx) του Sx είναι συµπαγές και κυρτό σύνολο.

Θεωρούµε την οικογένεια

(2.6.39) CS = {Cx | x ∈ S}.

Από την υπόθεση του ϑεωρήµατος, για κάθε x1, . . . , xn+1 ∈ S υπάρχει y ∈ S ώστε [y, xi] ⊆ S για κάθε

i = 1, . . . ,n + 1. ∆ηλαδή,

(2.6.40) y ∈ Sx1 ∩ · · · ∩ Sx1 ⊆ Cx1 ∩ · · · ∩ Cxn+1 .

Ειδικότερα,

(2.6.41) Cx1 ∩ · · · ∩ Cxn+1 , ∅.
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Κυρτή Ανάλυση

Αυτό σηµαίνει ότι η CS ικανοποιεί τις υποθέσεις του ϑεωρήµατος του Helly. Συνεπώς,

(2.6.42)
⋂
x∈S

Cx , ∅.

Θεωρούµε τυχόν a ∈
⋂
x∈S

Cx . Θα δείξουµε, µε απαγωγή σε άτοπο, ότι S = Sa. Αυτό αποδεικνύει το

ϑεώρηµα: κάθε y ∈ S είναι ορατό από το a.

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχουν b ∈ S και c στο ευθύγραµµο τµήµα (a,b) ώστε c < S. Αφού το S είναι

κλειστό και c < S, υπάρχει κλειστή µπάλα B = B(c,r) ώστε S ∩ B = ∅. Μπορούµε να ϐρούµε t > 0 ώστε

η κλειστή µπάλα t(b− c) + B να «ακουµπήσει» το S. Πιο συγκεκριµένα, ϐρίσκουµε τον µικρότερο t > 0 για

τον οποίο [t(b− c) + B] ∩ S , ∅. Η µπάλα D = B(c + t(b− c),r) = t(b− c) + B έχει κοινά σηµεία µε το

S αλλά int(D) ∩ S = ∅. Θα δείξουµε ότι : αν y ∈ D ∩ S, τότε a < Cy . Αφού a ∈
⋂
y∈S

Cy , οδηγούµαστε σε

άτοπο.

΄Εστω y ∈ D ∩ S. Γράφουµε d = c + t(b − c), οπότε D = B(d,r). Θεωρούµε τα σύνολα

H = {z ∈ Rn : ⟨z, y − d⟩ = ⟨y, y − d⟩}.
H− = {z ∈ Rn : ⟨z, y − d⟩ < ⟨y, y − d⟩}.
H+ = {z ∈ Rn : ⟨z, y − d⟩ ≥ ⟨y, y − d⟩}.

Ισχυρισµός 1. Cy ⊆ H+.

Αρκεί να δείξουµε ότι Sy ⊆ H+. ΄Εστω z ∈ Sy . Για κάθε t ∈ (0,1) έχουµε y − t(y − z) = (1− t)y + t z ∈ S,

άρα ∥d − y + t(y − z)∥2 ≥ ∥y − d∥2. Υψώνοντας στο τετράγωνο παίρνουµε

(2.6.43) ∥d − y∥22 + 2t⟨d − y, y − z⟩ + t2∥y − z∥22 ≥ ∥y − d∥22 .

Απλοποιώντας, διαιρώντας µε t και παίρνοντας όριο καθώς το t → 0+, καταλήγουµε στην ⟨d− y, y− z⟩ ≥ 0,

δηλαδή

(2.6.44) ⟨z, y − d⟩ ≥ ⟨y, y − d⟩.

Αυτό δείχνει ότι z ∈ H+. □

Ισχυρισµός 2. a ∈ H−.

Από τον ορισµό του t, για µικρά θ > 0 έχουµε [−θ(b− c)+D]∩ S = ∅. Ξεκινώντας από την ∥y− d+ θ(b−
c)∥2 > ∥y − d∥2 και δουλεύοντας όπως στην απόδειξη του προηγούµενου ισχυρισµού, καταλήγουµε στην

(2.6.45) ⟨b − c,d − y⟩ ≤ 0.

Αφού το a − d είναι αρνητικό πολλαπλάσιο του b − c, αυτό σηµαίνει ότι

(2.6.46) ⟨a − d,d − y⟩ ≥ 0.

Τότε,

(2.6.47) ⟨a − y,d − y⟩ = ⟨a − d,d − y⟩ + ∥d − y∥22 > 0.

Αυτό σηµαίνει ότι

(2.6.48) ⟨a, y − d⟩ < ⟨y, y − d⟩,

δηλαδή, a ∈ H−. □

Συνδυάζοντας τους δύο ισχυρισµούς ϐλέπουµε ότι αν y ∈ D ∩ S, τότε a < Cy και καταλήγουµε σε άτοπο.

□
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