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4 Υπερεπίπεδα στήριξης και διαχωριστικά θεωρήµατα

4.1 Αφινική θήκη και αφινική διάσταση

Ορισµός 4.1.1 (αφινικός συνδυασµός). ΄Εστω x0, x1, . . . , xk ∈ R
n. Το x ∈ Rn λέγεται αφινικός συνδυα-

σµός των x0, x1, . . . , xk αν

(4.1.1) x = t0x0 + t1x1 + · · · + tk xk

για κάποιους ti ∈ R µε t0 + t1 + · · · + tk = 1.

Ορισµός 4.1.2 (αφινική ϑήκη). ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn. Η αφινική ϑήκη aff(S) του S είναι το

σύνολο όλων των αφινικών συνδυασµών σηµείων του S. ∆ηλαδή,

aff(S) = {x = t0x0 + t1x1 + · · · + tk xk : k ≥ 0, ti ∈ R, t0 + t1 + · · · + tk = 1}.

Λήµµα 4.1.3. ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn µε 0 ∈ S. Τότε, η aff(S) είναι γραµµικός υπόχωρος του

Rn.

Απόδειξη. ΄Εστω x, y ∈ aff(S). Τότε, υπάρχουν x0, x1, . . . , xk ∈ S και t0, t1, . . . , tk ∈ R µε t1 + · · · + tk = 1
ώστε

(4.1.2) x = t0x0 + t1x1 + · · · + tk xk .

Οµοίως,

(4.1.3) y = s0y0 + s1y1 + · · · + smym,

όπου yi ∈ S και si ∈ R µε s0 + s1 + · · · + sm = 1. Μπορούµε να γράψουµε

(4.1.4) x + y = t0x0 + t1x1 + · · · + tk xk + s0y0 + s1y1 + · · · + smym + (−1)0,

όπου 0, x0, x1, . . . , xk , y0, y1, . . . , ym ∈ S και −1 +
∑
i

ti +
∑
j
y j = 1. ΄Αρα, x + y ∈ aff(S).

Παρατηρούµε επίσης ότι, αν λ ∈ R και x ∈ aff(S) τότε x = t0x0 + t1x1 + · · · + tk xk µε ti ∈ R,

t0 + t1 + . . . + tk = 1 και xi ∈ S, οπότε

(4.1.5) λx = (λt0)x0 + (λt1)x1 + · · · + (λtk )xk + (1 − λ)0,

όπου 0, x0, x1, . . . , xk ∈ S και (1 − λ) +
∑
i
λti = 1. ∆ηλαδή, λx ∈ aff(S).

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι η aff(S) είναι γραµµικός υπόχωρος του Rn. □

Λήµµα 4.1.4. ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn και z ∈ Rn. Τότε,

(4.1.6) aff(S) − z = aff(S − z).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ aff(S). Τότε, το x γράφεται στη µορφή x =
k∑

i=0
ti xi µε

k∑
i=0

ti = 1. ΄Αρα,

(4.1.7) x − z =
k∑

i=0

ti xi − z =
k∑

i=0

ti xi −

k∑
i=0

ti z =
k∑

i=0

ti (xi − z) ∈ aff(S − z).

΄Ετσι, έχουµε ότι

(4.1.8) aff(S) − z ⊆ aff(S − z).

Ο αντίστροφος εγκλεισµός αποδεικνύεται παρόµοια. □
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Λήµµα 4.1.5. ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn. Τότε για κάθε x ∈ S υπάρχει υπόχωρος F του Rn ώστε

aff(S) = x + F.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ S. Τότε aff(S) − x = aff(S − x), άρα

(4.1.9) aff(S) = x + aff(S − x)

και ο F = aff(S − x) είναι γραµµικός υπόχωρος του Rn από το Λήµµα 4.1.3, διότι 0 ∈ S − x. □

Πρόταση 4.1.6. ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn. Τότε, υπάρχει µοναδικός υπόχωρος F του Rn µε την

ιδιότητα

(4.1.10) aff(S) = x + F

για κάποιο x ∈ Rn.

Απόδειξη. Από το προηγούµενο λήµµα, αν ϑεωρήσουµε τυχόν x ∈ S τότε aff(S) = x + aff(S − x) και ο

F = aff(S − x) είναι υπόχωρος του Rn.

Παρατηρούµε επίσης ότι : αν aff(S) = x + F για κάποιον υπόχωρο του Rn τότε x ∈ x + F = aff(S).

Υποθέτουµε λοιπον ότι

(4.1.11) aff(S) = x1 + F1 = x2 + F2

για κάποιους υπόχωρους F1,F2 του Rn και κάποια x1, x2 ∈ aff(S) και ϑα δείξουµε ότι F1 = F2. Ισοδύναµα,

αρκεί να δείξουµε ότι

(4.1.12) aff(S − x1) = aff(S − x2).

Λόγω συµµετρίας, αρκεί να δείξουµε τον εγκλεισµό aff(S − x1) ⊆ aff(S − x2). ΄Εστω z ∈ aff(S − x1).
Τότε,

(4.1.13) z =
k∑

i=0

ti (si − x1) =
k∑

i=0

ti (si − x2) + (−1)(x1 − x2) ∈ aff(S − x2),

διότι ο aff(S − x2) είναι υπόχωρος του Rn και x1 − x2 ∈ aff(S − x2). ΄Αρα, aff(S − x1) ⊆ aff(S − x2). □

Ορισµός 4.1.7 (αφινική διάσταση). ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn. Είδαµε ότι aff(S) = x + F για

κάποιον µονοσήµαντα ορισµένο υπόχωρο F του Rn. Η διάσταση του F λέγεται αφινική διάσταση του S.

Ορισµός 4.1.8 (αφινική ανεξαρτησία). Τα x0, x1, . . . , xk ∈ R
n λέγονται αφινικά εξαρτηµένα αν κάποιο από

αυτά είναι αφινικός συνδυασµός των υπολοίπων. Σε αντίθετη περίπτωση, λέγονται αφινικά ανεξάρτητα.

Λήµµα 4.1.9. ΄Εστω x0, x1, . . . , xk ∈ R
n. Τα ακόλουθα είναι ισοδύναµα:

(i) Τα x0, x1, . . . , xk είναι αφινικά εξαρτηµένα.

(ii) Υπάρχουν t0, t1, . . . , tk ∈ R, όχι όλοι ίσοι µε µηδέν, ώστε

t0 + t1 + · · · + tk = 0 και t0x0 + t1x1 + · · · + tk xk = 0.

(iii) Υπάρχει i ∈ {0,1, . . . , k} ώστε τα x j − xi , j , i, να είναι γραµµικά εξαρτηµένα.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα το (i). Κάποιο από τα xi είναι αφινικός συνδυασµός των υπολοίπων. Χωρίς

περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι x0 = t1x1 + · · · + tk xk για κάποιους ti ∈ R µε
k∑

i=1
ti = 1.

Θέτοντας t0 = −1 έχουµε

t0 + t1 + · · · + tk = 0 και t0x0 + t1x1 + · · · + tk xk = 0.

Αφού t0 , 0, ισχύει το (ii).

Υποθέτουµε τώρα το (ii). Αν υποθέσουµε ότι ti , 0, τότε ti = −
∑
j,i

t j και αυτό δείχνει ότι t j , 0 για

τουλάχιστον ένα j0 , i. Γράφουµε

∑
j,i

t j (x j − xi) =
∑
j,i

t j x j +
*.
,
−

∑
j,i

t j
+/
-

xi =
∑
j,i

t j x j + ti xi =

k∑
j=0

t j x j = 0.

Αφού t j0 , 0, τα x j − xi , j , i είναι γραµµικά εξαρτηµένα, δηλαδή ισχύει το (iii).

Τέλος, υποθέτουµε ότι ισχύει το (iii). Υπάρχουν i ∈ {0,1, . . . , k} και t j , j , i, όχι όλοι µηδέν, ώστε∑
j,i

t j (x j − xi) = 0. Τότε,

(4.1.14)
∑
j,i

t j x j +
*.
,
−

∑
j,i

t j
+/
-

xi = 0,

δηλαδή υπάρχουν s0, s1, . . . , sk όχι όλοι µηδέν, ώστε
k∑

j=0
s j = 0 και

k∑
j=0

s j x j = 0. Χωρίς περιορισµό της

γενικότητας υποθέτουµε ότι s0 , 0, και τότε,

(4.1.15) x0 =

k∑
j=1

(
−

s j

s0

)
x j .

Αφού
k∑

j=1
s j = −s0, έπεται ότι το x0 είναι αφινικός συνδυασµός των x1, . . . , xk . ∆ηλαδή, τα x0, x1, . . . , xk

είναι αφινικά εξαρτηµένα. □

Πρόταση 4.1.10. ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn και έστω k ≥ 0. Το S έχει αφινική διάσταση m ≥ k
αν και µόνον αν υπάρχουν x0, x1, . . . , xk ∈ S ώστε τα x1 − x0, . . . , xk − x0 να είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι το S έχει αφινική διάσταση m ≥ k . Τότε, υπάρχουν x0 ∈ S και υπόχωρος F του Rn µε

dim F = m ώστε aff(S) = x0+F, όπου F = aff(S−x0). Παρατηρούµε ότι F = aff(S−x0) = span(S−x0).
Ο F είναι υπόχωρος και περιέχει το S − x0, άρα F ⊇ span(S − x0). Από την άλλη πλευρά, κάθε στοιχείο

του F είναι αφινικός συνδυασµός στοιχείων του S − x0, δηλαδή γραµµικός συνδυασµός στοιχείων του

S − x0.

Συνεπώς, dim(span(S − x0)) = m. ΄Επεται ότι το S − x0 περιέχει m ≥ k γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα.

Αλλά τότε, υπάρχουν x0, x1, . . . , xk ∈ S ώστε τα x0 − x1, . . . , x0 − xk να είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχουν x0, . . . , xk ∈ S ώστε τα x0 − x1, . . . , x0 − xk να είναι γραµµικά

ανεξάρτητα. Αφού ο F = aff(S − x0) περιέχει τα x0 − x1, . . . , x0 − xk , ισχύει dim F ≥ k . ∆ηλαδή η

αφινική διάσταση του S είναι dim F ≥ k . □
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Πόρισµα 4.1.11. ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn και έστω k ≥ 0. Το S έχει αφινική διάσταση k αν

και µόνον αν υπάρχουν k + 1 αφινικά ανεξάρτητα σηµεία του S και οποιαδήποτε k + 2 σηµεία του S είναι

αφινικά εξαρτηµένα. □

Πόρισµα 4.1.12. ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn και έστω k ≥ 0. Αν το S έχει αφινική διάσταση k και

x0, x1, . . . , xk είναι αφινικά ανεξάρτητα σηµεία του S, τότε κάθε x ∈ aff(S) γράφεται µονοσήµαντα ως

αφινικός συνδυασµός των x0, x1, . . . , xk .

Απόδειξη. Από τα προηγούµενα, αν x0 ∈ S τότε ο F = aff(S − x0) είναι υπόχωρος διάστασης k και

έχει ϐάση {x1 − x0, . . . , xk − x0}, όπου x1, . . . , xk ∈ S. Τα x0, x1, . . . , xk είναι αφινικά ανεξάρτητα. ΄Εστω

x ∈ aff(S). Τότε, x − x0 = t1(x1 − x0) + · · · + tk (xk − x0) άρα

(4.1.16) x = (1 − t1 − · · · − tk )x0 + t1x1 + · · · + tk xk ,

δηλαδή το x γράφεται ως αφινικός συνδυασµός των x0, . . . , xk .

Για το µονοσήµαντο υποθέτουµε ότι

(4.1.17) t0x0 + · · · + tk xk = s0x0 + · · · + sk xk ,

όπου s0 + · · · + sk = t0 + · · · + tk = 1. Τότε,

(4.1.18) (t0 − s0)x0 + · · · + (tk − sk )xk = 0 και

k∑
i=0

(ti − si) = 0.

Αφού τα x0, x1, . . . , xk είναι αφινικά ανεξάρτητα, το Λήµµα 4.1.9(ii) δείχνει ότι ti = si , i = 0,1, . . . , k . □

Ορισµός 4.1.13 (ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες). ΄Εστω S µη κενό υποσύνολο του Rn µε αφινική διάσταση

k και έστω x0, x1, . . . , xk αφινικά ανεξάρτητα σηµεία του S. Αν x = t0x1 + · · · + tk xk ∈ aff(S), τότε οι

µονοσήµαντα ορισµένοι πραγµατικοί αριθµοί t0, t1, . . . , tk είναι οι ϐαρυκεντρικές συντεταγµένες του x ως

προς το {x0, . . . , xk }.

4.2 Τοπολογικές ιδιότητες κυρτών συνόλων

Ορισµός 4.2.1 (σχετικό εσωτερικό και σύνορο). ΄Εστω C µη κενό κυρτό υποσύνολο του Rn. Το σχετικό

εσωτερικό ri(C) του C είναι το εσωτερικό του C ως προς την αφινική του ϑήκη aff(C). ∆ηλαδή, x ∈ ri(C)
αν υπάρχει δ > 0 ώστε

(4.2.1) B(x, δ) ∩ aff(C) ⊆ C.

Το σχετικό σύνορο του C είναι το σύνολο

(4.2.2) rb(C) = C \ ri(C).

∆ηλαδή, το σύνορο του C ως προς την αφινική του ϑήκη aff(C) (παρατηρήστε ότι η κλειστή ϑήκη του C ως

προς την aff(C) συµπίπτει µε το C, διότι η aff(C) είναι κλειστό σύνολο).

Ορισµός 4.2.2 (simplex). ΄Εστω x0, x1, . . . , xk αφινικά ανεξάρτητα διανύσµατα στον Rn. Η κυρτή τους ϑήκη

(4.2.3) conv({x0, x1, . . . , xk })

λέγεται k–simplex.

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 7
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Πρόταση 4.2.3. ΄Εστω 1 ≤ k ≤ n και S = conv({x0, x1, . . . , xk }) ένα k–simplex στον Rn. Τότε,

(4.2.4) ri(S) = {t0x1 + t1x1 + · · · + tk xk : 0 < ti < 1, t0 + t1 + · · · + tk = 1}.

Ειδικότερα, ri(S) , ∅.

Απόδειξη. Μεταφέροντας αν χρειαστεί το S, µπορούµε να υποθέσουµε ότι x0 = 0 και, αφού εξετάζουµε

το σχετικό εσωτερικό του S, µπορούµε επίσης να υποθέσουµε ότι k = n. Με αυτές τις υποθέσεις, έχουµε

(4.2.5) S =



n∑
i=1

ti xi : 0 ≤ ti ≤ 1,
n∑

i=1

ti ≤ 1



και ϑα δείξουµε ότι

(4.2.6) int(S) ⊇ V =



n∑
i=1

ti xi : 0 < ti < 1,
n∑

i=1

ti < 1


,

οπότε, ειδικότερα, int(S) , ∅.

Θεωρούµε τη συνάρτηση f : Rn → Rn που ορίζεται ως εξής: τα x1, . . . , xn είναι γραµµικά ανεξάρτητα,

άρα, κάθε x ∈ Rn γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή x =
n∑

i=1
ti xi , και τότε ορίζουµε

(4.2.7) f (x) = f (t1x1 + · · · + tnxn) = (t1, . . . , tn).

Αφού κάθε ti εκφράζεται συναρτήσει των συντεταγµένων των xi, x (λύνουµε το σύστηµα t1x1+· · ·+tnxn =

x ως προς ti), εύκολα ελέγχουµε ότι η f είναι συνεχής. Παρατηρούµε ότι το σύνολο

(4.2.8) B =



(t1, . . . , tn) : 0 < ti < 1,
n∑

i=1

ti < 1



είναι ανοικτό υποσύνολο του Rn. Από τον ορισµό της f έχουµε f −1(B) ⊆ S. Το σύνολο V = f −1(B) είναι

µη κενό και ανοικτό, διότι η f είναι συνεχής. ΄Αρα, int(S) ⊇ V . □

Θεώρηµα 4.2.4. ΄Εστω C µη κενό κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε, ri(C) , ∅.

Απόδειξη. ΄Εστω k η αφινική διάσταση του C. Τότε, υπάρχουν x0, x1, . . . , xk ∈ C ώστε το S = conv({x0, x1, . . . , xk })
να είναι k–simplex. Από την Πρόταση 4.2.3 υπάρχει x ∈ ri(S). ΄Οµως, S ⊆ C και aff(S) = aff(C). ΄Αρα,

x ∈ ri(C). ∆ηλαδή, ri(C) , ∅. □

Θεώρηµα 4.2.5. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε,

(4.2.9) C = AC := {x ∈ Rn : υπάρχει y ∈ C ώστε (x, y] ⊆ C}

και

(4.2.10) int(C) = BC := {x ∈ Rn : για κάθε y ∈ Rn
µε y , x, υπάρχει z ∈ (x, y) ώστε [x, z] ⊆ C}.

Για την απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε το εξής λήµµα:

Λήµµα 4.2.6. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν x ∈ C και y ∈ int(C), τότε [y, x) ⊆ ri(C).
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Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι dim(C) = n. ΄Εστω x ∈ C και y ∈ ri(C). Θεωρούµε τυχόν

z ∈ (y, x). ∆ηλαδή, z = (1 − t)x + ty για κάποιο t ∈ (0,1). Γράφουµε

(4.2.11) y =
1
t
(
z − (1 − t)x

)
.

Αφού x ∈ C, υπάρχει ακολουθία (xk ) στο C ώστε xk → x. Ορίζουµε

(4.2.12) yk =
1
t
(
z − (1 − t)xk

)
.

Τότε, yk → y. Αφού y ∈ int(C), υπάρχει δ > 0 ώστε B(y, δ) ⊆ C. Τότε, υπάρχει k0 ∈ Nώστε yk ∈ B(y, δ)
για κάθε k ≥ k0. Σταθεροποιούµε ένα k ≥ k0 και ϐρίσκουµε δ1 > 0 ώστε B(yk , δ1) ⊆ B(y, δ) ⊆ C. Τότε,

το σύνολο tB(yk , δ1) + (1 − t)xk είναι ανοικτό και, από την κυρτότητα του C και το γεγονός ότι xk ∈ C,

(4.2.13) tB(yk , δ1) + (1 − t)xk ⊆ tC + (1 − t)C = C.

Συνεπώς, z = tyk + (1 − t)xk ∈ C. ΄Επεται ότι [y, x) ⊆ C. □

Απόδειξη του ϑεωρήµατος 4.2.5. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι C , ∅ και, στη συνέχεια, να υποθέσουµε

ότι dim(C) = n.

Αν x ∈ AC τότε είναι ϕανερό ότι x ∈ C: αφού (x, y] ⊆ C για κάποιο y ∈ C, η ακολουθία yk =(
1 − 1

k

)
x + 1

k y περιέχεται στο C και συγκλίνει στο x. Αντίστροφα, έστω x ∈ C. Από το Θεώρηµα 4.2.4

υπάρχει y ∈ int(C) και από το Λήµµα 4.2.6 έχουµε [y, x) ⊆ C.

Ο δεύτερος ισχυρισµός ισχύει τετριµµένα αν dim(C) < n, αφού σε αυτή την περίπτωση τα δύο σύνολα

της ισότητας είναι κενά (εξηγήστε γιατί). Υποθέτουµε λοιπόν ότι dim(C) = n. Αν x ∈ int(C) τότε υπάρχει

δ > 0 ώστε B(x, δ) ⊆ C. Τότε, για κάθε y ∈ Rn µε y , x έχουµε [x, z] ⊆ C, όπου

(4.2.14) z = x +
δ

2
y − x
∥y − x∥2

.

Συνεπώς, x ∈ BC . Αυτό αποδεικνύει ότι int(C) ⊆ BC . Αντίστροφα, έστω x ∈ BC . Θεωρούµε y ∈ int(C).
Μπορούµε να υποθέσουµε ότι y , x (αλλιώς, αµέσως έχουµε x = y ∈ int(C)). Εφαρµόζοντας τον

ορισµό του BC για το y′ = x + (x − y) ϐρίσκουµε z ∈ (x, y′) ώστε [x, z] ⊆ C. Από το Λήµµα 4.2.6 έχουµε

[y, z) ⊆ int(C). ΄Οµως, x ∈ (y, z). Συνεπώς, x ∈ int(C). ∆ηλαδή, BC ⊆ int(C). □

Πρόταση 4.2.7. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn. Τα σύνολα ri(C) και C είναι κυρτά.

Απόδειξη. (α) ΄Εστω x, y ∈ ri(C). Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 4.2.6 για τα x ∈ ri(C) ⊆ C και y ∈ ri(C),
συµπεραίνουµε ότι (x, y) ⊆ ri(C). ΄Επεται ότι [x, y] ⊆ ri(C) και αυτό αποδεικνύει ότι το ri(C) είναι κυρτό.

(ϐ) ΄Εστω x, y ∈ C και t ∈ (0,1). Υπάρχουν ακολουθίες (xm), (ym) στο C ώστε xm → x και ym → y.

Τότε, zm := (1 − t)xm + tym → (1 − t)x + ty. Από την κυρτότητα του C έχουµε zm ∈ C για κάθε m, άρα

(1 − t)x + ty ∈ C. □

Πρόταση 4.2.8. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn. Τότε,

(4.2.15) C = ri(C)

και

(4.2.16) ri(C) = ri(C).
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Απόδειξη. (α) Από την ri(C) ⊆ C παίρνουµε ri(C) ⊆ C. ΄Εστω x ∈ C. Θεωρούµε κάποιο y ∈ ri(C). Από

το Λήµµα 4.2.6 έχουµε [y, x) ⊆ ri(C). Τότε, είναι ϕανερό ότι x ∈ [y, x) ⊆ ri(C). Αυτό αποδεικνύει τον

αντίστροφο εγκλεισµό.

(ϐ) Αφού C ⊆ C και aff(C) = aff(C), έχουµε ri(C) ⊆ ri(C). Αντίστροφα, έστω x ∈ ri(C). Θεωρούµε

κάποιο y ∈ ri(C). Αν y = x έχουµε x = y ∈ ri(C). ΄Εστω ότι y , x. Τότε, παίρνοντας y1 = 2x − y , y και

εφαρµόζοντας το Θεώρηµα 4.2.5 για το C, ϐρίσκουµε z ∈ C ώστε x ∈ (y, z). ΄Οµως, [y, z) ⊆ ri(C) από

το Λήµµα 4.2.6. ΄Αρα, x ∈ ri(C). ∆ηλάδή, αν x ∈ ri(C) τότε x ∈ ri(C). □

4.3 Μετρική προβολή

΄Εστω C ένα µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn. Η µετρική προβολή pC απεικονίζει κάθε

x ∈ Rn στο πλησιέστερο προς το x σηµείο pC (x) του C. Η ύπαρξη και η µοναδικότητα αυτού του σηµείου

αποδεικνύονται στην επόµενη Πρόταση.

Πρόταση 4.3.1. ΄Εστω C µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn. Για κάθε x ∈ Rn υπάρχει µοναδικό

pC (x) ∈ C ώστε

(4.3.1) ∥x − pC (x)∥2 ≤ ∥x − y∥2

για κάθε y ∈ C: δηλαδή, ∥x − pC (x)∥2 = d(x,C). Η απεικόνιση x 7→ pC (x) λέγεται µετρική προβολή του

C.

Απόδειξη. Αν x ∈ C ϑέτουµε pC (x) = x: είναι ϕανερό ότι είναι το µοναδικό σηµείο του C που ικανοποιεί

την (4.3.1) για κάθε y ∈ C.

Μπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε ότι x < C. Για κάθε m ∈ N µπορούµε να ϐρούµε ym ∈ C µε την

ιδιότητα

(4.3.2) d(x,C) ≤ ∥x − ym∥2 < d(x,C) +
1
m
.

Παρατηρούµε ότι η ακολουθία (ym) περιέχεται στην κλειστή µπάλα B(x,d(x,C) + 1) η οποία είναι συµπα-

γής. Συνεπώς, υπάρχει υπακολουθία (ykm ) της (ym) η οποία συγκλίνει σε κάποιο y0 ∈ R
n. Αφού ykm ∈ C

και το C είναι κλειστό, έχουµε y0 ∈ C. Επιπλέον, η (4.3.2) δείχνει ότι

(4.3.3) ∥x − y0∥2 = lim
m→∞

∥x − ykm ∥2 = d(x,C).

Για τη µοναδικότητα, ας υποθέσουµε ότι

(4.3.4) ∥x − y∥2 = ∥x − y0∥2 = d(x,C)

για κάποιο y ∈ C. Από την κυρτότητα του C έχουµε
y+y0

2 ∈ C. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του

παραλληλογράµµου γράφουµε

4d2(x,C) = 2∥x − y∥22 + 2∥x − y0∥
2
2

= ∥2x − (y + y0)∥22 + ∥y − y0∥
2
2

= 4




x −

y + y0

2






2

2
+ ∥y − y0∥

2
2

≥ 4d2(x,C) + ∥y − y0∥
2
2 ,

οπότε ∥y − y0∥
2
2 ≤ 0. Αναγκαστικά, y = y0. □

Το επόµενο Λήµµα περιγράφει µία χρήσιµη ιδιότητα του πλησιέστερου σηµείου.
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Λήµµα 4.3.2. ΄Εστω C µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn. Για κάθε x ∈ Rn και για κάθε y ∈ C
έχουµε

(4.3.5) ⟨x − pC (x), y − pC (x)⟩ ≤ 0.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι y , pC (x). Για κάθε t ∈ (0,1) έχουµε pC (x)+t(y−pC (x)) ∈ C,

άρα

(4.3.6) ∥x − pC (x)∥22 ≤ ∥x − pC (x) − t(y − pC (x))∥22 .

Αναπτύσσοντας, ϐλέπουµε ότι

(4.3.7) 2t⟨x − pC (x), y − pC (x)⟩ ≤ t2∥y − pC (x)∥22 .

∆ιαιρώντας µε t και αφήνοντας το t → 0+ παίρνουµε την (4.3.5). □

Θεώρηµα 4.3.3 (Busemann-Feller, 1935). ΄Εστω C µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn. Η µετρική

προβολή pC : Rn → C είναι Lipschitz συνεχής µε σταθερά 1. ∆ηλαδή, αν x, y ∈ Rn τότε

(4.3.8) ∥pC (x) − pC (y)∥2 ≤ ∥x − y∥2.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι u = pC (x) , pC (y) = v. Από το Λήµµα 4.3.2 έχουµε

(4.3.9) ⟨x − u,v − u⟩ ≤ 0 και − ⟨y − v,v − u⟩ ≤ 0.

΄Αρα,

(4.3.10) ⟨x − y + v − u,v − u⟩ ≤ 0.

Χρησιµοποιώντας και την ανισότητα Cauchy-Schwarz παίρνουµε

(4.3.11) ∥v − u∥22 ≤ ⟨y − x,v − u⟩ ≤ ∥y − x∥2∥v − u∥2.

Αφού u , v, έπεται ότι ∥pC (y) − pC (x)∥2 = ∥v − u∥2 ≤ ∥y − x∥2. □

Ορισµός 4.3.4. ΄Εστω C µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω x ∈ Rn \ C. Τότε,

d(x,C) > 0. Ορίζουµε

(4.3.12) uC (x) =
x − pC (x)

d(x,C)
.

Από την ∥x − pC (x)∥2 = d(x,C) ϐλέπουµε ότι ∥uC (x)∥2 = 1. ∆ηλαδή, uC (x) ∈ Sn−1: το uC (x) είναι το

µοναδιαίο διάνυσµα µε κατεύθυνση από το pC (x) προς το x. Συµβολίζουµε µε RC (x) την ηµιευθεία που

ξεκινάει από το pC (x) και διέρχεται από το x:

(4.3.13) RC (x) = {pC (x) + tuC (x) : t ≥ 0}.

Το επόµενο Λήµµα δείχνει ότι αν x < C τότε όλα τα σηµεία που ανήκουν στην ηµιευθεία που ξεκινάει από

το pC (x) και διέρχεται από το x έχουν το ίδιο πλησιέστερο σηµείο.

Λήµµα 4.3.5. ΄Εστω C µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω x ∈ Rn \ C. Αν y ∈ RC (x)
τότε pC (y) = pC (x).

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 11



Κυρτή Ανάλυση

Απόδειξη. Αφού y ∈ RC (x), έχουµε y = pC (x) + t(x − pC (x)) για κάποιον t > 0. Από το Λήµµα 4.3.2

έχουµε

(4.3.14) ⟨x − pC (x),pC (y) − pC (x)⟩ ≤ 0

και

(4.3.15) ⟨y − pC (y),pC (x) − pC (y)⟩ ≤ 0.

Αντικαθιστώντας το y = pC (x) + t(x − pC (x)) στην (4.3.15) έχουµε

(4.3.16) ∥pC (x) − pC (y)∥22 + t⟨x − pC (x),pC (x) − pC (y)⟩ ≤ 0.

Από την (4.3.14) έπεται ότι ∥pC (x) − pC (y)∥22 ≤ 0. Συνεπώς, pC (x) = pC (y). □

΄Εστω C ένα µη κενό, συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Συµβολίζουµε µε bd(C) το σύνορο του C. Η

επόµενη Πρόταση έχει σαν συνέπεια ότι η µετρική προβολή pC : Rn \ C → bd(C) είναι επί.

Πρόταση 4.3.6. ΄Εστω C ένα µη κενό, συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Υποθέτουµε ότι το C περιέχεται

στην ανοικτή µπάλα B(0,r) µε κέντρο το 0 και ακτίνα r . Τότε,

(4.3.17) pC (rSn−1) = bd(C).

Απόδειξη. Ο εγκλεισµός pC (rSn−1) ⊆ bd(C) είναι ϕανερός: γενικά, αν x < C τότε pC (x) ∈ bd(C)
(εξηγήστε γιατί).

΄Εστω z ∈ bd(C). Για κάθε m ∈ N µπορούµε να ϐρούµε xm ∈ B◦(0,r) \ C µε

(4.3.18) ∥z − xm∥2 <
1
m
.

Από το Θεώρηµα 4.3.3 έχουµε

(4.3.19) ∥z − pC (xm)∥2 = ∥pC (z) − pC (xm)∥2 ≤ ∥z − xm∥2 <
1
m
.

Θεωρούµε την ηµιευθεία RC (xm). Αυτή τέµνει την rSn−1 σε κάποιο σηµείο ym. Από το Λήµµα 4.3.5

έχουµε pC (ym) = pC (xm), άρα

(4.3.20) ∥z − pC (ym)∥2 <
1
m
.

Η rSn−1 είναι συµπαγής, άρα υπάρχουν y ∈ rSn−1 και υπακολουθία (ykm ) της (ym) ώστε ykm → y.

Από τη συνέχεια της µετρικής προβολής έχουµε pC (y) = lim
m→∞

pC (ykm ). ΄Οµως, η (4.3.20) δείχνει ότι

pC (ykm ) → z.

Συνεπώς, z = pC (y) ∈ pC (rSn−1). □

4.4 Υπερεπίπεδα στήριξης και διαχωριστικά θεωρήµατα

4.4.1 Υπερεπίπεδα στήριξης

Ορισµός 4.4.1. ΄Εστω H = H (u,α) = {x ∈ Rn : ⟨x,u⟩ = α}, όπου u , 0 και α ∈ R, ένα υπερεπίπεδο.

Θεωρούµε τους κλειστούς ηµιχώρους

(4.4.1) H+ = {x ∈ Rn : ⟨x,u⟩ ≥ α} και H− = {x ∈ Rn : ⟨x,u⟩ ≤ α}

που ορίζει το H . Αν A είναι ένα µη κενό υποσύνολο του Rn, λέµε ότι το H στηρίζει το A στο x (ή ϕέρει το

A στο x) αν
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1. x ∈ A ∩ H ,

2. Είτε A ⊆ H+ ή A ⊆ H−.

Αν G είναι ένας κλειστός ηµίχωρος, λέµε ότι ο G στηρίζει το A αν A∩bd(G) , ∅ και A ⊆ G. Αν ο G = H−
ορίζεται από το υπερεπίπεδο H = H (u,α) και στηρίζει το A σε κάποιο σηµείο x, τότε λέµε ότι το u είναι

ένα εξωτερικό κάθετο διάνυσµα του A στο x.

Η µελέτη των ιδιοτήτων της µετρικής προβολής στην §4.3 µας επιτρέπει να αποδείξουµε την ύπαρξη

υπερεπιπέδων που στηρίζουν ένα κλειστό κυρτό γνήσιο υποσύνολο του χώρου.

Λήµµα 4.4.2. ΄Εστω C ένα µη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο τουRn. Αν x ∈ Rn\C τότε το υπερεπίπεδο

που περνάει από το pC (x) και είναι κάθετο στο uC (x) στηρίζει το C στο σηµείο pC (x).

Απόδειξη. Το υπερεπίπεδο που περνάει από το pC (x) και είναι κάθετο στο uC (x) είναι το

(4.4.2) H = {y ∈ Rn : ⟨y,uC (x)⟩ = ⟨pC (x),uC (x)⟩}.

Είναι ϕανερό ότι

(4.4.3) pC (x) ∈ C ∩ H.

Επιπλέον, αν y ∈ C τότε το Λήµµα 4.3.2 δείχνει ότι

(4.4.4) ⟨uC (x), y − pC (x)⟩ ≤ 0 ⇒ ⟨y,uC (x)⟩ ≤ ⟨pC (x),uC (x)⟩.

Αυτό σηµαίνει ότι C ⊆ H−. Από τον Ορισµό 4.4.1, το H− στηρίζει το C στο σηµείο pC (x). □

Θεώρηµα 4.4.3. (α) ΄Εστω C ένα µη κενό, κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn. Αν y ∈ bd(C) τότε υπάρχει

υπερεπίπεδο που στηρίζει το C στο σηµείο y.

(ϐ) ΄Εστω C ένα µη κενό, συµπαγές κυρτό υποσύνολο του Rn. Για κάθε u ∈ Sn−1 υπάρχει υπερεπίπεδο

H (u) που στηρίζει το C και έχει εξωτερικό κάθετο διάνυσµα το u.

Απόδειξη. (α) ΄Εστω y ∈ bd(C). Υποθέτουµε πρώτα ότι το C είναι ϕραγµένο. Τότε, υπάρχει r > 0 ώστε

το C να περιέχεται στην ανοικτή µπάλα B(0,r) µε κέντρο το 0 και ακτίνα r . Από το Λήµµα 4.3.6, υπάρχει

x ∈ rSn−1 µε την ιδιότητα pC (x) = y. Από το Λήµµα 4.4.2 υπάρχει υπερεπίπεδο που στηρίζει το C στο

σηµείο y.

΄Εστω τώρα ότι το C δεν είναι ϕραγµένο. Το σύνολο C ∩ B(y,1) (όπου B(y,1) είναι η κλειστή µπάλα µε

κέντρο το y και ακτίνα 1) είναι µη κενό, συµπαγές και κυρτό. Αφού y ∈ bd(C) έχουµε y ∈ bd(C∩B(y,1))
(εξηγήστε γιατί). ΄Αρα, υπάρχει υπερεπίπεδο H το οποίο στηρίζει το C ∩ B(y,1) στο σηµείο y. Μπορούµε

να υποθέσουµε ότι

(4.4.5) C ∩ B(y,1) ⊆ H−.

Αν δεν ισχύει η C ⊆ H−, τότε υπάρχει z ∈ C \ H−. Από την κυρτότητα του C έχουµε [y, z] ⊆ C. ΄Οµως,

το z ανήκει στο συµπλήρωµα του H−, άρα το (y, z] ∩ B(y,1) δεν µπορεί να περιέχεται στο H−, άτοπο.

(ϐ) ΄Εστω u ∈ Sn−1. Η συνάρτηση y 7→ ⟨y,u⟩ είναι συνεχής. Αφού το C είναι συµπαγές, υπάρχει y0 ∈ C
ώστε

(4.4.6) ⟨y0,u⟩ = max{⟨y,u⟩ : y ∈ C}.
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Θέτουµε

(4.4.7) H = {y ∈ Rn : ⟨y,u⟩ = ⟨y0,u⟩}.

Τότε, C ⊆ H− και y0 ∈ C ∩H . ΄Αρα, το H στηρίζει το C στο σηµείο y0 και έχει εξωτερικό κάθετο διάνυσµα

το u. □

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι η ιδιότητα (α) του Θεωρήµατος 4.4.3 χαρακτηρίζει τα κλειστά κυρτά σύνολα

που έχουν µη κενό εσωτερικό.

Θεώρηµα 4.4.4. ΄Εστω C ένα κλειστό υποσύνολο του Rn µε µη κενό εσωτερικό. Υποθέτουµε ότι για κάθε

y ∈ bd(C) υπάρχει υπερεπίπεδο που στηρίζει το C στο y. Τότε, το C είναι κυρτό.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι το C δεν είναι κυρτό. Τότε, υπάρχουν x, y ∈ C και z ∈ [x, y] µε z < C.

Αφού το C έχει µη κενό εσωτερικό, υπάρχει w ∈ int(C) ώστε τα x, y και w να µην είναι συνευθειακά.

Θεωρούµε το ευθύγραµµο τµήµα [w, z]. Αφού z < C, υπάρχει u ∈ [w, z) το οποίο ανήκει στο σύνορο του

C. Από την υπόθεση, υπάρχει υπερεπίπεδο H που στηρίζει το C στο u. ΄Εχουµε w < H , άρα η τοµή του H
µε το επίπεδο E που ορίζουν τα x, y και w είναι µία ευθεία ℓ που περνάει από το u. Αφού το C περιέχεται

στον έναν από τους δύο κλειστούς ηµιχώρους που ορίζει το H , τα x, y και w είναι στο ένα από τα δύο

ηµιεπίπεδα του E που ορίζει η ℓ. Αυτό είναι άτοπο, αφού η ℓ περνάει από το u το οποίο είναι εσωτερικό

σηµείο του τριγώνου xyw. □

4.4.2 ∆ιαχωριστικά θεωρήµατα

Ορισµός 4.4.5. (α) ΄Εστω H = H (u,α) = {x ∈ Rn : ⟨x,u⟩ = α}, όπου u , 0 και α ∈ R, ένα υπερεπίπεδο.

Αν A,B είναι µη κενά υποσύνολα του Rn, λέµε ότι το H διαχωρίζει τα A και B αν A ⊆ H+ και B ⊆ H− ή

A ⊆ H− και B ⊆ H+.

(ϐ) Λέµε ότι τα A και B διαχωρίζονται γνήσια από το H αν A ⊆ H+ και B ⊆ H− ή A ⊆ H− και B ⊆ H+,

όπου H+ και H− οι ανοικτοί ηµίχωροι που ορίζονται από το H .

(γ) Τέλος, λέµε ότι τα A και B διαχωρίζονται αυστηρά από το H αν υπάρχει ε > 0 ώστε τα A και B να

διαχωρίζονται τόσο από το H (u,α − ε) όσο και από το H (u,α + ε).

(δ) Λέγοντας ότι το A διαχωρίζεται από το σηµείο x εννοούµε ότι τα σύνολα A και {x} διαχωρίζονται.

Θεώρηµα 4.4.6. ΄Εστω C µη κενό κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω x < C. Τότε, τα C και x και

διαχωρίζονται.

Αν, επιπλέον, υποθέσουµε ότι το C είναι κλειστό, τότε τα C και x διαχωρίζονται αυστηρά.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι το C είναι κλειστό. Το υπερεπίπεδο H που περνάει από το pC (x) και

είναι κάθετο στο uC (x) στηρίζει το C, άρα διαχωρίζει τα C και x. Αν ϑεωρήσουµε το υπερεπίπεδο H1 που

περνάει από το
pC (x)+x

2 και είναι κάθετο στο uC (x), αυτό διαχωρίζει αυστηρά τα C και x.

΄Εστω τώρα ότι το C δεν είναι κλειστό. Αν το x δεν ανήκει στην κλειστή ϑήκη C του C, από τον προηγούµενο

ισχυρισµό υπάρχει υπερεπίπεδο που διαχωρίζει το κλειστό κυρτό σύνολο C από το x. Αυτό το υπερεπίπεδο

διαχωρίζει τα C και x. Αν x ∈ C \ C, τότε x ∈ bd(C). Τότε, το Θεώρηµα 4.4.3(α) δείχνει ότι υπάρχει

υπερεπίπεδο H που στηρίζει το C στο σηµείο x. Αυτό το υπερεπίπεδο διαχωρίζει τα C και x. □

΄Αµεσο πόρισµα του Θεωρήµατος 4.4.6 είναι το εξής ϐασικό αποτέλεσµα.
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Θεώρηµα 4.4.7. Κάθε µη κενό, κλειστό και κυρτό γνήσιο υποσύνολο του Rn είναι η τοµή των κλειστών

ηµιχώρων που το στηρίζουν.

Απόδειξη. ΄Εστω C ένα µη κενό, κλειστό και κυρτό γνήσιο υποσύνολο τουRn. Από τον ορισµό του «ηµιχώρου

στήριξης» είναι ϕανερό ότι

C ⊆ ∩{G : ο G είναι κλειστός ηµίχωρος που στηρίζει το C}.

΄Εστω x < C. Από το Θεώρηµα 4.4.6 το x διαχωρίζεται αυστηρά από το C, δηλαδή υπάρχει κλειστός

ηµίχωρος G ο οποίος στηρίζει το C και δεν περιέχει το x. □

Το επόµενο λήµµα δείχνει ότι το να διαχωρίσουµε δύο υποσύνολα του Ευκλείδειου χώρου ανάγεται στο

πρόβληµα του να διαχωρίσουµε σηµείο από σύνολο.

Λήµµα 4.4.8. ΄Εστω A και B µη κενά υποσύνολα του Rn. Τα A και B διαχωρίζονται (διαχωρίζονται αυστηρά)

αν και µόνο αν τα A − B και 0 διαχωρίζονται (διαχωρίζονται αυστηρά).

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι τα A και B διαχωρίζονται αυστηρά από το H : υπάρχουν u , 0, α ∈ R και

ε > 0 ώστε τα A και B να διαχωρίζονται τόσο από το H (u,α − ε) όσο και από το H (u,α + ε). Χωρίς

περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι

(4.4.8) A ⊆ {x : ⟨x,u⟩ ≥ α + ε} και B ⊆ {x : ⟨x,u⟩ ≤ α − ε}.

΄Εστω x ∈ A − B. Μπορούµε να γράψουµε x = a − b, όπου a ∈ A και b ∈ B. Από την (4.4.8) παίρνουµε

(4.4.9) ⟨x,u⟩ = ⟨a,u⟩ − ⟨b,u⟩ ≥ (α + ε) − (α − ε) = 2ε.

Συνεπώς, τα A − B και 0 διαχωρίζονται αυστηρά από το υπερεπίπεδο

(4.4.10) H (u, ε) = {x : ⟨x,u⟩ = ε}.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι τα A − B και 0 διαχωρίζονται αυστηρά. Τότε, υπάρχουν u , 0 και ε > 0 ώστε

(4.4.11) ⟨x,u⟩ ≥ 2ε για κάθε x ∈ A − B.

Ορίζουµε

(4.4.12) s = inf{⟨a,u⟩ : a ∈ A} και t = sup{⟨b,u⟩ : b ∈ B}.

Από την (4.4.11) έχουµε ⟨b,u⟩ + 2ε ≤ ⟨a,u⟩ για κάθε a ∈ A και b ∈ B. ΄Αρα, t + 2ε ≤ s. ΄Επεται ότι το

(4.4.13) H
(
u,

s + t
2

)
=

{
x : ⟨x,u⟩ =

s + t
2

}
διαχωρίζει αυστηρά τα A και B.

Στην περίπτωση που Ϲητάµε τα A και B να διαχωρίζονται (απλώς), η απόδειξη είναι εντελώς όµοια. □

Με την υπόθεση ότι τα A και B είναι κυρτά έχουµε σαν άµεσο πόρισµα το εξής διαχωριστικό ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 4.4.9. ΄Εστω A και B µη κενά, κυρτά υποσύνολα του Rn µε A ∩ B = ∅. Τότε, τα A και B
διαχωρίζονται.

Αν, επιπλέον, το A είναι συµπαγές και το B είναι κλειστό, τότε τα A και B διαχωρίζονται αυστηρά.
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Απόδειξη. Αφού τα A και B είναι κυρτά, εύκολα ελέγχουµε ότι το A − B είναι κυρτό σύνολο. Από την

υπόθεση ότι A ∩ B = ∅ έπεται ότι 0 < A − B. Από το πρώτο µέρος του Θεωρήµατος 4.4.6, τα A − B και 0
και διαχωρίζονται. Από το Λήµµα 4.4.8, τα A και B διαχωρίζονται.

Αν υποθέσουµε ότι το A είναι συµπαγές και το B είναι κλειστό, τότε το A − B είναι κλειστό : ϑεωρήστε

ακολουθία xm = am − bm στο A − B, η οποία συγκλίνει σε κάποιο z ∈ Rn. Αφού το A είναι συµπαγές,

υπάρχει υπακολουθία (akm ) της (am) η οποία συγκλίνει σε κάποιο a ∈ A. Τότε,

(4.4.14) bkm = akm − (akm − bkm ) → a − z

και a − z = b ∈ B αφού το B είναι κλειστό. Συνεπώς, z = a − b ∈ A − B. Από το δεύτερο µέρος του

Θεωρήµατος 4.4.6, τα A − B και 0 διαχωρίζονται αυστηρά. Από το Λήµµα 4.4.8, τα A και B διαχωρίζονται

αυστηρά. □

4.5 Πολικό συνόλου

Ορισµός 4.5.1. ΄Εστω C ένα µη κενό υποσύνολο του Rn. Το πολικό του C είναι το σύνολο

(4.5.1) C◦ = {y ∈ Rn : ⟨x, y⟩ ≤ 1 για κάθε x ∈ C}.

Παρατηρήσεις 4.5.2. (α) Το C◦ είναι µη κενό: παρατηρήστε ότι 0 ∈ C◦.

(ϐ) Το C◦ είναι κυρτό και κλειστό : αν y1, y2 ∈ C◦ και t ∈ [0,1], τότε για κάθε x ∈ C έχουµε

(4.5.2) ⟨x, (1 − t)y1 + ty2⟩ = (1 − t)⟨x, y1⟩ + t⟨x, y2⟩ ≤ (1 − t) · 1 + t · 1 = 1.

΄Αρα, (1 − t)y1 + ty2 ∈ C◦. Για να δείξουµε ότι το C◦ είναι κλειστό, ϑεωρούµε ym ∈ C◦ µε ym → y ∈ Rn.

Για κάθε x ∈ C και για κάθε m ∈ N έχουµε ⟨x, ym⟩ ≤ 1, άρα

(4.5.3) ⟨x, y⟩ = lim
m→∞
⟨x, ym⟩ ≤ 1.

΄Επεται ότι y ∈ C◦.

(γ) Αν το C είναι ϕραγµένο, τότε το C◦ περιέχει µία µπάλα µε κέντρο το 0 (άρα, έχει µη κενό εσωτερικό).

Πράγµατι, υπάρχει M > 0 ώστε ∥x∥2 ≤ M για κάθε x ∈ C. Αν ∥y∥2 ≤ 1/M , τότε

(4.5.4) ⟨x, y⟩ ≤ ∥x∥2∥y∥2 ≤ M ·
1
M
= 1.

∆ηλαδή, η µπάλα B(0,1/M) περιέχεται στο C◦.

(δ) Αν το C περιέχει µία µπάλα µε κέντρο το 0 τότε το C◦ είναι ϕραγµένο. Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι

B(0,r) ⊆ C. ΄Εστω 0 , y ∈ C◦. Τότε, το σηµείο x = ry/∥y∥2 ανήκει στην B(0,r), άρα ανήκει στο C.

΄Επεται ότι

(4.5.5) 1 ≥ ⟨x, y⟩ =
〈

ry
∥y∥2
, y

〉
= r ∥y∥2.

Με άλλα λόγια, C◦ ⊆ B(0,1/r).

Συµβολίζουµε µε C◦◦ το πολικό του πολικού του C. ∆ηλαδή, C◦◦ := (C◦)◦.
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Πρόταση 4.5.3. ΄Εστω C µη κενό υποσύνολο του Rn. Τότε,

(4.5.6) C◦◦ = conv(C ∪ {0}).

∆ηλαδή, το C◦◦ είναι το µικρότερο κλειστό και κυρτό υποσύνολο του Rn το οποίο περιέχει το C και το 0.

Απόδειξη. Από τον ορισµό ϐλέπουµε εύκολα ότι C◦◦ ⊇ C. Από τις Παρατηρήσεις (α) και (ϐ) το C◦◦ είναι

κλειστό, κυρτό και περιέχει το 0. ΄Επεται ότι

(4.5.7) C◦◦ ⊇ conv(C ∪ {0}).

Για να αποδείξουµε ότι ισχύει ισότητα, υποθέτουµε ότι υπάρχει x ∈ C◦◦ το οποίο δεν ανήκει στο conv(C ∪
{0}). Από το δεύτερο µέρος του Θεωρήµατος 4.4.6, υπάρχει υπερεπίπεδο που διαχωρίζει αυστηρά το x
από το conv(C ∪ {0}). Ειδικότερα, µπορούµε να ϐρούµε 0 , y ∈ Rn και α ∈ R ώστε

(4.5.8) ⟨z, y⟩ < α για κάθε z ∈ C ∪ {0}

και

(4.5.9) ⟨x, y⟩ > α.

Αφού 0 ∈ C ∪ {0}, έχουµε α > 0. Από την (4.5.8) έπεται ότι ⟨z, y/α⟩ < 1 για κάθε z ∈ C, άρα y/α ∈ C◦.
΄Οµως, η (4.5.9) δίνει ⟨x, y/α⟩ > 1, το οποίο είναι άτοπο αφού x ∈ C◦◦. □

Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι το C είναι κυρτό υποσύνολο του Rn. ΄Αµεση συνέπεια της Πρότασης 4.5.3

είναι η εξής.

Πρόταση 4.5.4. ΄Εστω C κυρτό υποσύνολο του Rn µε 0 ∈ C. Τότε, C◦◦ = C. Ειδικότερα, αν το C είναι

κλειστό τότε C◦◦ = C. □

Αν υποθέσουµε ότι το C είναι κυρτό σώµα που περιέχει το 0 στο εσωτερικό του, τότε η Πρόταση 4.5.4 και

οι Παρατηρήσεις (γ) και (δ) δείχνουν το εξής.

Πρόταση 4.5.5. ΄Εστω K ένα κυρτό σώµα στον Rn µε 0 ∈ int(K ). Τότε :

1. Το K◦ είναι κυρτό σώµα και 0 ∈ int(K◦).

2. K◦◦ = K . □

Η επόµενη Πρόταση χαρακτηρίζει τα σηµεία του συνόρου του πολικού ενός κυρτού σώµατος. Η στενή

σχέση που υπάρχει ανάµεσα σε ένα κυρτό σώµα και στο πολικό του ϑα µελετηθεί στο επόµενο Κεφάλαιο.

Πρόταση 4.5.6. ΄Εστω K ένα κυρτό σώµα στον Rn µε 0 ∈ int(K ), και έστω y ∈ Rn. Τότε, y ∈ bd(K◦) αν

και µόνο αν το K στηρίζεται από τον ηµίχωρο

(4.5.10) G(y,1) = {x ∈ Rn : ⟨x, y⟩ ≤ 1}.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι ο G(y,1) στηρίζει το K . Αφού K ⊆ G(y,1), έχουµε y ∈ K◦. Αν

y ∈ int(K◦), τότε υπάρχει t > 1 ώστε ty ∈ K◦ (εξηγήστε γιατί). Αυτό σηµαίνει ότι

(4.5.11) max{⟨x, y⟩ : x ∈ K } =
1
t

max{⟨x, ty⟩ : x ∈ K } ≤
1
t
< 1,
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το οποίο είναι άτοπο: αφού ο G(y,1) στηρίζει το K , υπάρχει x0 ∈ K ∩ H (y,1). ∆ηλαδή, υπάρχει x0 ∈ K
ώστε ⟨x0, y⟩ = 1.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι y ∈ bd(K◦). Αφού 0 ∈ int(K ), έχουµε y , 0 και

(4.5.12) 0 < max{⟨x, y⟩ : x ∈ K } ≤ 1.

Μένει να δείξουµε ότι στη δεξιά ανισότητα έχουµε ισότητα. Αν όχι, τότε υπάρχει t > 1 ώστε max{⟨x, ty⟩ :
x ∈ K } = 1. ΄Επεται ότι ty ∈ K◦. Αφού το K◦ είναι κυρτό σώµα και περιέχει το 0, συµπεραίνουµε ότι

[0, ty] ⊂ K◦, και αφού το y είναι εσωτερικό σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος [0, ty] συµπεραίνουµε ότι

y ∈ int(K◦) (χρησιµοποιούµε το Λήµµα 4.2.6). Καταλήξαµε σε άτοπο, άρα

(4.5.13) max{⟨x, y⟩ : x ∈ K } = 1.

Τότε, ο G(y,1) στηρίζει το K . □
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