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5 Κυρτές συναρτήσεις

5.1 Κυρτές συναρτήσεις µίας µεταβλητής

Σε αυτή την παράγραφο υπενθυµίζουµε κάποια ϐασικά αποτελέσµατα για κυρτές συναρτήσεις f : I → R,

όπου I είναι ένα (κλειστό, ανοικτό ή ηµίανοικτό, πεπερασµένο ή άπειρο) διάστηµα στο R.

Ορισµός 5.1.1. ΄Εστω I διάστηµα στο R και έστω f : I → R µία συνάρτηση.

(α) Η f λέγεται κυρτή αν

(5.1.1) f ((1 − t)a + tb) ≤ (1 − t) f (a) + t f (b)

για κάθε a,b ∈ I και για κάθε t ∈ R µε 0 < t < 1. Η γεωµετρική σηµασία του ορισµού είναι η εξής: η

χορδή που έχει σαν άκρα τα σηµεία (a, f (a)) και (b, f (b)) δεν είναι πουθενά κάτω από το γράφηµα της

f .

(ϐ) Η f λέγεται γνησίως κυρτή αν

(5.1.2) f ((1 − t)a + tb) < (1 − t) f (a) + t f (b)

για κάθε a,b ∈ I και για κάθε t ∈ R µε 0 < t < 1.

(γ) Η f : I → R λέγεται κοίλη (αντίστοιχα, γνησίως κοίλη) αν η − f είναι κυρτή (αντίστοιχα, γνησίως κυρτή).

Παρατήρηση 5.1.2. Ισοδύναµοι τρόποι µε τους οποίους µπορεί να περιγραφεί η κυρτότητα της f : I → R
είναι οι εξής:

(α) Αν a,b, x ∈ I και a < x < b, τότε

(5.1.3) f (x) ≤
b − x
b − a

f (a) +
x − a
b − a

f (b).

Παρατηρήστε ότι το δεξιό µέλος αυτής της ανισότητας ισούται µε

(5.1.4) f (a) +
f (b) − f (a)

b − a
(x − a).

(ϐ) Αν a,b ∈ I και αν t, s > 0 µε t + s = 1, τότε

(5.1.5) f (ta + sb) ≤ t f (a) + s f (b).

Ορισµός 5.1.3 (επιγράφηµα). ΄Εστω I ένα διάστηµα και έστω f : I → R. Το επιγράφηµα της f είναι το

σύνολο

epi( f ) = {(x, t) ∈ I × R : f (x) ≤ t}.

Η επόµενη πρόταση µας επιτρέπει να µελετάµε κυρτές συναρτήσεις µέσω κυρτών συνόλων και αντίστροφα

(η απόδειξη είναι απλή και αφήνεται ως άσκηση):

Πρόταση 5.1.4. ΄Εστω I ένα διάστηµα και έστω f : I → R. Η f είναι κυρτή αν και µόνο αν το epi( f ) είναι

κυρτό υποσύνολο του R2.
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Πρόταση 5.1.5 (το λήµµα των τριών χορδών). ΄Εστω f : I → R κυρτή συνάρτηση. Αν y < x < z στο I , τότε

(5.1.6)
f (x) − f (y)

x − y
≤

f (z) − f (y)
z − y

≤
f (z) − f (x)

z − x
.

Απόδειξη. Αφού η f είναι κυρτή, έχουµε

(5.1.7) f (x) ≤
z − x
z − y

f (y) +
x − y

z − y
f (z).

Από αυτή την ανισότητα ϐλέπουµε ότι

(5.1.8) f (x) − f (y) ≤
y − x
z − y

f (y) +
x − y

z − y
f (z) =

x − y

z − y
[ f (z) − f (y)],

το οποίο αποδεικνύει την αριστερή ανισότητα στην (5.1.6). Ξεκινώντας πάλι από την (5.1.7), γράφουµε

(5.1.9) f (x) − f (z) ≤
z − x
z − y

f (y) +
x − z
z − y

f (z) = −
z − x
z − y

[ f (z) − f (y)],

απ΄ όπου προκύπτει η δεξιά ανισότητα στην (5.1.6). □

΄Αµεση συνέπεια του λήµµατος των τριών χορδών είναι η εξής.

Πόρισµα 5.1.6. ΄Εστω f : I → R κυρτή συνάρτηση. Αν y < x < z < w στο I , τότε

(5.1.10)
f (x) − f (y)

x − y
≤

f (w) − f (z)
w − z

.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας την Πρόταση 5.1.5 για τα σηµεία y < x < z, παίρνουµε

(5.1.11)
f (x) − f (y)

x − y
≤

f (z) − f (x)
z − x

.

Εφαρµόζοντας πάλι την Πρόταση 5.1.5 για τα σηµεία x < z < w, παίρνουµε

(5.1.12)
f (z) − f (x)

z − x
≤

f (w) − f (z)
w − z

.

΄Επεται το συµπέρασµα. □

Θεώρηµα 5.1.7. ΄Εστω f : (a,b) → R κυρτή συνάρτηση. Αν x ∈ (a,b), τότε υπάρχουν οι πλευρικές

παράγωγοι

(5.1.13) f ′−(x) = lim
h→0−

f (x + h) − f (x)
h

και f ′+(x) = lim
h→0+

f (x + h) − f (x)
h

.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι υπάρχει η δεξιά πλευρική παράγωγος f ′+(x) (µε τον ίδιο τρόπο δουλεύουµε

για την αριστερή πλευρική παράγωγο f ′−(x)). Θεωρούµε τη συνάρτηση gx : (x,b) → R που ορίζεται από

την

(5.1.14) gx (z) :=
f (z) − f (x)

z − x
.

Η gx είναι αύξουσα: αν x < z1 < z2 < b, το λήµµα των τριών χορδών δείχνει ότι

(5.1.15) gx (z1) =
f (z1) − f (x)

z1 − x
≤

f (z2) − f (x)
z2 − x

= gx (z2).
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Επίσης, αν ϑεωρήσουµε τυχόν y ∈ (a, x), το λήµµα των τριών χορδών (για τα y < x < z) δείχνει ότι

(5.1.16)
f (x) − f (y)

x − y
≤

f (z) − f (x)
z − x

= gx (z)

για κάθε z ∈ (x,b), δηλαδή η gx είναι κάτω ϕραγµένη. ΄Αρα, υπάρχει το

(5.1.17) lim
z→x+

gx (z) = lim
z→x+

f (z) − f (x)
z − x

= lim
h→0+

f (x + h) − f (x)
h

.

∆ηλαδή, υπάρχει η δεξιά πλευρική παράγωγος f ′+(x). □

Θεώρηµα 5.1.8. ΄Εστω f : (a,b) → R κυρτή συνάρτηση. Οι πλευρικές παράγωγοι f ′−, f ′+ είναι αύξουσες

στο (a,b) και f ′− ≤ f ′+ στο (a,b).

Απόδειξη. ΄Εστω x < y στο (a,b). Για αρκετά µικρό ϑετικό h έχουµε x ± h, y± h ∈ (a,b) και x + h < y− h.

Από την Πρόταση 5.1.5 και από το Λήµµα 5.1.6 ϐλέπουµε ότι

(5.1.18)
f (x) − f (x − h)

h
≤

f (x + h) − f (x)
h

≤
f (y) − f (y − h)

h
≤

f (y + h) − f (y)
h

.

Παίρνοντας όρια καθώς h → 0+, συµπεραίνουµε ότι

(5.1.19) f ′−(x) ≤ f ′+(x) ≤ f ′−(y) ≤ f ′+(y).

Οι ανισότητες f ′−(x) ≤ f ′−(y) και f ′+(x) ≤ f ′+(y) δείχνουν ότι οι f ′−, f ′+ είναι αύξουσες στο (a,b). Η

αριστερή ανισότητα στην (5.1.20) δείχνει ότι f ′− ≤ f ′+ στο (a,b). □

Η ύπαρξη των πλευρικών παραγώγων εξασφαλίζει ότι κάθε κυρτή συνάρτηση f : I → R είναι συνεχής

στο εσωτερικό του I :

Θεώρηµα 5.1.9. Κάθε κυρτή συνάρτηση f : (a,b) → R είναι συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ (a,b). Τότε, για µικρά h > 0 έχουµε x + h, x − h ∈ (a,b) και

(5.1.21) f (x + h) = f (x) +
f (x + h) − f (x)

h
· h → f (x) + f ′+(x) · 0 = f (x)

όταν h → 0+, ενώ, τελείως ανάλογα,

(5.1.22) f (x − h) = f (x) +
f (x − h) − f (x)

−h
· (−h) → f (x) + f ′−(x) · 0 = f (x)

όταν h → 0+. ΄Αρα, η f είναι συνεχής στο x. □

Στον Απειροστικό Λογισµό δίνεται συχνά ένας διαφορετικός ορισµός της κυρτότητας για µία παραγωγίσιµη

συνάρτηση f : (a,b) → R. Για κάθε x ∈ (a,b), ϑεωρούµε την εφαπτοµένη

(5.1.23) u = f (x) + f ′(x)(u − x)

του γραφήµατος της f στο (x, f (x)) και λέµε ότι η f είναι κυρτή στο (a,b) αν για κάθε x ∈ (a,b) και για

κάθε y ∈ (a,b) έχουµε

(5.1.24) f (y) ≥ f (x) + f ′(x)(y − x).

∆ηλαδή, αν το γράφηµα {(y, f (y)) : a < y < b} ϐρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτοµένη.

Το επόµενο ϑεώρηµα δείχνει ότι, αν περιοριστούµε στην κλάση των παραγωγίσιµων συναρτήσεων, οι «δύο

ορισµοί» συµφωνούν.
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Θεώρηµα 5.1.10. ΄Εστω f : (a,b) → R παραγωγίσιµη συνάρτηση. Τα εξής είναι ισοδύναµα:

(α) Η f είναι κυρτή.

(ϐ) Η f ′ είναι αύξουσα.

(γ) Για κάθε x, y ∈ (a,b) ισχύει η

(5.1.25) f (y) ≥ f (x) + f ′(x)(y − x).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι κυρτή. Αφού η f είναι παραγωγίσιµη, έχουµε f ′ = f ′− = f ′+ στο (a,b).
Από το Θεώρηµα 5.1.8 οι f ′−, f

′
+ είναι αύξουσες, άρα η f ′ είναι αύξουσα.

Υποθέτουµε τώρα ότι η f ′ είναι αύξουσα. ΄Εστω x, y ∈ (a,b). Αν x < y, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα

µέσης τιµής στο [x, y], ϐρίσκουµε ξ ∈ (x, y) ώστε f (y) = f (x) + f ′(ξ)(y − x). Αφού ξ > x και η f ′ είναι

αύξουσα, έχουµε f ′(ξ) ≥ f ′(x). Αφού y − x > 0, έπεται ότι

(5.1.26) f (y) = f (x) + f ′(ξ)(y − x) ≥ f (x) + f ′(x)(y − x).

Αν x > y, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής στο [y, x], ϐρίσκουµε ξ ∈ (y, x) ώστε f (y) =
f (x) + f ′(ξ)(y − x). Αφού ξ < x και η f ′ είναι αύξουσα, έχουµε f ′(ξ) ≤ f ′(x). Αφού y − x < 0, έπεται

πάλι ότι

(5.1.27) f (y) = f (x) + f ′(ξ)(y − x) ≥ f (x) + f ′(x)(y − x).

Τέλος, υποθέτουµε ότι η (5.1.25) ισχύει για κάθε x, y ∈ (a,b) και ϑα δείξουµε ότι η f είναι κυρτή. ΄Εστω

x < y στο (a,b) και έστω 0 < t < 1. Θέτουµε z = (1 − t)x + ty. Εφαρµόζοντας την υπόθεση για τα

Ϲευγάρια x, z και y, z, παίρνουµε

(5.1.28) f (x) ≥ f (z) + f ′(z)(x − z) και f (y) ≥ f (z) + f ′(z)(y − z).

΄Αρα,

(1 − t) f (x) + t f (y) ≥ (1 − t) f (z) + t f (z) + f ′(z)[(1 − t)(x − z) + t(y − z)]
= f (z) + f ′(z)[(1 − t)x + ty − z]
= f (z).

∆ηλαδή, (1 − t) f (x) + t f (y) ≥ f ((1 − t)x + ty). □

Στην περίπτωση που η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο (a,b), η ισοδυναµία των (α) και (ϐ) στο

Θεώρηµα 5.1.10 δίνει έναν απλό χαρακτηρισµό της κυρτότητας µέσω της δεύτερης παραγώγου.

Θεώρηµα 5.1.11. ΄Εστω f : (a,b) → R δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση. Η f είναι κυρτή αν και µόνο

αν f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (a,b).

Απόδειξη. Η f ′ είναι αύξουσα αν και µόνο αν f ′′ ≥ 0 στο (a,b). ΄Οµως, στο Θεώρηµα 5.1.10 είδαµε ότι η

f ′ είναι αύξουσα αν και µόνο αν η f είναι κυρτή. □
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5.2 Κυρτές συναρτήσεις πολλών µεταβλητών

΄Εστω C ένα µη κενό, κυρτό υποσύνολο του Rn. Μία συνάρτηση f : C → R λέγεται κυρτή αν για κάθε

x1, x2 ∈ C και για κάθε t ∈ [0,1] ισχύει

(5.2.1) f ((1 − t)x1 + t x2) ≤ (1 − t) f (x1) + t f (x2).

Παρατηρήστε ότι (1 − t)x1 + t x2 ∈ C από την κυρτότητα του C. Με επαγωγή αποδεικνύουµε το εξής.

Θεώρηµα 5.2.1 (ανισότητα του Jensen). ΄Εστω C ένα µη κενό, κυρτό υποσύνολο τουRn και έστω f : C → R
κυρτή συνάρτηση. Αν x1, . . . , xm ∈ C και t1, . . . , tm ≥ 0 µε t1 + · · · + tm = 1, τότε

(5.2.2) f (t1x1 + · · · + tm xm) ≤ t1 f (x1) + · · · + tm f (xm).

5.2.1 Συνέχεια κυρτών συναρτήσεων

Ορισµός 5.2.2. ΄Εστω f : C → R. Λέµε ότι η f είναι Lipschitz συνεχής στο D ⊆ C αν υπάρχει σταθερά

L > 0 ώστε, για κάθε y, z ∈ D,

(5.2.3) | f (y) − f (z) | ≤ L∥y − z∥2.

Κάθε σταθερά L > 0 που ικανοποιεί την (5.2.3) λέγεται σταθερά Lipschitz για την f στο D.

Η f λέγεται τοπικά Lipschitz στο x ∈ C αν υπάρχει r > 0 ώστε η f να είναι Lipschitz συνεχής στο B(x,r)∩C.

Σε αυτό τον ορισµό, η σταθερά Lipschitz µπορεί να εξαρτάται από το x και από το r .

Θεώρηµα 5.2.3. ΄Εστω f : C → R κυρτή συνάρτηση. Τότε, η f είναι τοπικά Lipschitz σε κάθε x ∈ int(C).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ int(C). Θεωρούµε πρώτα δ > 0 ώστε B(x, δ) ⊆ C και ϐρίσκουµε αφινικά

ανεξάρτητα σηµεία x0, x1, . . . , xn στη σφαίρα S(x, δ) = {y : ∥y − x∥2 = δ} ώστε το x να ανήκει στο

εσωτερικό του simplex S = conv({x0, x1, . . . , xn}). Αφού κάθε y ∈ S γράφεται σαν κυρτός συνδυασµός

των x0, x1, . . . , xn, από την ανισότητα του Jensen έχουµε

(5.2.4) f (y) ≤ α := max{ f (x0), f (x1), . . . , f (xn)}

για κάθε y ∈ S. Ειδικότερα, f (x) ≤ α.

Επιλέγουµε r > 0 ώστε B(x,2r) ⊆ int(S). Για κάθε y ∈ B(x,2r) έχουµε 2x − y ∈ B(x,2r) και

x = y+(2x−y)
2 . Από την κυρτότητα της f και από την (5.2.4) ϐλέπουµε ότι

(5.2.5) f (x) ≤
f (y) + f (2x − y)

2
≤

f (y) + α
2

,

άρα

(5.2.6) f (y) ≥ 2 f (x) − α.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι

(5.2.7) | f (y) | ≤ γ = max{α, |2 f (x) − α |}

για κάθε y ∈ B(x,2r).
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Τώρα µπορούµε να δείξουµε ότι η f είναι Lipschitz µε σταθερά 2γ/r στο x: ϑεωρούµε την ανοικτή µπάλα

B(x,r) και τυχόντα y , z στην B(x,r). Υπάρχει w ∈ B(x,2r) ώστε z ∈ (y,w) και ∥w − z∥2 = r .

Θεωρώντας την f ως κυρτή συνάρτηση στην ευθεία των y, z,w και εφαρµόζοντας το λήµµα των τριών

χορδών, παίρνουµε

(5.2.8)
f (z) − f (y)
∥y − z∥2

≤
f (w) − f (z)
∥w − z∥2

≤
| f (w) | + | f (z) |

r
≤

2γ
r
.

∆ηλαδή,

(5.2.9) f (z) − f (y) ≤
2γ
r
∥y − z∥2.

Λόγω συµµετρίας, έχουµε και την f (y) − f (z) ≤ 2γ
r ∥y − z∥2. ∆ηλαδή,

(5.2.10) | f (z) − f (y) | ≤
2γ
r
∥y − z∥2

για κάθε y, z ∈ B(x,r). □

Θεώρηµα 5.2.4. ΄Εστω C ένα µη κενό, κυρτό υποσύνολο του Rn. Κάθε κυρτή συνάρτηση f : C → R είναι

συνεχής στο int(C).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ int(C). Από το προηγούµενο ϑεώρηµα υπάρχουν r,M > 0 ώστε

(5.2.11) | f (y) − f (x) | ≤ M ∥y − x∥2

για κάθε y ∈ B(x,r). Από την (5.2.11) ελέγχουµε εύκολα ότι αν xn ∈ C και xn → x έχουµε τελικά

| f (xn) − f (x) | ≤ M ∥xn − x∥2 → 0, δηλαδή f (xn) → f (x). ΄Επεται ότι η f είναι συνεχής στο x. □

5.2.2 Χαρακτηρισµός µέσω υπερεπιπέδων στήριξης

Ορισµός 5.2.5 (υπερεπίπεδο στήριξης). ΄Εστω f : C → R. Λέµε ότι η f έχει υπερεπίπεδο στήριξης στο

x ∈ C αν υπάρχει αφινική συνάρτηση α : Rn → R της µορφής

(5.2.12) α(y) = f (x) + ⟨u, y − x⟩,

όπου u ∈ Rn, ώστε

(5.2.13) f (y) ≥ α(y) = f (x) + ⟨u, y − x⟩

για κάθε y ∈ C. Παρατηρήστε ότι α(x) = f (x). Θα λέµε επίσης ότι η α στηρίζει την f στο x.

Θα αποδείξουµε τον ακόλουθο χαρακτηρισµό για κυρτές συναρτήσεις f : C → R, στην περίπτωση που

το C είναι ανοικτό.

Θεώρηµα 5.2.6. ΄Εστω C µη κενό, ανοικτό κυρτό υποσύνολο του Rn. Η f : C → R είναι κυρτή αν και µόνο

αν έχει υπερεπίπεδο στήριξης σε κάθε x ∈ C.

Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε δύο λήµµατα. Το πρώτο είναι ο αντίστοιχος χαρακτηρισµός για συναρτή-

σεις µίας µεταβλητής.

Λήµµα 5.2.7. ΄Εστω I ανοικτό διάστηµα του R. Η f : I → R είναι κυρτή αν και µόνο αν έχει υπερεπίπεδο

στήριξης σε κάθε x ∈ I .
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Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι κυρτή και ϑεωρούµε τυχόν x ∈ I . Χωρίς περιορισµό της

γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι x = 0 και f (x) = f (0) = 0. Για τυχόν y , 0 έχουµε ότι

ty,−sy ∈ I αν τα t, s > 0 είναι αρκετά µικρά. Από την κυρτότητα της f έπεται ότι

(5.2.14) 0 = f (0) = (t + s) f
( s
t + s

(ty) +
t

t + s
(−sy)

)
≤ s f (ty) + t f (−sy).

∆ηλαδή,

(5.2.15)
f (ty)

t
≥ −

f (−sy)
s
.

Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει u ∈ R ώστε f (ty) ≥ ut για κάθε t > 0 µε ty ∈ I και f (−sy) ≥ u(−s) για κάθε

s > 0 µε −sy ∈ I . Αν ορίσουµε α : R→ R µε α(r) = ur
y , τότε η α είναι γραµµική και

f (z) ≥ α(z)

για κάθε z ∈ I . Αφού α(0) = 0 = f (0), η α ορίζει υπερεπίπεδο στήριξης για την f στο x = 0.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι : για κάθε x ∈ I υπάρχει αφινική συνάρτηση αx : R→ R της µορφής

(5.2.16) αx (y) = f (x) + ux (y − x),

όπου ux ∈ R, ώστε

(5.2.17) f (y) ≥ αx (y)

για κάθε y ∈ I . Παρατηρήστε ότι

(5.2.18) f (y) = g(y) := max{αx (y) : x ∈ I}

για κάθε y ∈ I . Η (5.2.18) ισχύει διότι f (y) ≥ αx (y) για κάθε x ∈ I από την (5.2.17), και αy (y) = f (y). ΄Ετσι,

η f ≡ g έχει τώρα γραφτεί στη µορφή supremum µίας οικογένειας αφινικών συναρτήσεων, απ΄ όπου έπεται

εύκολα ότι είναι κυρτή (γενικότερα, το κατά σηµείο supremum µίας οικογένειας κυρτών συναρτήσεων είναι

κυρτή συνάρτηση). □

Λήµµα 5.2.8. ΄Εστω C µη κενό, κυρτό υποσύνολο του Rn και έστω f : C → R κυρτή συνάρτηση. ΄Εστω

x ∈ int(C) και έστω H αφινικός υπόχωρος µε x ∈ H . Αν η f |H έχει υπερεπίπεδο στήριξης στο x που

ορίζεται από την αφινική συνάρτηση αH : H → R, τότε η f έχει υπερεπίπεδο στήριξης στο x που ορίζεται

από µία αφινική συνάρτηση α : Rn → R µε α |H = αH .

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι x = 0 και f (x) = f (0) = 0. Τότε, ο H είναι γραµµικός υπόχωρος

του Rn και µπορούµε να υποθέσουµε ότι dim(H) = k < n. Θα δείξουµε ότι για p = k+1, . . . ,n υπάρχουν

υπόχωρος Hp ⊇ Hp−1 µε dim(Hp) = p και γραµµική συνάρτηση αp : Hp → R ώστε αp |H = αH και η αp
να «στηρίζει την f στο x». Στο ϐήµα p = n εξασφαλίζουµε το Ϲητούµενο.

΄Εστω ότι έχουν οριστεί ο Hp και η αp. Αν p < n τότε µπορούµε να ϐρούµε w ∈ C \ Hp. Θέτουµε

Hp+1 = span({Hp,w}). Κάθε u ∈ Hp+1 γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή u = v + tw, όπου v ∈ Hp και

t ∈ R. Θα επιλέξουµε ρ ∈ R έτσι ώστε, αν ορίσουµε τη γραµµική συνάρτηση αp+1 : Hp+1 → R µε

(5.2.19) αp+1(u) = αp+1(v + tw) = αp(v) + tρ,

τότε η αp+1 στηρίζει την f |C∩Hp+1 στο x.

Ο περιορισµός για το ρ είναι ο εξής: αν το v ∈ Hp και ο t ∈ R ικανοποιούν την v + tw ∈ C, τότε

(5.2.20) αp(v) + tρ ≤ f (v + tw).
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Ισοδύναµα, Ϲητάµε: αν t > 0, v1 ∈ Hp και v1 + tw ∈ C τότε

(5.2.21) ρ ≤
f (v1 + tw) − αp(v1)

t
,

ενώ αν s > 0, v2 ∈ Hp και v2 − sw ∈ C τότε αp(v2) − sρ ≤ f (v2 − sw), δηλαδή

(5.2.22) ρ ≥
αp(v2) − f (v2 − sw)

s
.

Η επιλογή του ρ είναι δυνατή αν δείξουµε το εξής: αν t, s > 0, v1,v2 ∈ Hp και v1 + tw,v2 − sw ∈ C, τότε

(5.2.23)
αp(v2) − f (v2 − sw)

s
≤

f (v1 + tw) − αp(v1)
t

.

΄Οµως, από την κυρτότητα της f και την γραµµικότητα της αp έχουµε

s f (v1 + tw) + t f (v2 − sw) ≥ (t + s) f
( sv1 + stw

t + s
+

tv2 − tsw
t + s

)
= (t + s) f

( sv1 + tv2

t + s

)
≥ (t + s)αp

( sv1 + tv2

t + s

)
= sαp(v1) + tαp(v2),

δηλαδή

(5.2.24) s( f (v1 + tw) − αp(v1)) ≥ t(αp(v2) − f (v2 − sw)).

Αυτό αποδεικνύει ότι υπάρχει ρ ∈ R ώστε

(5.2.25) sup
v2−sw∈C

αp(v2) − f (v2 − sw)
s

≤ ρ ≤ inf
v1+tw∈C

f (v1 + tw) − αp(v1)
t

,

και επιτρέπει το επαγωγικό ϐήµα. □

Απόδειξη του Θεωρήµατος 5.2.6. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι κυρτή και ϑεωρούµε τυχόν x ∈ C.

Μπορούµε να υποθέσουµε ότι x = 0 και f (x) = f (0) = 0.

Παίρνουµε τυχούσα ευθεία H1 που περνάει από το 0. Ο περιορισµός της f στο C ∩ H1 είναι κυρτή

συνάρτηση. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.2.7 ϐρίσκουµε γραµµική συνάρτηση α1 : H1 → R η οποία

στηρίζει την f |C∩H1 στο x. Κατόπιν, χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.2.8 επεκτείνουµε την α1 σε γραµµική

συνάρτηση α : Rn → R η οποία στηρίζει την f στο x.

Ο αντίστροφος ισχυρισµός µπορεί να αποδειχθεί ακριβώς όπως αποδείχτηκε στη µονοδιάστατη περίπτωση

(συµβουλευτείτε το δεύτερο µέρος της απόδειξης του Λήµµατος 5.2.7). □

5.2.3 ∆ιαφορισιµότητα κυρτών συναρτήσεων

Στη συνέχεια αποδεικνύουµε κάποια αποτελέσµατα σχετικά µε την «ιδιαίτερη συµπεριφορά» των κυρτών

συναρτήσεων ως προς την διαφορισιµότητα.

Θεώρηµα 5.2.9. ΄Εστω f : C → R κυρτή συνάρτηση και έστω x ∈ int(C). Τότε, η f είναι διαφορίσιµη στο

x αν και µόνο αν υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι
∂ f
∂xi

(x), i = 1, . . . ,n.
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Απόδειξη. Υπενθυµίζουµε ότι η f είναι διαφορίσιµη στο x αν υπάρχει u ∈ Rn ώστε

f (y) = f (x) + ⟨u, y − x⟩ + o(∥y − x∥2)

καθώς το y → x: ο συµβολισµός o(∥y − x∥2) σηµαίνει ότι

(5.2.26) lim
y→x

f (y) − f (x) − ⟨u, y − x⟩
∥y − x∥2

= 0.

Αν η f είναι διαφορίσιµη στο x, παίρνοντας y = x + tei και t → 0, ϐλέπουµε ότι, για κάθε i = 1, . . . ,n,

υπάρχει η

(5.2.27)
∂ f
∂xi

(x) = lim
t→0

f (x + tei) − f (x)
t

= ui .

Με άλλα λόγια, u = ∇ f (x).

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι
∂ f
∂xi

(x), i = 1, . . . ,n. Θέτουµε

(5.2.28) ui :=
∂ f
∂xi

(x), i = 1, . . . ,n.

Από τον ορισµό των µερικών παραγώγων έχουµε

(5.2.29) f (x + tei) = f (x) + uit + o(|t |), t → 0.

΄Αρα,

f (y) = f (x + y − x) = f *
,

1
n

n∑
i=1

(x + n(yi − xi)ei)+
-

≤
1
n

n∑
i=1

f (x + n(yi − xi)ei)

= f (x) +
n∑

i=1

ui (yi − xi) + o(∥y − x∥2)

= f (x) + ⟨u, y − x⟩ + o(∥y − x∥2)

όταν y → x. ΄Οµοια, αν το y ∈ C είναι αρκετά κοντά στο x, έχουµε 2x − y ∈ C και 2x − y = x − (y − x),
άρα

(5.2.30) f (2x − y) ≤ f (x) − ⟨u, y − x⟩ + o(∥y − x∥2)

όταν y → x. Αφού 2 f (x) ≤ f (2x − y) + f (y) από την κυρτότητα της f , παίρνουµε

(5.2.31) f (y) ≥ 2 f (x) − f (2x − y) = f (x) + ⟨u, y − x⟩ + o(∥y − x∥2)

όταν y → x. ΄Επεται ότι

(5.2.32) f (y) = f (x) + ⟨u, y − x⟩ + o(∥y − x∥2),

δηλαδή η f είναι διαφορίσιµη στο x. □

Παρατήρηση 5.2.10. Αποδεικνύεται ότι κάθε κυρτή συνάρτηση f : C → R είναι σχεδόν παντού δια-

ϕορίσιµη (ϑεώρηµα Reidemeister). Ακόµα ισχυρότερα, είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη σχεδόν παντού

(ϑεώρηµα Alexandrov): για σχεδόν κάθε x ∈ C (µε την έννοια του Lebesgue) υπάρχει n × n πίνακας H ,

η Εσσιανή της f στο x, ώστε

(5.2.33) f (y) = f (x) + ⟨∇ f (x), y − x⟩ +
1
2
⟨H (y − x), y − x⟩ + o(∥y − x∥22 )

όταν y → x.
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Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι η διαφορισιµότητα µίας κυρτής συνάρτησης f : C → R στο x ∈ int(C)
είναι ισοδύναµη µε τη µοναδικότητα του υπερεπιπέδου στήριξης της f στο x.

Θεώρηµα 5.2.11. ΄Εστω f : C → R κυρτή συνάρτηση και έστω x ∈ int(C). Τότε, η f είναι διαφορίσιµη στο

x αν και µόνο αν υπάρχει µοναδική αφινική συνάρτηση α : Rn → R ώστε α(x) = f (x) και f (y) ≥ α(y)
για κάθε y ∈ C.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι διαφορίσιµη στο x. ΄Εχουµε δει ότι υπάρχουν αφινικές συναρ-

τήσεις οι οποίες στηρίζουν την f στο x. ΄Εστω

(5.2.34) α(y) = f (x) + ⟨u, y − x⟩

κάποια από αυτές. Σταθεροποιούµε i ≤ n και παίρνουµε y = x ± tei ∈ C, t > 0. ΄Εχουµε

(5.2.35) f (x + tei) ≥ f (x) + tui,

οπότε αφαιρώντας το f (x), διαιρώντας µε t και αφήνοντας το t → 0+, ϐλέπουµε ότι

(5.2.36) ui ≤ lim
t→0+

f (x + tei) − f (x)
t

=
∂ f
∂xi

(x).

Με τον ίδιο τρόπο, ϑεωρώντας y = x − tei , παίρνουµε

(5.2.37) ui ≥ lim
t→0+

f (x − tei) − f (x)
−t

=
∂ f
∂xi

(x).

΄Επεται ότι u = ∇ f (x), δηλαδή η α είναι µονοσήµαντα ορισµένη.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση υποθέτουµε ότι η f δεν είναι διαφορίσιµη στο x. Από το Θεώρηµα 5.2.9

συµπεραίνουµε ότι υπάρχει i ≤ n ώστε να µην υπάρχει η µερική παράγωγος
∂ f
∂xi

(x). Η συνάρτηση

gi (t) = f (x + tei) είναι κυρτή, άρα υπάρχουν οι «πλευρικές µερικές παράγωγοι»
∂ f
∂xi

−
(x), ∂ f

∂xi

+
(x) και

ισχύει

(5.2.38) b−i :=
∂ f
∂xi

−

(x) < b+i :=
∂ f
∂xi

+

(x).

Αν ϑεωρήσουµε οποιονδήποτε r ∈ R µε b−i < r < b+i , η αφινική συνάρτηση αi,r (x + tei) = f (x) + rt
στηρίζει τον περιορισµό της f στο C ∩ {x + tei : t ∈ R} στο σηµείο x. Χρησιµοποιώντας το Λήµµα 5.2.8

µπορούµε να επεκτείνουµε την αi,r σε µία αφινική συνάρτηση αr : Rn → R η οποία στηρίζει την f στο x.

΄Ετσι, η f έχει περισσότερα από ένα υπερεπίπεδα στήριξης στο x (τουλάχιστον ένα για κάθε r ∈ (b−i ,b
+
i )).

□

Τέλος, δείχνουµε ότι µία κυρτή συνάρτηση που είναι ορισµένη σε ανοικτό κυρτό σύνολο και είναι παντού

διαφορίσιµη είναι αναγκαστικά C1 (έχει συνεχείς µερικές παραγώγους).

Θεώρηµα 5.2.12. ΄Εστω C µη κενό, ανοικτό κυρτό υποσύνολο τουRn. Αν f : C → R είναι κυρτή συνάρτηση

διαφορίσιµη παντού στο C, τότε οι µερικές παράγωγοι της f είναι συνεχείς στο C, δηλαδή η f ανήκει στην

κλάση C1.

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ C. Υπάρχει r > 0 ώστε να ισχύουν τα εξής: B(x,r) ⊆ C και υπάρχει L > 0 ώστε

(5.2.39) | f (y) − f (z) | ≤ L∥y − z∥2

για κάθε y, z ∈ B(x,r).
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Θεωρούµε τυχούσα ακολουθία (xm) στο C µε xm → x και δείχνουµε ότι ∇ f (xm) → ∇ f (x). Μπορούµε

να υποθέσουµε ότι xm ∈ B(x,r) για κάθε m ∈ N.

Θέτουµε um = ∇ f (xm) και u = ∇ f (x). ∆είχνουµε πρώτα ότι η (um) είναι ϕραγµένη: για κάθε m έχουµε

(5.2.40) f (y) ≥ f (x) + ⟨um, y − x⟩, y ∈ C.

Για τυχόν m ϑεωρούµε ym ∈ B(x,r) ώστε το ym − xm να είναι οµόρροπο µε το um. Χρησιµοποιώντας τις

(5.2.39) και (5.2.40) ϐλέπουµε ότι

(5.2.41) ∥um∥2∥ym − xm∥2 = ⟨um, ym − xm⟩ ≤ f (ym) − f (xm) ≤ L∥ym − xm∥2,

άρα

(5.2.42) ∥um∥2 ≤ L.

Θεωρούµε τώρα τυχούσα συγκλίνουσα υπακολουθία της (um): ας υποθέσουµε ότι ukm → v. Για κάθε

y ∈ C και για κάθε m έχουµε

(5.2.43) f (y) ≥ f (xkm ) + ⟨ukm , y − xkm ⟩.

Παίρνοντας όριο, ϐλέπουµε ότι

(5.2.44) f (y) ≥ f (x) + ⟨v, y − x⟩.

Αφού το y ∈ C ήταν τυχόν, η α(y) = f (x) + ⟨v, y − x⟩ στηρίζει την f στο x. ΄Οµως, η f είναι διαφορίσιµη

στο x. Από το Θεώρηµα 5.2.11 έπεται ότι

(5.2.45) v = u = ∇ f (x).

Είδαµε ότι κάθε συγκλίνουσα υπακολουθία της ϕραγµένης ακολουθίας (∇ f (xm)) συγκλίνει στο ∇ f (x).
΄Επεται ότι ∇ f (xm) → ∇ f (x). □

5.2.4 Επιγράφηµα κυρτής συνάρτησης

Ορισµός 5.2.13. ΄Εστω f : Rn → R. Το επιγράφηµα της f είναι το σύνολο

(5.2.45) epi( f ) = {(y, t) ∈ Rn × R : t ≥ f (y)}.

Από τους ορισµούς της κυρτής συνάρτησης και του επιγραφήµατος ελέγχουµε ότι η f είναι κυρτή αν και

µόνο αν το επιγράφηµα epi( f ) είναι κυρτό σύνολο. Παίρνοντας υπ΄ όψιν και το Θεώρηµα 5.2.4 έχουµε το

εξής.

Θεώρηµα 5.2.14. ΄Εστω f : Rn → R κυρτή συνάρτηση. Το επιγράφηµα epi( f ) της f είναι κυρτό και

κλειστό υποσύνολο του Rn+1. □

Θεωρούµε τώρα µία κυρτή συνάρτηση f : Rn → R και τυχόν y ∈ Rn. Παρατηρούµε ότι (y, f (y)) ∈
bd(epi( f )). Από το Θεώρηµα 5.2.14, το epi( f ) είναι κλειστό και κυρτό. Συνεπώς, υπάρχει υπερεπίπεδο

του Rn+1 το οποίο στηρίζει το epi( f ) στο σηµείο (y, f (y)). Με άλλα λόγια, υπάρχουν x ∈ Rn και b,α ∈ R
µε (x,b) , (0,0), ώστε

(5.2.46) ⟨x, z⟩ + bt ≥ α
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για κάθε z ∈ Rn και για κάθε t ≥ f (z), ενώ

(5.2.47) ⟨x, y⟩ + b f (y) = α.

Παρατηρούµε ότι b > 0. Πράγµατι, ας υποθέσουµε πρώτα ότι b < 0: τότε, αφήνοντας το t → +∞ στην

(5.2.46) καταλήγουµε σε άτοπο. Αν πάλι b = 0, τότε έχουµε ⟨x, z⟩ ≥ α για κάθε z ∈ Rn. Αυτό µπορεί να

συµβεί µόνο αν x = 0, το οποίο επίσης οδηγεί σε άτοπο: τότε, ϑα είχαµε (x,b) = (0,0).

Αντικαθιστώντας τα x και α µε τα x/b και α/b αντίστοιχα, µπορούµε να υποθέσουµε ότι b = 1 στις (5.2.46)

και (5.2.47). Αντικαθιστώντας εκ νέου το x µε το −x, έχουµε το ακόλουθο.

Θεώρηµα 5.2.15. ΄Εστω f : Rn → R κυρτή συνάρτηση και έστω y ∈ Rn. Υπάρχουν 0 , x ∈ Rn και α ∈ R
ώστε

(5.2.48) ⟨x, y⟩ + α = f (y)

και

(5.2.49) ⟨x, z⟩ + α ≤ f (z)

για κάθε z ∈ Rn. □

5.3 Συνάρτηση στήριξης και συνάρτηση στάθµης

5.3.1 Συνάρτηση στήριξης

΄Εστω K µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του Rn. Για κάθε µη µηδενικό y ∈ Rn ϑεωρούµε

την απεικόνιση x → ⟨x, y⟩. Αφού το K είναι συµπαγές, ορίζονται οι αy = max{⟨x, y⟩ : x ∈ K } και

βy = min{⟨x, y⟩ : x ∈ K }. Τα υπερεπίπεδα

(5.3.1) H (y,αy) = {x ∈ Rn : ⟨x, y⟩ = αy}

και

(5.3.2) H (y, βy) = {x ∈ Rn : ⟨x, y⟩ = βy}

στηρίζουν το K . Ορίζουµε µία συνάρτηση στον Rn απεικονίζοντας κάθε y στον αy .

Ορισµός 5.3.1 (συνάρτηση στήριξης). ΄Εστω K µη κενό, κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του Rn. Η

συνάρτηση στήριξης (support function) hK : Rn → R του K ορίζεται από την

(5.3.3) hK (y) = max{⟨x, y⟩ : x ∈ K }.

Παραδείγµατα

(α) Θεωρούµε τον κύβο Qn = {x ∈ Rn : |xi | ≤ 1 για κάθε i ≤ n}. Για κάθε y ∈ Rn και για κάθε x ∈ Qn
έχουµε

(5.3.4) ⟨x, y⟩ ≤
n∑

i=1

|xi | |yi | ≤ max
i≤n
|xi | ·

n∑
i=1

|yi |,
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άρα hQn (y) ≤
∑n

i=1 |yi |. Επιπλέον, αν xi = sgn(yi), τότε x = (x1, . . . , xn) ∈ Qn και

(5.3.5) ⟨x, y⟩ =
n∑

i=1

sgn(yi)yi =

n∑
i=1

|yi |.

Συνεπώς,

(5.3.6) hQn (y) =
n∑

i=1

|yi |.

(ϐ) Θεωρούµε το K = Bn
1 =

{
x ∈ Rn :

n∑
i=1
|xi | ≤ 1

}
. (Το K είναι πολύτοπο µε κορυφές τα ±ei , i =

1, . . . ,n. Για n = 2 είναι ϱόµβος, για n = 3 οκτάεδρο). Για κάθε y ∈ Rn και για κάθε x ∈ K έχουµε

(5.3.7) ⟨x, y⟩ ≤
n∑

i=1

|xi | |yi | ≤ max
i≤n
|yi | ·

n∑
i=1

|xi |,

άρα hK (y) ≤ maxi≤n |yi |. Επιπλέον, αν max |yi | = |yi0 | και x = (sgnyi0 )ei0 , τότε x ∈ K και ⟨y, x⟩ = |yi0 |.

΄Αρα,

(5.3.8) hK (y) = max
i≤n
|yi |.

(γ) ΄Εστω 1 < p < ∞ και έστω q ο συζυγής εκθέτης του p, ο οποίος ορίζεται από την
1
p +

1
q = 1

(παρατηρήστε ότι 1 < q < ∞ και p(q − 1) = q). Θεωρούµε το K = Bn
p =

{
x ∈ Rn :

n∑
i=1
|xi |

p ≤ 1
}

. ΄Εστω

y ∈ Rn και έστω ∥y∥
q
q :=

n∑
i=1
|yi |

q. Για κάθε x ∈ K , η ανισότητα του Hölder δείχνει ότι

(5.3.9) ⟨x, y⟩ ≤
n∑

i=1

|xi | |yi | ≤ *
,

n∑
i=1

|yi |
q+
-

1/q

*
,

n∑
i=1

|xi |
p+
-

1/p

= ∥y∥q,

άρα hK (y) ≤ ∥y∥q. Αν y , 0 και αν ορίσουµε x = (x1, . . . , xn) όπου xi = |yi |
q−1sgn(yi)/∥y∥

q/p
q , τότε

(5.3.10) ⟨x, y⟩ =
1

∥y∥
q/p
q

n∑
i=1

|yi |
q = ∥y∥

q−q/p
q = ∥y∥q

και

(5.3.11)
n∑

i=1

|xi |
p =

1
∥y∥

q
q

n∑
i=1

|yi |
p(q−1) =

1
∥y∥

q
q

n∑
i=1

|yi |
q = 1,

δηλαδή, x ∈ K . ΄Αρα,

(5.3.12) hK (y) = max
x∈K
⟨x, y⟩ = ∥y∥q.

Οι ϐασικές ιδιότητες της συνάρτησης στήριξης περιγράφονται στην επόµενη Πρόταση.
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Πρόταση 5.3.2. (α) ΄Εστω K µη κενό κυρτό και συµπαγές υποσύνολο του Rn. Η hK είναι κυρτή και ϑετικά

οµογενής.

(ϐ) hλK = λhK για κάθε λ > 0.

(γ) Αν K1 και K2 είναι µη κενά κυρτά και συµπαγή υποσύνολα του Rn, τότε hK1+K2 = hK1 + hK2 .

Απόδειξη. (α) ∆είχνουµε πρώτα ότι η hK είναι υπογραµµική. ΄Εστω y1, y2 ∈ R
n. Για κάθε x ∈ K έχουµε

(5.3.13) ⟨x, y1 + y2⟩ = ⟨x, y1⟩ + ⟨x, y2⟩ ≤ hK (y1) + hK (y2).

΄Αρα,

(5.3.14) hK (y1 + y2) = max
x∈K
⟨x, y1 + y2⟩ ≤ hK (y1) + hK (y2).

Αν y ∈ Rn και λ > 0, τότε

(5.3.15) hK (λy) = max
x∈K
⟨x, λy⟩ = max

x∈K
λ⟨x, y⟩ = λmax

x∈K
⟨x, y⟩ = λhK (y),

άρα η hK είναι ϑετικά οµογενής. Αφού η hK είναι υπογραµµική και ϑετικά οµογενής, συµπεραίνουµε ότι

η hK είναι κυρτή.

(ϐ) ΄Εστω λ > 0. Τότε,

(5.3.16) hλK (y) = max
x∈λK
⟨x, y⟩ = max

x∈K
⟨λx, y⟩ = λmax

x∈K
⟨x, y⟩ = λhK (y),

άρα hλK = λhK .

(γ) Για κάθε y ∈ Rn έχουµε

hK1+K2 (y) = max{⟨y, x1 + x2⟩ : x1 ∈ K1, x2 ∈ K2}

= max{⟨y, x1⟩ + ⟨y, x2⟩ : x1 ∈ K1, x2 ∈ K2}

= max{⟨y, x1⟩ : x1 ∈ K1} +max{⟨y, x2⟩ : x2 ∈ K2}

= hK1 (y) + hK2 (y).

΄Αρα, hK1+K2 = hK1 + hK2 . □

Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι η συνάρτηση στήριξης του K προσδιορίζει το K . Αυτό είναι άµεση

συνέπεια του επόµενου ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 5.3.3. Αν K1,K2 είναι µη κενά, κυρτά συµπαγή υποσύνολα του Rn, τότε K1 ⊆ K2 αν και µόνο

αν hK1 ≤ hK2 .

Απόδειξη. Από τον ορισµό της συνάρτησης στήριξης ϐλέπουµε εύκολα ότι αν K1 ⊆ K2 τότε

(5.3.17) hK1 (y) = max
x∈K1
⟨x, y⟩ ≤ max

x∈K2
⟨x, y⟩ = hK2 (y)

για κάθε y ∈ Rn. Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι hK1 ≤ hK2 αλλά υπάρχει x ∈ K1 µε x < K2. Τότε τα

x,K2 χωρίζονται αυστηρά, δηλαδή υπάρχει y ∈ Rn ώστε ⟨z, y⟩ < ⟨x, y⟩ για κάθε z ∈ K2. Τότε,

(5.3.18) hK2 (y) = max{⟨z, y⟩ : z ∈ K2} < ⟨x, y⟩ ≤ hK1 (y),

το οποίο είναι άτοπο. □
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Πόρισµα 5.3.4. Αν K είναι µη κενό κυρτό συµπαγές υποσύνολο του Rn, τότε 0 ∈ K αν και µόνο αν hK ≥ 0.

Απόδειξη. h{0} = 0. □

Πόρισµα 5.3.5. Η συνάρτηση στήριξης καθορίζει το σύνολο K . ∆ηλαδή, αν K1,K2 είναι µη κενά κυρτά

συµπαγή υποσύνολα του Rn µε hK1 = hK2 , τότε K1 = K2. □

Στην ειδική περίπτωση που το K είναι συµµετρικό (ως προς το 0) κυρτό σώµα οι ϐασικές ιδιότητες της

συνάρτησης στήριξης αποδεικνύουν το εξής.

Πρόταση 5.3.6. ΄Εστω K συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn. Τότε, η συνάρτηση στήριξης hK είναι νόρµα, και

δίνεται από την

(5.3.19) hK (y) = max
x∈K
|⟨x, y⟩|

για κάθε y ∈ Rn.

Απόδειξη. Αφού 0 ∈ K έχουµε hK (y) ≥ 0 για κάθε y ∈ Rn. Από τη συµµετρία του K και το γεγονός ότι

έχει µη κενό εσωτερικό, συµπεραίνουµε ότι υπάρχει r > 0 ώστε B(0,r) ⊂ K (άσκηση). ΄Επεται ότι : αν

y , 0 τότε

(5.3.20) hK (y) ≥ max
x∈B(0,r)

⟨x, y⟩ = r ∥y∥2 > 0.

Επίσης,

(5.3.21) hK (−y) = max
x∈K
⟨x,−y⟩ = max

x∈K
⟨−x,−y⟩ = max

x∈K
⟨x, y⟩ = hK (y).

Αφού η hK είναι ϑετικά οµογενής, ελέγχουµε εύκολα ότι

(5.3.22) hK (ty) = |t |hK (y)

για κάθε y ∈ Rn και για κάθε t > 0. Η τριγωνική ανισότητα έχει ήδη αποδειχθεί, άρα η hK είναι νόρµα.

Τέλος, πάλι από τη συµµετρία του K , έχουµε ±⟨x, y⟩ = ⟨±x, y⟩ ≤ hK (y) για κάθε x ∈ K , οπότε

(5.3.23) max
x∈K
|⟨x, y⟩| ≤ hK (y)

κι αυτό αποδεικνύει την (5.3.19). □

Το τελευταίο αποτέλεσµα αυτής της υποπαραγράφου δίνει ένα χαρακτηρισµό της κλάσης των συναρτήσε-

ων στήριξης: µία συνάρτηση h : Rn → R είναι συνάρτηση στήριξης κάποιου µη κενού συµπαγούς κυρτού

συνόλου αν και µόνο αν είναι κυρτή και ϑετικά οµογενής.

Θεώρηµα 5.3.7. ΄Εστω h : Rn → R κυρτή και ϑετικά οµογενής. Τότε υπάρχει (µοναδικό) κυρτό συµπαγές

υποσύνολο K του Rn ώστε hK = h.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

(5.3.24) K = {x ∈ Rn : ⟨y, x⟩ ≤ h(y) για κάθε y ∈ Rn}.

Για κάθε y ∈ Rn το σύνολο {x ∈ Rn : ⟨y, x⟩ ≤ h(y)} είναι ηµίχωρος (ή ολόκληρος ο Rn). Συνεπώς, το K
είναι κυρτό ως τοµή κυρτών συνόλων.
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Επειδή η h είναι συνεχής, το K είναι κλειστό. Επιπλέον, είναι συµπαγές, αφού για κάθε x ∈ K και για κάθε

i = 1, . . . ,n ισχύει

(5.3.25) −h(−ei) ≤ −⟨−ei, x⟩ = xi = ⟨ei, x⟩ ≤ h(ei).

Θεωρούµε τυχόν y ∈ Rn. Αφού η h είναι κυρτή, από το Θεώρηµα 5.2.15 υπάρχουν x , 0 στον Rn και

α ∈ R ώστε

(5.3.26) ⟨x, y⟩ + α = h(y)

και

(5.3.27) ⟨x, z⟩ + α ≤ h(z)

για κάθε z ∈ Rn. Αφού η h είναι ϑετικά οµογενής, από την (5.3.27) παίρνουµε

(5.3.28) α ≤ t (h(z) − ⟨x, z⟩)

για κάθε t > 0. Σταθεροποιώντας z (για παράδειγµα το y) και αφήνοντας το t → 0+, ϐλέπουµε ότι α ≤ 0.

Αφήνοντας τώρα το t → +∞ στην (5.3.28), ϐλέπουµε ότι

(5.3.29) ⟨x, z⟩ ≤ h(z)

για κάθε z ∈ Rn, δηλαδή x ∈ K . Ειδικότερα, το K είναι µη κενό.

Ας υποθέσουµε ότι α < 0. Επιστρέφοντας στην (5.3.26) παίρνουµε

(5.3.30) ⟨x, y⟩ > ⟨x, y⟩ + α = h(y),

το οποίο είναι άτοπο από την (5.3.29). ΄Αρα, α = 0. ΄Οµως τότε, οι (5.3.26) και (5.3.27) δείχνουν ότι

(5.3.31) hK (y) = max
z∈K
⟨z, y⟩ = ⟨x, y⟩ = h(y).

Το y ήταν τυχόν, άρα hK = h.

Αν M είναι ένα άλλο µη κενό, κυρτό συµπαγές υποσύνολο του Rn µε hM = h, τότε hK = hM και το

Πόρισµα 5.3.5 δείχνει ότι M = K . ∆ηλαδή, το K είναι το µοναδικό συµπαγές κυρτό σύνολο που έχει ως

συνάρτηση στήριξης την h. □

5.3.2 Συνάρτηση στάθµης

΄Εστω L κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn µε 0 ∈ int(L). ΄Εστω x ∈ Rn. Τότε υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί

λ > 0 ώστε x ∈ λL: αν r > 0 µε B(0,r) ⊆ L και αν λ > ∥x∥2/r , έχουµε x ∈ λL.

Ορισµός 5.3.8 (συνάρτηση στάθµης). ΄Εστω L κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn µε 0 ∈ int(L). Η συνάρ-

τηση στάθµης (gauge function) gL : Rn → R του L ορίζεται από την

(5.3.32) gL (x) = inf{λ > 0 : x ∈ λL}.

Παρατήρηση 5.3.9. (α) Αφού το L είναι κυρτό, αν x ∈ λL τότε x ∈ µL για κάθε µ > λ. Πράγµατι, x = λz
για κάποιο z ∈ L, άρα

(5.3.33) x = µ
(
λ

µ
z +

(
1 −
λ

µ

)
0
)
∈ µL.
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Συνεπώς, το σύνολο Λ = {λ > 0 : x ∈ λL} έχει τη µορφή (a,+∞) ή [a,+∞), όπου a ≥ 0.

Αν a > 0, τότε το σύνολο Λ είναι κλειστό : έστω λn ∈ Λ, n ∈ N µε λn → λ. Υπάρχουν zn ∈ L ώστε

x = λnzn. Αφού λ ≥ a > 0, ισχύει zn → x/λ. Αφού το L είναι κλειστό, ισχύει x/λ ∈ L, άρα λ ∈ Λ.

Συνεπώς, το Λ έχει τη µορφή (0,+∞) ή [a,+∞), a > 0.

(ϐ) Από τον ορισµό ϐλέπουµε ότι αν L1,L2 είναι δύο κλειστά κυρτά υποσύνολα του Rn που το εσωτερικό

τους περιέχει το 0, τότε L1 ⊆ L2 αν και µόνο αν gL2 ≤ gL1 (δείτε και την απόδειξη της Πρότασης 5.3.11

παρακάτω).

Οι ϐασικές ιδιότητες της συνάρτησης στάθµης περιγράφονται από την επόµενη Πρόταση.

Πρόταση 5.3.10. ΄Εστω L κλειστό κυρτό υποσύνολο του Rn µε 0 ∈ int(L). Τότε :

(α) gL (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ Rn.

(ϐ) gL (x) = 0 αν και µόνο αν λx ∈ L για κάθε λ > 0. Ειδικότερα, gL (0) = 0.

(γ) gµL =
1
µgL για κάθε µ > 0.

(δ) L = {x ∈ Rn : gL (x) ≤ 1}.

(ε) Γενικότερα, µL = {x ∈ Rn : gL (x) ≤ µ} για κάθε µ > 0.

(στ) Η gL είναι ϑετικά οµογενής.

(Ϲ) Η gL είναι κυρτή.

Απόδειξη. (α) Προφανές από τον ορισµό της gL .

(ϐ) ΄Επεται άµεσα από την Παρατήρηση 5.3.9.

(γ) Παρατηρούµε ότι

(5.3.34) gµL (x) = inf{λ > 0 : x ∈ λµL} = inf
{
ρ

µ
> 0 : x ∈ ρL

}
=

1
µ
gL (x).

(δ)-(ε) ΄Εστω x ∈ Rn µε gL (x) ≤ µ. Αν gL (x) = 0, τότε λx ∈ L για κάθε λ > 0, άρα x ∈ µL. Αν

gL (x) > 0, από την Παρατήρηση 5.3.9 έπεται ότι το σύνολο Λ έχει τη µορφή [a,+∞), όπου a = gL (x).
΄Επεται ότι x ∈ gL (x)L ⊆ µL. Ο αντίστροφος εγκλεισµός είναι προφανής από τον ορισµό της gL .

(στ) Για κάθε µ > 0 και για κάθε x ∈ Rn έχουµε

gL (µx) = inf{λ > 0 : µx ∈ λL} = inf{λ > 0 : x ∈ (λ/µ)L}
= inf{ρµ > 0 : x ∈ ρL} = µgL (x).

(Ϲ) ΄Εστω x, y ∈ Rn και έστω t ∈ (0,1). Θα δείξουµε ότι

(5.3.35) gL ((1 − t)x + ty) ≤ (1 − t)gL (x) + tgL (y).
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Αν το δεξιό µέλος είναι ίσο µε 0, τότε x ∈ λL και y ∈ λL για κάθε λ > 0. ΄Αρα, (1 − t)x + ty ∈ λL για

κάθε λ > 0, απ΄ όπου έπεται ότι gL (t x + (1 − t)y) = 0.

΄Εστω ότι το δεξιό µέλος της ανισότητας είναι ϑετικό. Υπάρχουν λn > 0, µn > 0 ώστε x ∈ λnL, y ∈ µnL
και

(5.3.36) λn → gL (x), µn → gL (y).

Τότε, (1 − t)x + ty ∈ ((1 − t)λn + tµn)L, δηλαδή

(5.3.37) gL ((1 − t)x + ty) ≤ (1 − t)λn + tµn.

Αφήνοντας το n → ∞ παίρνουµε την (5.3.35). □

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι η συνάρτηση στάθµης gL προσδιορίζει το L.

Πρόταση 5.3.11. Αν K,L κυρτά κλειστά υποσύνολα του Rn µε 0 ∈ int(K ) ∩ int(L) και gK = gL , τότε

K = L.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 5.3.10(δ) έχουµε

(5.3.38) K = {x : gK (x) ≤ 1} = {x : gL (x) ≤ 1} = L,

αφού gK (x) ≤ 1 αν και µόνο αν gL (x) ≤ 1. □

Στην ειδική περίπτωση που το K είναι συµµετρικό (ως προς το 0) κυρτό σώµα οι ϐασικές ιδιότητες της

συνάρτησης στάθµης αποδεικνύουν το εξής.

Πρόταση 5.3.12. ΄Εστω L συµµετρικό κυρτό σώµα στον Rn. Τότε, η συνάρτηση στάθµης gL είναι νόρµα.

Απόδειξη. Αφού η gL είναι µη αρνητική, ϑετικά οµογενής και κυρτή, αρκεί να δείξουµε ότι gL (−x) = gL (x)
και ότι gL (x) > 0 για κάθε x , 0. Η απόδειξη αφήνεται ως άσκηση: ο πρώτος ισχυρισµός προκύπτει από

τη συµµετρία του L ως προς το 0 και ο δεύτερος από το γεγονός ότι το L περιέχει τη µπάλα B(0,r) για

κάποιον r > 0. □

Το τελευταίο αποτέλεσµα αυτής της υποπαραγράφου δίνει ένα χαρακτηρισµό της κλάσης των συναρτή-

σεων στάθµης: µία συνάρτηση g : Rn → R είναι συνάρτηση στάθµης κάποιου κλειστού κυρτού συνόλου

που το εσωτερικό του περιέχει το 0 αν και µόνο αν είναι µη αρνητική, κυρτή και ϑετικά οµογενής.

Θεώρηµα 5.3.13. ΄Εστω g : Rn → R µη αρνητική ϑετικά οµογενής κυρτή συνάρτηση. Θέτουµε L = {x ∈
Rn : g(x) ≤ 1}. Τότε το L είναι κυρτό και κλειστό, 0 ∈ int(L) και g = gL .

Απόδειξη. Το L είναι κυρτό ως σύνολο στάθµης κυρτής συνάρτησης. Επίσης είναι κλειστό, αφού η g είναι

συνεχής.

Αφού η g είναι ϑετικά οµογενής, ισχύει g(0) = 0 και η συνέχεια της g συνεπάγεται ότι το σύνολο

{x ∈ Rn : g(x) < 1} είναι ανοικτό. ΄Αρα, 0 ∈ int(L).

Θεωρούµε τη συνάρτηση στάθµης gL του L. Από το Θεώρηµα 5.3.10(δ) έχουµε

(5.3.39) {x ∈ Rn : g(x) ≤ 1} = L = {x ∈ Rn : gL (x) ≤ 1}.

Από αυτή την ισότητα ϑα εξαχθεί η ισότητα των g και gL .
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΄Εστω x ∈ Rn. Αν g(x) = 0, τότε για κάθε λ > 0 έχουµε g(λx) = 0 ≤ 1, άρα λx ∈ L. ΄Επεται ότι

gL (x) = 0. Αν gL (x) = 0, τότε λx ∈ L για κάθε λ > 0, άρα gL (λx) ≤ 1 για κάθε λ > 0. ΄Επεται ότι

λg(x) = g(λx) ≤ 1 για κάθε λ > 0, συνεπώς g(x) = 0.

Μπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε ότι g(x) > 0 και gL (x) > 0. Τότε g(x/g(x)) = 1, οπότε

(5.3.40)
gL (x)
g(x)

= gL

(
x

g(x)

)
≤ 1.

Επίσης, έχουµε x/gL (x) ∈ L οπότε

(5.3.41)
g(x)
gL (x)

= g

(
x

gL (x)

)
≤ 1.

΄Αρα, g(x) = gL (x). □

5.3.3 Σχέση των δύο συναρτήσεων

Χρησιµοποιώντας την έννοια του πολικού ενός κυρτού συνόλου µπορούµε να δείξουµε ότι η συνάρτηση

στήριξης και η συνάρτηση στάθµης ικανοποιούν την εξής σχέση δυϊσµού.

Θεώρηµα 5.3.14. ΄Εστω K κυρτό συµπαγές υποσύνολο του Rn µε 0 ∈ K . Τότε 0 ∈ int(K◦) και hK = gK◦ .

Αντίστροφα, έστω L κυρτό κλειστό υποσύνολο του Rn µε 0 ∈ int(L). Τότε το L◦ είναι συµπαγές και ισχύει

hL◦ = gL .

Απόδειξη. Αφού το K είναι συµπαγές κυρτό και 0 ∈ K , η hK ορίζεται καλά και παίρνει µη αρνητικές τιµές.

Το K◦ είναι κλειστό κυρτό και έχουµε δείξει ότι αν το K είναι ϕραγµένο τότε 0 ∈ int(K◦). ΄Αρα, η gK◦

ορίζεται καλά. Παρατηρούµε ότι

(5.3.42) K◦ = {y ∈ Rn : hK (y) ≤ 1}.

Από το Θεώρηµα 5.3.13 (µε g = hK ≥ 0) έπεται ότι hK = gK◦ .

Αντίστροφα, έστω L κυρτό κλειστό υποσύνολο του Rn µε 0 ∈ int(L). Από την τελευταία υπόθεση

συµπεραίνουµε ότι το L◦ είναι ϕραγµένο. Το L◦ είναι κυρτό και κλειστό (άρα, συµπαγές) και 0 ∈ L◦.
Εποµένως, η hL◦ ορίζεται καλά και είναι µη αρνητική. Από το πρώτο µέρος του Θεωρήµατος έχουµε

(5.3.43) hL◦ = gL◦◦ .

΄Οµως,

(5.3.44) L◦◦ = conv(L ∪ {0}) = L = L.

΄Αρα, hL◦ = gL . □

Πόρισµα 5.3.15. ΄Εστω K κυρτό σώµα στον Rn µε 0 ∈ int(K ). Τότε, το K◦ είναι κυρτό σώµα µε 0 ∈ int(K◦)
και

(5.3.45) hK = gK◦ , hK◦ = gK .

Ειδικότερα, αν το K είναι συµµετρικό ως προς το 0 τότε οι hK , gK είναι νόρµες και ικανοποιούν την (5.3.45).
□
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Παράδειγµα

Για κάθε 1 ≤ p < ∞ ορίζουµε

(5.3.46) ∥x∥p = *
,

n∑
i=1

|xi |
p+
-

1/p

.

Για p = ∞ ϑέτουµε

(5.3.47) ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi |.

Για κάθε p ∈ [1,∞] η ∥ · ∥p είναι µη αρνητική, κυρτή και ϑετικά οµογενής. ΄Αρα, είναι συνάρτηση στάθµης

του συνόλου

(5.3.48) Bn
p = {x ∈ R

n : ∥x∥p ≤ 1}.

Για κάθε p, το Bn
p είναι κυρτό, συµµετρικό ως προς το 0, συµπαγές (περιέχεται στον κύβο Bn

∞) και 0 ∈
int(Bn

p ). ΄Αρα, η ∥ · ∥p είναι νόρµα.

Από το Θεώρηµα 5.3.14 έχουµε hBn
p
= g(Bn

p )◦ . Στην υποπαράγραφο 5.3(α΄) είδαµε ότι hBn
p
= ∥ · ∥q όπου q

είναι ο συζυγής εκθέτης του p. ∆ηλαδή, g(Bn
p )◦ = gBn

q
. Από την Πρόταση 5.3.11 συµπεραίνουµε ότι

(5.3.49) (Bn
p )◦ = Bn

q

για κάθε p ∈ (1,∞), όπου
1
p +

1
q = 1 (και q = 1 αν p = ∞, q = ∞ αν p = 1).

΄Εργο: Κεντρικό Μητρώο Ελληνικών Ανοικτών Μαθηµάτων Σελίδα 23


	Kurt'ec sunart'hseic
	Kurt'ec sunart'hseic m'iac metablht'hc
	Kurt'ec sunart'hseic poll'wn metablht'wn
	Sun'eqeia kurt'wn sunart'hsewn
	Qarakthrism'oc m'esw uperepip'edwn st'hrixhc
	Diaforisim'othta kurt'wn sunart'hsewn
	Epigr'afhma kurt'hc sun'arthshc

	Sun'arthsh st'hrixhc kai sun'arthsh st'ajmhc
	Sun'arthsh st'hrixhc
	Sun'arthsh st'ajmhc
	Sq'esh twn d'uo sunart'hsewn



