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Αποτελεσµατικότητα αλγορίθµων
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Αποτελεσµατικότητα αλγορίθµων
� Ενας σωστός αλγόριθµος δεν είναι κατ΄ ανάγκη και αποτελεσµατικός.

� Παρά τη συνεχή αύξηση των υπολογιστικών δυνατοτήτων, το ϑέµα της

αποτελεσµατικότητας παραµένει πολύ σηµαντικό: ανάγκη για επίλυση

ακόµα µεγαλύτερων προβληµάτων.

� Ενα πρόβληµα µπορεί στην πράξη να µην επιλύεται από ένα µη

αποτελεσµατικό αλγόριθµο.

� Η αποτελεσµατικότητα ανάγεται στην ελαχιστοποίηση του αριθµού των

πράξεων που απαιτούνται για τον υπολογισµό ενός αποτελέσµατος.

� Οταν τεκµηριωθεί η αποτελεσµατικότητα ενός αλγορίθµου για µια

κατηγορία προβληµάτων, τότε ο αλγόριθµος µπορεί να εφαρµοστεί µε

προβλέψιµη συµπεριφορά για οποιοδήποτε πρόβληµα της ίδιας κατηγορίας.

� Το ϑέµα της αποτελεσµατικότητας των αλγορίθµων είναι είναι από τα

σηµαντικότερα στην Πληροφορική. Εδώ δίνεται µόνο µια ϐασική εισαγωγή.
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Μέτρηση της αποτελεσµατικότητας

Η αποτελεσµατικότητα εκφράζεται από τον ϱυθµό αύξησης των

απαιτήσεων του αλγορίθµου σε χρόνο (πράξεις) και χώρο (µνήµη) σαν

συνάρτηση του µεγέθους του προβλήµατος.

� Αν ο αλγόριθµος εφαρµοστεί σε πρόβληµα διπλάσιου µεγέθους,

πόσες περισσότερες πράξεις ϑα εκτελεστούν και πόσα περισσότερα

δεδοµένα ϑα πρέπει να αποθηκευτούν?

� Απαντώντας στην ερώτηση αυτή µπορούµε να προβλέψουµε αλλά

και να συγκρίνουµε την αποτελεσµατικότητα αλγορίθµων.

Το µέγεθος του προβλήµατος n αντιπροσωπεύει το πλήθος των

δεδοµένων που επεξεργάζεται ένα αλγόριθµος. Π.χ. έλεγχος αν ο

αριθµός n είναι πρώτος, άθροισµα n αριθµών, εύρεση πραγµατικών

ϱιζών πολυωνύµου ϐαθµού n.
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Πολυπλοκότητα αλγορίθµου O

Γραµµικός αλγόριθµος O
�
n �

t � a � b � n
για διπλάσιο µέγεθος προβλήµατος

διπλασιάζεται και ο χρόνος επίλυ-

σης.

1

2

t

n

Τετραγωνικός αλγόριθµος O
�
n ���

t � a � b � n � c � n �

για διπλάσιο µέγεθος προβλήµατος

τετραπλασιάζεται και ο χρόνος επί-

λυσης. n

t
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Παρατηρήσεις

Ο ταχύτερος αλγόριθµος συχνά

εξαρτάται από το µέγεθος του προ-

ϐλήµατος.

Αλλοι παράγοντες, π.χ. η είσοδος

δεδοµένων, µπορεί να επιβαρύνουν

ένα αλγόριθµο καθώς αυξάνεται το

µέγεθος του.
a b n

A3

A2
A1

t

Η αποτελεσµατικότητα ενός αλγορίθµου σε χρόνο/χώρο εξετάζεται σε 2

επίπεδα:

µαθηµατικής δοµής: καθορίζει την πολυπλοκότητα του αλγορίθµου.

υλοποίησης: ενας «καλός» αλγόριθµος µπορεί να υλοποιηθεί

αναποτελεσµατικά.
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Παρατηρήσεις (συνεχ.)

Συχνά οι ϐελτιώσεις σε χρόνο και χώρο είναι ασυµβίβαστες. Π.χ. για

τον έλεγχο ενός πρώτου αριθµού µπορούµε να ελέγξουµε σαν πιθανούς

διαιρέτες :

1. ή όλους τους περιτούς αριθµούς ��� n,

2. ή µόνο τους πρώτους αριθµούς � � n, από µια λίστα

αποθηκευµένων πρώτων αριθµών.

Ο 2ος αλγόριθµος είναι ενδεχοµένως αποτελεσµατικότερος σε χρόνο

αλλά χρειάζεται µια µεγάλη αποθηκευµένη λίστα πρώτων αριθµών, που

µπορεί να δεσµεύει περισσότερο χώρο από εκείνο που διαθέτουµε.
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Ανάλυση παραγόντων

Αναζήτηση των παραγόντων (όχι

κατ΄ ανάγκη πρώτων) ακεραίου

n.

% Αλγόριθµος A

n = input( ’ ? ’ ); % Q1

m = 2; % Q2

while m <= n � 1,

if rem(n, m) == 0, % P1

disp(m); % P2

end

m = m + 1; % P3

end

Για κάθε n (n
���

) εκτελούνται n � �
επαναλήψεις.

Αν P � P � � P � � P � , Q � Q � � Q � εί-

ναι ο χρόνος που απαιτείται για την

εκτέλεση των εντός και εκτός του for

εντολών αντίστοιχα, τότε ο συνολι-

κός χρόνος είναι

P � �
n � � � � Q � P � n � �

Q � � � P �
και επειδή, τα P, Q ανεξάρτητα του

n συµπεραίνουµε ότι πρόκειται για

γραµµικό αλγόριθµο O
�
n � .
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Ανάλυση παραγόντων (συνεχ.)

Για περαιτέρω ϐελτίωση, χρειάζεται

µείωση των επαναλήψεων.

Για κάθε παράγοντα m του n και ο

c � n/m είναι επίσης παράγοντας

και χρειάζονται µόνο � � n επανα-

λήψεις.

Υπάρχει επιπλέον ένα αµελητέο κό-

στος Q � , ενώ το κόστος κάθε επανά-

ληψης αυξάνεται (στη χειρότερη πε-

ϱίπτωση) κατά P � � P � που είναι ανε-

ξάρτητα του n.

% Αλγόριθµος B

n = input( ’ ? ’ ); % Q1

m = 2; % Q2

k = floor ( sqrt (n )); % Q3

while m <= k,

if rem(n, m) == 0, % P1

c = n/m; % P4

disp(m); disp(c ); % 2xP2

end

m = m + 1; % P3

end

Στη χειρότερη περίπτωση:�
P � � � � P � � P � � P � � �	� � n 
 � Q � � Q � � Q � και εποµένως ο νέος

αλγόριθµος είναι O
� � n � ως προς το χρόνο.
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Κανονικοποιηµένες µονάδες χρόνου

Το κόστος των αριθµητικών πράξεων ενός αλγορίθµου εκφράζεται

παίρνοντας σαν µονάδα µέτρησης το χρόνο που χρειάζεται ο

υπολογιστής για να κάνει µια πρόσθεση. Ενδεικτικές τιµές (εξαρτώνται

από την αρχιτεκτονική του επεξεργαστή):

� , � , � / � � floor rem λογικές πράξεις input disp

1 4 4 1 6 1 g p

όπου το κόστος για rem(m,n) υπολογίζεται από m � �
m/n � � n.
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Αναλυτική µέτρηση πράξεων

% Αλγόριθµος A

n = input( ’ ? ’ ); % g

m = 2; % 1

while m <= n � 1, % 2
�
(n � 2)+2

if rem(n, m) == 0, % 7
�
(n � 2)

disp(m); % p
�
(n � 2)

end

m = m + 1; % 2
�
(n � 2)

end

% Αλγόριθµος B

n = input( ’ ? ’ ); % g

m = 2; % 1

k = floor ( sqrt (n )); % 6

while m <= k, % 1
�
(k � 1)+1

if rem(n, m) == 0, % 7
�
(k � 1)

c = n/m; % 5
�
(k � 1)

disp(m); % p
�
(k � 1)

disp(c ); % p
�
(k � 1)

end

m = m + 1; % 2
�
(k � 1)

end

����� � p � � n � � � p � g � ��� ���	� � � � p � � � � n 
 ��
 � � � p � g
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Παρατηρήσεις

Ο αλγόριθµος που προκύπτει από τον B αντικαθιστώντας τις γραµµές

k = floor ( sqrt (n ));

while m <= k,

από την

while m <= floor( sqrt (n))

εκτελεί 6 επιπλέον µονάδες κόστους ανά επανάληψη και συνολικά

εκτελεί � � � � � � p � � � � n 
 � 
 � � � p � g

«προσθέσεις» (πράξεις).
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Μέτρηση πράξεων για διάφορα n

Αλγόριθµος A Αλγόριθµος B

n
���
n � p

�
n � � � � g � ��� �	� � � n 
 � � p � � � n 
 � � � � g � 


4
� � � � p � g

� � � � p � g

10
� � ��� p � g

� � ��� p � g

100
���
�
� � �

� p � g
�
� � � �

� p � g

500
�
���

� �	� � � p � g
� � � �	� � p � g

1000
�����
�
� � ���

� p � g �
�
� ��
 � p � g

138



«Πυθαγόρειες τριάδες»

Να ϐρεθούν όλοι οι ακέραιοι a, b, c για τους οποίους ισχύει

a � � b � � c �

και

a � b � c � p

b

c
a

ή ισοδύναµα, να ϐρεθούν όλα τα

ορθογώνια τρίγωνα µε ακέραια

µήκη πλευρών, των οποίων η πε-

ϱίµετρος δεν υπερβαίνει µια µέ-

γιστη τιµή p.

139

«Πυθαγόρειες τριάδες»- Αλγόριθµος 1

maxperimeter = input(’Μέγιστη περίµετρος ? ’);

for side1 = 1: maxperimeter,

for side2 = 1: maxperimeter,

for hyp = 1:maxperimeter,

if side1^2+side2^2==hyp^2 & side1+side2+hyp<=maxperimeter,

disp(side1 ); disp(side2 ); disp(hyp);

end

end

end

end

Το µέγεθος του προβλήµατος p είναι η τιµή της maxperimeter.

Η εντολή if εκτελείται maxperimeter^3 ϕορές και εποµένως ο

αλγόριθµος 1 είναι O � p ��� .
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Παρατηρήσεις στον αλγόριθµο 1

� Εστω c ο µεγαλύτερος από τους 3 ακεραίους. Από τριγωνική

ανισότητα :

c � a � b � � c � a � b � c � c � p/ �

� Ο αλγόριθµος 1 ϑα υπολογίσει π.χ. για τους αριθµούς
��� � �

�

όλους τους δυνατούς συνδυασµούς τους. Αυτό αποφεύγεται αν

ϑεωρήσουµε ότι οι πλευρές είναι διατεταγµένες έτσι ώστε a � b � c.
� Η πιο εσωτερική εντολή επανάληψης µπορεί να τερµατιστεί όταν το

άθροισµα των πλευρών ξεπεράσει την περίµετρο.
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«Πυθαγόρειες τριάδες»- Αλγόριθµος 2

maxperimeter = input(’Μέγιστη περίµετρος ? ’);

for side1 = 1: maxperimeter/2,

for side2 = 1: maxperimeter/2,

sumside = side1 + side2;

hyp = side2;

while hyp<=maxperimeter/2 & sumside+hyp<=maxperimeter,

if side1^2+side2^2==hyp^2,

disp(side1 ); disp(side2 ); disp(hyp);

end

hyp = hyp + 1;

end

end

end
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Παρατηρήσεις στον αλγόριθµο 2

Μια λεπτοµερής καταµέτρηση των πράξεων του αλγορίθµου 2, δίνει

p
�
��� � p �

� � p



δηλ. ο αλγόριθµος 2 είναι και πάλι O

�
p
� � .

Για περαιτέρω ϐελτίωση µπορούµε να εξαλείψουµε την πιο εσωτερική

εντολή επανάληψεις παρατηρώντας ότι :

� Η hyp µπορεί αν υπολογιστεί από τις side1 και side2

hyp = fix ( sqrt (side1^2+side2^2));

� Αφού υπολογίσουµε την hyp ϑα πρέπει να ελέγξουµε αν είναι

ακέραιος αριθµός

if hyp^2==side1^2+side2^2
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«Πυθαγόρειες τριάδες»- Αλγόριθµος 3

maxperimeter = input(’Μέγιστη περίµετρος ? ’);

for side1 = 1: maxperimeter/2,

side2 = side1;

sidesq = 2
�
side1^2;

while side2<=maxperimeter/2 & sidesq<=maxperimeter^2/4,

sidesq = side1^2 + side2^2;

hyp = fix ( sqrt (sidesq ));

if hyp^2==sidesq,

disp(side1 ); disp(side2 ); disp(hyp);

end

side2 = side2 + 1;

end

end

Εκτελούνται p � / � � p/ � πράξεις, δηλ. ο αλγόριθµος 3 είναι O
�
p � � .
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