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Μαθηµατικές εφαρµογές 34

Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (gcd) - I

Εξαντλητικός αλγόριθµος ∆1

1. Εστω m = gcd(x, y) = min(x, y)
(δεν µπορεί να είναι > x, y και να διαιρεί ταυτόχρονα τους x, y).

2. Αν ο m διαιρεί τους x, y, STOP: gcd(x, y) = m.

3. Αν ο m ∆ΕΝ διαιρεί τους x, y, ϑέσε gcd(x, y) = (m − 1).

Πήγαινε στο ΒΗΜΑ 2.

function g = GCD(x, y)
g = x;
while rem(x,g) ∼= 0 || rem(y,g) ∼= 0

g = g - 1;
end
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Παρατηρήσεις στον αλγόριθµο ∆1

• Από ν. de Morgan ∼(p && q) ισοδ. ∼p ||∼q:

Το while εκτελείται όσο η συνθήκη:

rem(x, g)∼= 0 || rem(y, g)∼= 0

είναι true, δηλ. σταµατάει όταν:

rem(x, g) == 0 && rem(y, g) == 0

• Ο αλγόριθµος ∆1 τερµατίζει πάντα (µε gcd(x, y) = 1).

Πρόβληµα µε ∆1: χρειάζεται πολλά ϐήµατα, π.χ.

1000000 ϐήµατα για υπολ/σµό gcd(1000005, 1000000) = 5.
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Μέγιστος Κοινός ∆ιαιρέτης (gcd) - II

Αλγόριθµος του Ευκλείδη α΄ ∆2

Βήµα 1: Υπολόγισε r = x mod y.

Βήµα 2: Αν r = 0, τότε gcd(x, y) = y.

Βήµα 3: Αν r 6= 0, εκτέλεσε το Βήµα 1 µε x = y και y = r.

Ο ∆2 υπολογίζει τον gcd(1000005, 1000000) σε δύο µόνο ϐήµατα.

function g = GCD(x, y)
r = rem(x, y);
while r ∼= 0

x = y; y = r;
r = rem(x, y);

end
g = y;
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α΄Στοιχεία, Βιβλίο 7, Πρόταση ΙΙ.
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Αριθµητικοί Αλγόριθµοι

Παράδειγµα για τον υπολογισµό µαθηµατικών συναρτήσεων όπως η sqrt για την τετραγωνική ϱίζα.

Ενδεικτικές κατηγορίες αριθµητικών αλγορίθµων:

• ∆ιαδοχικές προσεγγίσεις.

• Ανάπτυγµα σειράς.
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∆ιαδοχικές προσεγγίσεις

1. Εστω οτι η αυθαίρετη τιµή x0 είναι η απάντηση.

2. Υπολογισµός καλύτερης ‘προσέγγισης’ x1 από το x0 (π.χ. αν x0 πολύ µεγάλο επιλέγεται µικρότερο x1 και

αντίστροφα).

3. Αν εξασφαλίζεται οτι :

• κάθε νέα προσέγγιση µε τη µεθοδολογία του ΒΗΜΑΤΟΣ 2 πλησιάζει περισσότερο την απάντηση,

τότε

• η επαναληπτική διαδικασία 1-2-3 οδηγεί διαδοχικά σε καλύτερες προσεγγίσεις.

4. ΤΕΛΟΣ όταν επιτευχθεί κάποια ικανοποιητική ακρίβεια.
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Ελεγχος ’ισότητας’ δυο πραγµατικών αριθµών

Πρόβληµα ακρίβειας στις συγκρίσεις πραγµατικών.

Υπολογιστικά, 2 πραγµατικοί x, y, ϑεωρούνται ίσοι όταν ικανοποιούν κάποια προσεγγιστική σχέση για το σχετικό σφάλµα

όπως η:
|x − y|

min(|x|, |y|) < ε

όπου ε µια σταθερά για την επιθυµητή ακρίβεια.

function is_equal = approxEqual(x, y)
epsilon = 1.0e-15;
num = abs(x - y);
den = min(abs(x), abs(y));
if num+den == num

is_equal = (x == y);
else

is_equal = (num/den < epsilon);
end
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Η µέθοδος Newton για τετραγωνική ϱίζα

x =
√

a ισοδ. µε εύρεση της ϑετικής ϱίζας της f(x) = x2 − a.

y f(x)

xx1 x
0

x2x3

f(x0)

x0 − x1
= f ′(x0) ⇒ x1 = x0 − f(x0)

f ′(x0)

και για την x2 − a:

xi+1 = xi − x2
i

− a

2xi

Χρειάζονται 2 µεταβλητές για τα xi+1 και xi ?
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Τετραγωνική ϱίζα µε αλγόριθµο Newton

function x = NewtonSqrt(a)
% Τετραγωνική ϱίζα µε τη µέθοδο Newton

if a == 0
x = 0;

else
x = a; % αρχική εκτίµηση

while ∼approxEqual(a, x*x)
% x = x - (x*x - a)/(2*x);
x = (x + a/x)/2;

end
end
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Ανάπτυγµα σειράς

Το παράδοξο του Ζήνωνα:

s = 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + . . .

δηλ. άπειρο πλήθος όρων µε πεπερασµένο όµως άθροισµα:

2s = 1 + 1/2 + 1/4 + 1/8 + 1/16 + 1/32 + . . .

ή

2s = 1 + s

Αρα η σειρά συγκλίνει στο s = 1.

Γενικός όρος της σειράς: ti = 1/2i (δυναµοσειρά)

Οι δυναµοσειρές σηµαντικές για τα υπολογιστικά µαθηµατικά.

Σε αλγόριθµους υπολογισµού δυναµοσειρών αναζητείται σχέση που δίνει τον i-στο όρο από τον όρο i − 1.
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Υπολογισµός της s =

∑ 1
2i

Κάθε νέος όρος προκύπτει από τον προηγούµενο:

ti =
1

2i
=

1

2i−1

1

2
= ti−1

1

2

sum = 0;
term = 0.5;
while true)

sum = sum + term;
term = term/2;

end

Μετά από κάποιο σηµείο το sum δεν µεταβάλεται (ακρίβεια αναπαράστασης δεκαδικών ψηφίων). Τερµατισµός

επαναλήψεων µε τον έλεγχο:

sum == sum + term % ή term < epsilon

Plhroforik’h I M. Drak’opouloc -- 43

Το πρόγραµµα για τη σειρά του Ζήνωνα

sum = 0;
term = 0.5;
while sum ∼= sum + term

sum = sum + term;
term = term/2;

end
fprintf(’Zeno sum: %g\n’, sum);
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Υπολογισµός τετραγωνικής ϱίζας - Σειρά Taylor

∆ιαφορίσιµες συναρτήσεις προσεγγίζονται στην περιοχή του θ από το ανάπτυγµα Taylor

f(x) = f(θ) + f ′(θ)(x − θ) + f ′′(θ)
(x − θ)2

2!
+ f ′′′(θ)

(x − θ)3

3!
+ · · · + f (n)(θ)

(x − θ)n

n!

Για την τετραγωνική ϱίζα: f(x) = x1/2 και :

f ′(x) f ′′(x) f ′′′(x) . . .
1
2

x−1/2
−

1
4

x−3/2 3
8

x−5/2 . . .

Ο τύπος Taylor υπολογίζει παραγώγους στο θ. Για ευκολία έστω θ = 1, τότε

f(1) f ′(1) f ′′(1) f ′′′(1) . . .

1 1
2

−
1
4

3
8

. . .

οπότε:

√

x = 1 +
1

2
(x − 1) −

1

4

(x − 1)2

2!
+

3

8

(x − 1)3

3!
+ · · · =

∞∑

0

ti
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Προγραµµατισµός της µεθόδου Taylor για
√

x

Οι διαδοχικοί όροι της σειράς είναι :

t0 t1 t2 t3 . . .

1 1
2 (x − 1) − 1

4
(x−1)2

2!
3
8

(x−1)3

3! . . .

η γενικά της µορφής:

coeff * (xpower / factorial)

Η σχέσεις που δίνουν τα νέα coeff, xpower, factorial για τον όρο i + 1 από τις αντίστοιχες προηγούµενες

τιµές για τον όρο i ειναι :

coeff = coeff*(0.5 - i);
xpower = xpower*(x - 1);
factorial = factorial*(i + 1);
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Τετραγωνική ϱίζα µε αλγόριθµο Taylor - I

function sum = tSqrt(x)
term = factorial = coeff = xpower = 1;
sum = 0;
i = 0;
while sum ∼= sum + term

sum += term;
% proetoimasia tou orou i+1
coeff = coeff * (0.5 - i);
xpower = xpower * (x - 1);
factorial = factorial * (i + 1);
term = coeff*xpower/factorial;
i = i + 1;

end
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Ορια σύγκλισης σειράς Taylor

Προβληµα

Για θ = 1, η
√

x από τον τύπο του Taylor στην περιοχή του θ συγκλίνει ΜΟΝΟ για:

0 < x < 2

Λυση

Αναγωγή του προβλήµατος για οποιοδήποτε x στην περιοχή σύγκλισης. Παρατηρηση

√
4x = 2

√
x

δηλ. µετά από διαδοχικές διαιρέσεις του x µε το 4, υπολογίζεται η
√

x στο διάστηµα (0, 2) και ακολουθεί διόρθωση του

αποτελέσµατος µε αντίστοιχο αριθµό πολλαπλασιασµών ×2.
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Τετραγωνική ϱίζα µε αλγόριθµο Taylor - II

function s = TaylorSqrt(x)
if x == 0

s = 0;
elseif x < 0

s = nan;
else

correction = 1;
while x >= 2

x = x / 4;
correction = correction * 2;

end
end
s = tSqrt(x)*correction;
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Προσοµοίωση (simulation)

Υπολογιστές προσοµοιώνουν τον πραγµατικό κόσµο.

Παράδειγµα

• Τζογαδόρος µε αρχικό κεφάλαιο stake ϐάζει µια σειρά στοιχηµάτων του €1. Τελικά χρεωκοπεί.

• Τι ϑα συµβεί αν σταµατήσει µόλις συγκεντρώσει κάποιο ποσό goal;

◦ Ποιές είναι οι πιθανότητες να κερδίσει ;

◦ Πόσα στοιχήµατα ϑα χρειαστεί να ϐάλει µέχρι να κερδίσει/χάσει ;

• Ο παίκτης έχει 50% πιθανότητες να κερδίσει

◦ Η συνάρτηση rand επιστρέφει ψευδοτυχαίους αριθµούς στο (0, 1).

• Για να ϐγάλουµε κάποια χρήσιµα συµπεράσµατα, το παραπάνω πείραµα ϑα εκτελεστεί nT ϕορές.
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function gambler(stake, goal, nT)
bets = 0; wins = 0;
for t = 1:nT

cash = stake;
while cash > 0 && cash < goal

% simulate one bet
bets = bets + 1;
if rand() < 0.5

cash = cash + 1;
else

cash = cash - 1;
end

end
if cash == goal, wins = wins + 1; end

end
fprintf(’%g%% wins\n’, 100*wins/nT);
fprintf(’Avg # bets: %g\n’, bets/nT);
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Ανάλυση-συµπεράσµατα

Από ϑ. πιθανοτήτων:

• πιθανότητα επιτυχίας π = stake/goal

• απαιτούµενος αρ. παιχνιδιών ν = stake*(goal-stake)

stake goal nT π (Θ) π (Π) ν (Θ) ν (Π)

500 2500 10 0.2 0.2 1000000 734299

100 0.14 1100140

1000 0.19 945312

1 1000 10 0.001 0 999 70

100 0 844

1000 0.001 1081

Στο πρόγραµµα η rand υπολογίζεται bets ϕορές.
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