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9 Συµπάγεια

9.1 Συµπαγείς Χώροι

΄Ηδη από τη µελέτη της τοπολογίας της ευθείας των πραγµατικών αριθµών, είχε γίνει ϕανερό πως τα

κλειστά διαστήµατα είχαν µία συγκεκριµένη ιδιότητα, η οποία ήταν ουσιαστική για την απόδειξη ισχυρών

ϑεωρηµάτων του Απειροστικού Λογισµού, όπως το Θεώρηµα Μέγιστης και Ελάχιστης Τιµής1 ή το Θεώρηµα

Οµοιόµορφης Συνέχειας2. ΄Οµως για πολύ καιρό δεν ήταν σαφές το πώς αυτή η ιδιότητα ϑα µπορούσε να

διατυπωθεί στο αφηρηµένο περιβάλλον µελέτης των τοπολογικών χώρων. Μία αρχική προσέγγιση ϑα ήταν

να εστιάσει κανείς σε µία ιδιαίτερα σηµαντική ιδιότητα των κλειστών διαστηµάτων, η οποία είναι µάλιστα

ισοδύναµη µε το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass3:

Κάθε άπειρο υποσύνολο ενός κλειστού διαστήµατος διαθέτει τουλάχιστον ένα οριακό σηµείο.

΄Οµως αργά ή γρήγορα ϑα γίνει εµφανές πως δεν είναι αυτή η ιδιότητα που ϐρίσκεται στην ῾῾καρδιά του

Ϲητήµατος᾿᾿. Στην πραγµατικότηα χρειάζεται µία ισχυρότερη διατύπωση, η οποία περνά µέσα από την έννοια

του ανοικτού καλύµµατος.

Ορισµός 9.1.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος καλείται συµπαγής αν κάθε ανοικτό κάλυµµα {Ui : i ∈ I} του X
έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα, δηλαδή αν υπάρχει J ⊆ I πεπερασµένο, ώστε X =

⋃
i∈J

Ui . ΄Ενα F ⊆ X

καλείται συµπαγές σύνολο, αν ο υπόχωρος F είναι συµπαγής τοπολογικός χώρος.

Παρατηρήσεις 9.1.2. (α) Κάθε πεπερασµένος τοπολογικός χώρος είναι συµπαγής. Πράγµατι, αν X =
{x1, x2, . . . , xn} =

⋃
i∈I

Ui , όπου κάθε Ui είναι ανοικτό, τότε για κάθε k = 1,2 . . . ,n υπάρχει ik ∈ I ώστε

xk ∈ Uik . Τότε X =
n⋃

k=1
Uik .

(ϐ) ΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι συµπαγής αν και µόνο αν κάθε ϐασικό ανοικτό κάλυµµα του X (δηλαδή

κάθε ανοικτό κάλυµµα του X που αποτελείται από ϐασικά ανοικτά σύνολα) έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα

(γιατί;).

Το να εξετάσει κανείς κατά πόσο ένας τοπολογικός χώρος είναι συµπαγής είναι µία διαδικασία εξαιρετικά

δύσκολη, στη γενική περίπτωση. Για το λόγο αυτό, ϑα αποδείξουµε κάποιες αρχικές προτάσεις που µας

δείχνουν πώς να κατασκευάσουµε συµπαγείς τοπολογικούς χώρους από ήδη υπάρχοντες, αλλά και κάποια

κεντρικά κριτήρια συµπάγειας ενός τοπολογικού χώρου.

Πρόταση 9.1.3. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και F ⊆ X . Τότε το F είναι συµπαγές σύνολο αν και µόνο αν

για κάθε ανοικτό κάλυµµα {Ui : i ∈ I} του F στο X (δηλαδή για κάθε οικογένεια {Ui : i ∈ I} ανοικτών

υποσυνόλων του X µε F ⊆
⋃
i∈I

Ui) έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα.

Απόδειξη: Η απόδείξη είναι άµεση και αφήνεται ως άσκηση.

1Κάθε συνεχής συνάρτηση f : [a,b] → R λαµβάνει µέγιστη κι ελάχιστη τιµή, δηλαδή υπάρχουν x1, x2 ∈ [a,b] τέτοια ώστε

f (x1) ≤ f (x) ≤ f (x2), για κάθε x ∈ [a,b].
2Κάθε συνεχής συνάρτηση είναι οµοιόµορφα συνεχής στα κλειστά διαστήµατα του πεδίου ορσιµού της.
3Κάθε ϕραγµένη ακολουθία (πραγµατικών αριθµών) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.
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Πρόταση 9.1.4. Αν X είναι συµπαγής τοπολογικός χώρος και F ⊆ X κλειστό, τότε το F είναι συµπαγές.

Απόδειξη: ΄Εστω (Ui)i∈I ένα κάλυµµα του F από ανοικτά υποσύνολα του X . Η οικογένεια (Ui)i∈I∪{X \F}
είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του (συµπαγούς) X . ΄Αρα υπάρχουν i1, . . . ik ∈ I ώστε X = Ui1∪· · ·∪Uik∪X\F.

Τότε F ⊆ Ui1 ∪ · · · ∪Uik , εποµένως το F είναι συµπαγές σύνολο.

Μπορούµε να διατυπώσουµε ένα διαφορετικό κριτήριο για τη συµπάγεια ενός τοπολογικού χώρου, το

οποίο εστιάζει στα κλειστά σύνολα αντί των ανοικτών.

Πρόταση 9.1.5. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι συµπαγής αν και µόνο αν για κάθε οικογένεια (Fi)i∈I
κλειστών υποσυνόλων του X µε την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής ισχύει ότι

⋂
i∈I

Fi , ∅.

Απόδειξη: Ο X είναι συµπαγής αν και µόνο αν για κάθε οικογένεια ανοικτών συνόλων (Ui)i∈I του X
µε X =

⋃
i∈I

Ui , υπάρχει πεπερασµένο J ⊆ I µε X =
⋃
i∈J

Ui . Ισοδύναµα (ϑέτοντας Fi = Uc
i για κάθε

i ∈ I) για κάθε οικογένεια (Fi)i∈I κλειστών υποσυνόλων του X µε
⋂
i∈I

Fi = ∅, υπάρχει J ⊆ I πεπερασµένο

µε
⋂
i∈J

Fi = ∅. ∆ηλαδή, για κάθε οικογένεια (Fi)i∈I κλειστών υποσυνόλων του X µε την ιδιότητα της

πεπερασµένης τοµής, ισχύει ότι
⋂
i∈I

Fi , ∅.

Κατά τη µελέτη της τοπολογίας µετρικών χώρων, µπορεί κανείς να αποδείξει ένα εύχρηστο κριτήριο

συµπάγειας µέσω ακολουθιών. Συγκεκριµένα, ένας µετρικός χώρος είναι συµπαγής αν και µόνο αν κάθε

ακολουθία έχει συγκλίνουσα υπακολουθία στο χώρο. Η ακόλουθη πρόταση αποτελεί το ανάλογο του

κριτηρίου αυτού στην κλάση των τοπολογικών χώρων.

Πρόταση 9.1.6. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X είναι συµπαγής αν και µόνο αν καθε δίκτυο στο X έχει οριακό

σηµείο (ή ισοδύναµα, κάθε δίκτυο στο X έχει συγκλίνον υποδίκτυο).

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω (xλ )λ∈Λ δίκτυο στο X . Για κάθε µ ∈ Λ ορίζουµε το κλειστό σύνολο Fµ =
{xλ : λ ≥ µ}. Κάθε Fµ είναι µή κενό και Fµ1 ⊇ Fµ2 αν µ2 ≥ µ1. Εποµένως, η οικογένεια (Fµ)µ∈Λ έχει

την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής, αφού αν µ1, µ2, . . . , µn ∈ Λ, υπάρχει µ ∈ Λ µε µ ≥ µ1, . . . , µn, άρα

Fµ ⊆
n⋂

i=1
Fµi . Επειδή ο X είναι συµπαγής χώρος, από την Πρόταση 9.1.5, έχουµε ότι υπάρχει x ∈

⋂
µ∈Λ

Fµ.

Το x είναι οριακό σηµείο του (xλ ). Πράγµατι, αν U ∈ Nx και µ ∈ Λ, τότε έχουµε ότι U ∩ {xλ : λ ≥ µ} , ∅
(αφού x ∈ Fµ), δηλαδή υπάρχει λ ≥ µ ώστε xλ ∈ U .

(⇐) ΄Εστω (Fi)i∈I οικογένεια κλειστών υποσυνόλων του X , µε την ιδιότητα της πεπερασµένης τοµής. Από

την Πρόταση 9.1.5, αρκεί να δείξουµε ότι
⋂
i∈I

Fi , ∅. Για κάθε πεπερασµένο σύνολο H ⊆ I έχουµε ότι

υπάρχει xH ∈
⋂

i∈H
Fi . Θέτουµε Λ = {H ⊂ I : H πεπερασµένο} και ορίζουµε στο Λ τη σχέση

H1 ≤ H2 ⇐⇒ H1 ⊆ H2.

Τότε, το (Λ,≤) είναι κατευθυνόµενο σύνολο και το (xH )H∈Λ δίκτυο στο X . Από την υπόθεση, υπάρχει

x ∈ X , οριακό σηµείο του (xH ).

΄Εστω ένα i0 ∈ I και U ∈ Nx . Αφού το x είναι οριακό σηµείο του δικτύου (xH ), υπάρχει πεπερασµένο

σύνολο H ≥ {i0} ώστε xH ∈ U . ΄Εχουµε τότε ότι

xH ∈
⋂
i∈H

Fi ⊆ Fi0 .
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΄Αρα, xH ∈ Fi0 ∩U κι εποµένως Fi0 ∩U , ∅.Συνεπώς x ∈ Fi0 = Fi0 (αφού το Fi0 είναι κλειστό).΄Οµως,

αυτό ισχύει για κάθε i0 ∈ I , άρα x ∈
⋂
i∈I

Fi . ∆ηλαδή,
⋂
i∈I

Fi , ∅ κι έτσι ο X είναι συµπαγής χώρος.

΄Ενα άµεσο πόρισµα της Πρόταασης 9.1.6 είναι το ακόλουθο Πόρισµα, του οποίου η απόδειξη αφήνεται

ως άσκηση.

Πόρισµα 9.1.7. ΄Εστω X ένας συµπαγής τοπολογικός χώρος και (xλ )λ∈Λ ένα δίκτυο στο χώρο X µε ακριβώς

ένα οριακό σηµείο. Τότε το δίκτυο (xλ ) συγκλίνει.

Απο άποψης διαχωριστικών αξιωµάτων, η συµπάγεια προσδίδει στο χώρο ουσιαστικά πλουσιότερη δοµή.

Συγκεκριµένα, στους Hausdorff τοπολογικούς χώρους τα συµπαγή υποσύνολα έχουν τις ίδιες διαχωριστικές

ιδιότητες µε τα σηµεία, όπως γίνεται ϕανερό από την ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 9.1.8. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και K ⊆ X συµπαγές.

(i) Αν F ⊆ X ώστε για κάθε x ∈ K τα x και F διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα, τότε τα K και F
διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα.

(ii) Αν ο X είναι χώρος Hausdorff και ένα L ⊆ X είναι συµπαγές και ξένο µε το K , τότε τα K και L
διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα.

(iii) Αν ο X είναι κανονικός χώρος και ένα F ⊆ X είναι κλειστό και ξένο µε το K , τότε τα K και F
διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα.

Απόδειξη: (i) ΄Εχουµε ότι για κάθε x ∈ K υπάρχουν ξένα, ανοικτά σύνολα Ux ,Vx ώστε x ∈ Ux και

F ⊆ Vx . Τότε η οικογένεια (Ux)x∈K αποτελεί ένα ανοικτό κάλυµµα του συµπαγούς συνόλου K . Εποµένως,

υπάρχουν x1, . . . , xn ∈ K ώστε K ⊆
n⋃

i=1
Uxi . Θέτουµε:

U =
n⋃

i=1

Uxi και V =
n⋂

i=1

Vxi .

Τότε τα U ,V είναι ανοικτά, K ⊆ U και F ⊆ V . Αρκεί να δείξουµε ότι U ∩V = ∅. Αυτό όµως είναι εµφανές,

αφού αν x ∈ U , τότε υπάρχει i ∈ {1,2, . . . n} ώστε x ∈ Uxi και x < Vxi . ΄Αρα U ∩ V = ∅ κι εποµένως τα

F, K διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα.

(ii) Για κάθε x ∈ K και y ∈ L έχουµε x , y και, αφού ο X είναι χώρος Hausdorff, τα x, y διαχωρίζονται

από ανοικτά σύνολα.Αφού το σύνολο L είναι συµπαγές, από το (i), έχουµε ότι για κάθε x ∈ K , τα x και

L διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα. Αφού το K είναι συµπαγές, πάλι από το (i), έχουµε ότι τα K και L
διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα.

(iii) Για κάθε x ∈ K , τα x,F διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα, αφού x , F και ο χώρος X είναι T3.

Συνεπώς, από το (i) έχουµε ότι τα K και F διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα.

Πόρισµα 9.1.9. ΄Εστω X ένας Hausdorff χώρος.

(i) Αν ο X είναι συµπαγής, τότε είναι ϕυσιολογικός.

(ii) Κάθε συµπαγές υποσύνολο του X είναι κλειστό.
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Απόδειξη: (i) ΄Εστω F1,F2 ⊆ X ξένα και κλειστά υποσύνολα του X . Τότε, τα F1 και F2 είναι συµπαγή

(Πρόταση 9.1.4) και εποµένως, από την Πρόταση 9.1.8(ii), έχουµε ότι τα F1,F2 διαχωρίζονται από ανοικτά

σύνολα. ΄Αρα ο χώρος X είναι ϕυσιολογικός.

(ii) ΄Εστω K ⊆ X συµπαγές και x ∈ X \ K . Τότε τα {x} και K είναι ξένα συµπαγή υποσύνολα του X . ΄Αρα

από την Πρόταση 9.1.8(ii), έχουµε ότι διαχωρίζονται από ανοικτά σύνολα. ∆ηλαδή, υπάρχουν ξένα ανοικτά

σύνολα U και V , ώστε

x ∈ U ⊆ X \ V ⊆ X \ K.

΄Επεται ότι X \ K ∈ Nx , για κάθε x ∈ X \ K . ΄Αρα το X \ K είναι ανοικτό σύνολο και κατά συνέπεια, το K
είναι κλειστό σύνολο.

Παρατήρηση 9.1.10. Από το Πόρισµα 9.1.9 και την Πρόταση 9.1.4 έπεται ότι σε ένα συµπαγή Hausdorff

χώρο, τα συµπαγή υποσύνολα είναι ακριβώς τα κλειστά υποσύνολα του χώρου.

Στη συνέχεια εξετάζουµε τη συµπεριφορά των συνεχών συναρτήσεων που είναι ορισµένες σε συµπαγείς

τοπολογικούς χώρους.

Πρόταση 9.1.11. ΄Εστω X ένας συµπαγής τοπολογικός χώρος και Y ένας τοπολογικός χώρος. Αν υπάρχει

συνεχής και επί συνάρτηση f : X → Y , τότε και ο χώρος Y είναι συµπαγής. ∆ηλαδή, η συνεχής εικόνα

ενός συµπαγούς τοπολογικού χώρου είναι συµπαγής χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω συνεχής και επί συνάρτηση f : X → Y κι έστω (Vi)i∈I ένα ανοικτό κάλυµµα του Y .

Αφού η f είναι συνεχής, η οικογένεια { f −1(Vi) : i ∈ I} αποτελεί ανοικτό κάλυµµα του X . Ο X είναι

συµπαγής τοπολογικός χώρος, εποµένως υπάρχουν i1, i2, . . . , ik ∈ I , ώστε

X = f −1(Vi1 ) ∪ f −1(Vi2 ) ∪ · · · ∪ f −1(Vik ).

΄Οµως η συνάρτηση f είναι επί, άρα Y = Vi1 ∪ Vi2 ∪ · · · ∪ Vik . Συνεπώς, ο Y είναι συµπαγής τοπολογικός

χώρος.

Σηµαντικές συνέπειες αυτής της Πρότασης είναι το Θεώρηµα Μέγιστης και Ελάχιστης Τιµής (Πόρισµα

9.1.12) αλλά και ένα κριτήριο, το οποίο µας επιτρέπει να ελέγξουµε αν µία απεικόνιση είναι οµοιοµορφισµός

τοπολογικών χώρων (Θεώρηµα 9.1.13).

Πόρισµα 9.1.12. ΄Εστω X συµπαγής τοπολογικός χώρος και µία συνεχής συνάρτηση f : X → R. Τότε η f
είναι ϕραγµένη και µάλιστα παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή.

Απόδειξη: Από την Πρόταση 9.1.11, έπεται ότι το f (X ) ⊆ R είναι συµπαγές. ΄Αρα το f (X ) είναι ϕραγµένο

κι εποµένως, η συνάρτηση f είναι ϕραγµένη. Συνεπώς υπάρχει το sup f (X ) ∈ R και sup f (X ) ∈ f (X ).
Αφού όµως το f (X ) είναι συµπαγές, είναι και κλειστό στο R. ∆ηλαδή sup f (X ) ∈ f (X ) = f (X )
(sup f (X ) = max f (X )). Εποµένως η f παίρνει µέγιστη τιµή. Για την ελάχιστη τιµή εργαζόµαστε ανάλογα.

Θεώρηµα 9.1.13. ΄Εστω X ένας συµπαγής τοπολογικός χώρος και Y ένας χώρος Hausdorff. Αν f :
X → Y είναι µία συνεχής, 1 − 1 και επί συνάρτηση, τότε και η f −1 είναι συνεχής (εποµένως η f είναι

οµοιοµορφισµός).

Απόδειξη: Αρκεί να δείξουµε ότι η f είναι κλειστή απεικόνιση. ΄Εστω ένα F ⊆ X κλειστό. Αφού ο X είναι

συµπαγής, ϑα είναι και το F συµπαγές. Από την Πρόταση 9.1.11, έχουµε ότι το f (F) ⊆ Y είναι συµπαγές

και, αφού ο Y είναι χώρος Hausdorff, έχουµε ότι το f (F) είναι κλειστό υποσύνολο του Y . ∆ηλαδή η f είναι

κλειστή απεικόνιση.
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9.2 Καρτεσιανά γινόµενα συµπαγών χώρων

Στην προηγούµενη παράγραφο δε µελετήσαµε τη συµπεριφορά της έννοιας της συµπάγειας ως προς

το γινόµενο τοπολογικών χώρων, όχι λόγω αµέλειας αλλά επειδή τα καρτεσιανά γινόµενα συµπαγών

χώρων παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον, όπως ϑα γίνει εµφανές παρακάτω. Πρώτος µας στόχος

είναι να αποδείξουµε το εξαιρετικά εύχρηστο Λήµµα του Σωλήνα και µέσω αυτού να συµπεράνουµε ότι

το πεπερασµένο γινόµενο συµπαγών τοπολογικών χώρων είναι επίσης συµπαγής τοπολογικός χώρος.

Παράλληλα, ϑα εξάγουµε µερικά ακόµη ενδιαφέροντα Πορίσµατα.

Λήµµα 9.2.1 (Λήµµα του Σωλήνα). ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και Y συµπαγής τοπολογικός χώρος. Αν

x0 ∈ X και U είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του X ×Y , µε {x0} ×Y ⊆ U , τότε υπάρχει µία ανοικτή περιοχή

V του x0 ώστε

{x0} × Y ⊆ V × Y ⊆ U4.

Απόδειξη: Για κάθε y ∈ Y , έχουµε ότι (x0, y) ∈ U , άρα υπάρχει ϐασικό ανοικτό σύνολο Vy ×Wy του

X × Y µε (x0, y) ∈ Vy ×Wy ⊆ U . ΄Οµως ο χώρος {x0} × Y είναι συµπαγής, αφού είναι οµοιοµορφικός

µε το χώρο Y , εποµένως το ανοικτό κάλυµµά του, (Vy ×Wy)y∈Y , έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα. ∆ηλαδή

υπάρχουν y1, y2, . . . yk ∈ Y ώστε

{x0} × Y ⊆ Vy1 ×Wy1 ∪ Vy2 ×Wy2 ∪ · · · ∪ Vyk ×Wyk ⊆ U.

Θέτουµε V = Vy1 ∩ · · · ∩ Vyk . ΄Εχουµε ότι το V είναι µία ανοικτή περιοχή του x0 και επιπλέον {x0} × Y ⊆
V ×Y ⊆ U . Πράγµατι, αν (x, y) ∈ V ×Y , τότε υπάρχει i ∈ {1,2, . . . , k} ώστε (x0, y) ∈ Vyi ×Wyi . Συνεπώς

(x, y) ∈ V ×Wyi ⊆ Vyi ×Wyi ⊆ U.

Παράδειγµα 9.2.2. Είναι σαφές ότι το Λήµµα του Σωλήνα δεν αληθεύει κατ΄ ανάγκη αν ο χώρος Y δεν

είναι συµπαγής. Για παράδειγµα, αν X = Y = R και

N =
{

(x, y) ∈ R2 : |x | <
1

y2 + 1

}
,

τότε το N είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του R2 που περιέχει το «ϕλοιό» {0} × R, αλλά προφανώς δεν

περιέχει κανένα «σωλήνα» περί το {0} × R.

΄Οπως είχαµε δει στην Προταση 4.3.3 (iv), αν (Xi)i∈I είναι µία οικογένεια τοπολογικών χώρων και X =
∏
i∈I

Xi

µε την καρτεσιανή τοπολογία, τότε η συνάρτηση προβολής στην i-συντεταγµένη είναι (συνεχής) ανοικτή

απεικόνιση, αλλά όχι αναγκαία και κλειστή απεικόνιση. Η ακόλουθη Πρόταση µας δείχνει ότι στην περίπτωση

του γινοµένου δύο τοπολογικών χώρων, η συµπάγεια µπορεί να εξασφαλίσει την κλειστότητα των προβολών.

Πρόταση 9.2.3. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και Y συµπαγής τοπολογικός χώρος. Η προβολή (στην πρώτη

συντεταγµένη) π1 : X × Y → X είναι κλειστή συνάρτηση.

Απόδειξη: ΄Εστω F ένα κλειστό υποσύνολο του X ×Y . Θα δείξουµε ότι το σύνολο π1(F) είναι κλειστό, ή

ισοδύναµα ότι το σύνολο X \ π1(F) είναι ανοικτό. ΄Εστω x ∈ X \ π1(F). Τότε ({x} × Y ) ∩ F = ∅, δηλαδή

{x} × Y ⊆ (X × Y ) \ F.

Το σύνολο (X ×Y ) \ F είναι ανοικτό, εποµένως από το Λήµµα του Σωλήνα, υπάρχει ανοικτή περιοχή V του

x, µε

{x} × Y ⊆ V × Y ⊆ (X × Y ) \ F.

Τότε x ∈ V ⊆ X \ π1(F). ΄Αρα το X \ π1(F) είναι ανοικτό σύνολο.

4Το σύνολο V × Y συχνά καλείται «σωλήνας» περί το «ϕλοιό» x0 × Y .
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Πρόταση 9.2.4. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος και Y ένας συµπαγής χώρος Hausdorff. Μία συνάρτηση

f : X → Y είναι συνεχής αν και µόνο αν το γράφηµα

Gr( f ) = {(x, f (x)) : x ∈ X }

της f είναι κλειστό υποσύνολο του X × Y .

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω ένα δίκτυο (xλ , f (xλ ))λ∈Λ από στοιχεία του Gr( f ), τέτοιο ώστε (xλ , f (xλ )) →
(x, y) ∈ X × Y . Τότε, έχουµε προφανώς ότι xλ → x και f (xλ ) → y. ΄Οµως η f είναι συνεχής, άρα

f (xλ ) → f (x), και αφού ο Y είναι χώρος Hausdorff, έπεται ότι y = f (x). ∆ηλαδή (x, y) = (x, f (x)) ∈
X × Y . ΄Ετσι έχουµε ότι το Gr( f ) είναι κλειστό σύνολο.5

(⇐) ΄Εστω ότι το γράφηµα Gr( f ) της f είναι κλειστό σύνολο. Τότε αν F ⊆ Y είναι ένα κλειστό σύνολο,

αφού η προβολή στη δεύτερη συντεταγµένη π2 : X × Y → Y είναι συνεχής απεικόνιση, έχουµε ότι το

σύνολο π−1
2 (F) είναι κλειστό υποσύνολο του X × Y , άρα και το Gr( f ) ∩ π−1

2 (F) είναι κλειστό σύνολο.

Τώρα, από την Πρόταση 9.2.3, η προβολή στην πρώτη συντεταγµένη π1 είναι κλειστή απεικόνιση, άρα

το σύνολο π1(Gr( f ) ∩ π−1
2 (F)) είναι κλειστό υποσύνολο του X . ΄Οµως εύκολα διαπιστώνει κανείς ότι

π1(Gr( f ) ∩ π−1
2 (F)) = f −1(F) (ελέγξτε το). Εποµένως η f αντιστρέφει κλειστά σύνολα σε κλειστά

σύνολα, συνεπώς είναι συνεχής.

Πρόταση 9.2.5. ΄Εστω X,Y συµπαγείς χώροι. Τότε ο χώρος X × Y µε την καρτεσιανή τοπολογία είναι

συµπαγής χώρος. Επαγωγικά, το καρτεσιανό γινόµενο πεπερασµένου πλήθους συµπαγών χώρων, µε την

καρτεσιανή τοπολογία, είναι συµπαγής χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω U = (Ui)i∈I ένα ανοικτό κάλυµµα του X × Y . Για κάθε x0 ∈ X , έχουµε ότι ο

«ϕλοιός» {x0} × Y είναι συµπαγής χώρος που καλύπτεται από το ανοικτό κάλυµµαU , επόµενως υπάρχει

πεπερασµένο υποκάλυµµα Ux0 ⊆ U που να καλύπτει το «ϕλοιό» {x0} × Y , δηλαδή {x0} × Y ⊆
⋃
Ux0 .

Από το Λήµµα του Σωλήνα, υπάρχει ανοικτή περιοχή Vx0 του x0, ώστε

{x0} × Y ⊆ Vx0 × Y ⊆
⋃
Ux0 .

΄Ετσι, για κάθε x ∈ X έχουµε επιλέξει µία ανοικτή περιοχή Vx του x, τέτοια ώστε ο «σωλήνας» Vx × Y να

καλύπτεται από πεπερασµένα στο πλήθος στοιχεία του καλύµµατοςU .

Η οικογένεια V = (Vx)x∈X αποτελεί ένα ανοικτό κάλυµµα του χώρου X , ο οποίος είναι συµπαγής.

΄Αρα η V έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα, δηλαδή υπάρχουν στοιχεία x1, x2, . . . , xk ∈ X , τέτοια ώστε

X = Vx1 ∪ · · · ∪ Vxk . Αφού τα αντίστοιχα υποκαλύµµαταUx1 ,Ux2 , . . . ,Uxk τουU είναι πεπερασµένα, η

υποοικογένεια τουU

U0 = {U ∈ U : U ∈ Uxi για κάποιο i = 1,2 . . . , k} = Ux1 ∪ · · · ∪ Uxk

είναι πεπερασµένη και αποτελέι κάλυµµα του X × Y , αφού

X × Y ⊆

 k⋃
j=1

Vxi j

 × Y =
k⋃

j=1

(Vxi j × Y ) ⊆
k⋃

j=1

(⋃
Uxi j

)
=
⋃
U0.

΄Ετσι, το κάλυµµαU έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα, άρα ο X × Y είναι συµπαγής χώρος.

Σε αυτό το σηµείο είναι ϕυσιολογικό να αναρωτηθεί κανείς αν ισχύει το ανάλογο της Πρότασης 9.2.5

για άπειρες οικογένειες συµπαγών χώρων. Η απάντηση είναι ϑετική, αλλά η απόδειξη αυτού του εξαι-

ϱετικά σηµαντικού αποτελέσµατος δεν είναι εύκολη. Για την απόδειξη του ανάλογου αποτελέσµατος για

5Παραρατηρούµε ότι για αυτή την κατεύθυνση του ισχυρισµού δεν απαιτείται η υπόθεση της συµπάγειας του Y . ∆ηλαδή

ισχύει γενικά ότι αν µία συνάρτηση παίρνει τιµές σε ένα χώρο Hausdorff, το γράφηµά της είναι κλειστό σύνολο.
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συνεκτικούς χώρους (Θεώρηµα 8.1.12), η περίπτωση του αυθαίρετου γινοµένου ανάγεται µε ένα απλό

επιχείρηµα στο γινόµενο πεπερασµένου πλήθους συνεκτικών χώρων. ΄Οµως η τεχνική αυτή καθίσταται

ανέφικτη όταν κανείς καλείται να αποδείξει ότι το καρτεσιανό γινόµενο µίας αυθαίρετης οικογένειας συ-

µπαγών χώρων είναι συµπαγής χώρος. Εποµένως, κρίνεται αναγκαία η χρήση διαφορετικών µεθόδων

επίλυσης του προβλήµατος αυτού. Στην ακόλουθη παράγραφο παρουσιάζουµε δύο τέτοιες µεθόδους.

9.3 Το Θεώρηµα Tychonoff

Παρατήρηση 9.3.1. ΄Εστω (Xi)i∈I µία οικογένεια τοπολογικών χώρων, τέτοια ώστε ο χώρος X =
∏
i∈I

Xi να

είναι συµπαγής. Τότε κάθε χώρος Xi είναι συµπαγής (αφού η αντίστοιχη προβολή πi : X → Xi είναι

συνεχής και επί).

Λήµµα 9.3.2. ΄Εστω X ένας µη συµπαγής τοπολογικός χώρος. Τότε υπάρχει ανοικτό κάλυµµα U0 του X ,

χωρίς πεπερασµένο υποκάλυµµα, µε την ιδιότητα

Αν n ∈ N και V0,V1, . . .Vn ⊆ X ανοικτά, ώστε

n⋂
k=1

Vk ⊆ V0 και V0 ∈ U0, τότε υπάρχει

k ∈ {1, . . . ,n} ώστε Vk ∈ U0.

Απόδειξη: Θεωρούµε το σύνολο

Σ = {U : U ανοικτό κάλυµµα του X χωρίς πεπερασµένο υποκάλυµµά}

Τότε Σ , ∅, αφού ο X δεν είναι συµπαγής. Προφανώς το (Σ,⊆) είναι ένα διατεταγµένο σύνολο. Θα

δείξουµε ότι ικανοποιείται η υπόθεση του Λήµµατος του Zorn, δηλαδή ότι κάθε αλυσίδα στο Σ έχει µέγιστο

στοιχείο. ΄Εστω µία µη κενή αλυσίδα C = {Uj : j ∈ J} ⊆ Σ. ΘέτουµεU =
⋃
j∈J

Uj . Τότε, προφανώς τοU

είναι ένα ανω ϕράγµα της αλυσίδας, συνεπώς αρκεί να δείξουµε ότιU ∈ Σ.

Προφανώς το U είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του X κι επιπλέον αν {U1,U2, . . .Un} ⊆ U τότε υπάρχει

ένα ανοικτό κάλυµµα Uj0 ∈ C µε {U1,U2, . . .Un} ⊆ Uj0 (γιατί;) και αφού Uj0 ∈ Σ, έχουµε ότι το

{U1,U2, . . .Un} δεν είναι ένα (πεπερασµένο) κάλυµµα του X . ΄Αρα το ανοικτό κάλυµµα U δεν έχει

πεπερασµένο υποκάλυµµα κι εποµένως U ∈ Σ. ΄Ετσι, από το Λήµµα του Zorn έχουµε ότι η οικογένεια Σ

έχει ένα µεγιστικό στοιχείο, έστωU0.

Ισχυρισµός. Αν έχουµε ένα U ⊆ X ανοικτό µε U < U0, τότε υπάρχει n ∈ N και U1, . . .Un ∈ U0 ώστε

X = (U1 ∪ · · · ∪Un) ∪U .

Πράγµατι, έχουµε ότι το {U } ∪U0 είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του X , γνήσια µεγαλύτερο από τοU0. Από τη

µεγιστικότητα τουU0, έπεται ότιU0∪{U } < Σ, δηλαδή ότι το ανοικτό κάλυµµα {U }∪U0 έχει πεπερασµένο

υποκάλυµµα. Συνεπώς, υπάρχουν n ∈ N και U1, . . .Un ∈ U0 ώστε X = (U1 ∪ · · · ∪Un) ∪U .

∆είχνουµε τώρα ότι τοU0 έχει την επιθυµητή ιδιότητα. ΄Εστω n ∈ N και V0,V1, . . . ,Vn ⊆ X ανοικτά σύνολα,

µε

n⋂
k=1

Vk ⊆ V0. Υποθέτουµε ότι Vk < U0 για k = 1, . . . n και ϑα αποδείξουµε ότι V0 < U0. Αφού Vk < U0,

από τον ισχυρισµό έχουµε ότι υπάρχει nk ∈ N και U k
1 , . . .U

k
nk ∈ U0, ώστε X = (U k

1 ∪ · · · ∪U k
nk ) ∪ Vk , για

k = 1, . . . n. Τότε (εξηγήστε γιατί):

X =
n⋃

k=1

(U k
1 ∪ · · · ∪U k

nk ) ∪

(
n⋂

k=1

Vk

)
=

n⋃
k=1

(U k
1 ∪ · · · ∪U k

nk ) ∪ V0.
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Αφού U k
1 , . . .U

k
nk ∈ U0 για k = 1, . . . n, και το ανοικτό κάλυµµαU0 δεν έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα,

έπεται ότι V0 < U0.

Λήµµα 9.3.3. ΄Εστω (Xi)i∈I οικογένεια τοπολογικών χώρων κι έστω ότι ο χώρος X =
∏
i∈I

Xi δεν είναι

συµπαγής. Τότε, υπάρχει i0 ∈ I , ώστε

Xi0 =
⋃
{W ⊆ Xi0 : W ανοικτό στο Xi0 και π−1

i0
(W ) ∈ U0},

όπουU0 είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του X , όπως περιγράφεται στο Λήµµα 9.3.2.

Απόδειξη: ΄Εστω, προς άτοπο, ότι το Ϲητούµενο δεν ισχύει. Τότε, για κάθε i ∈ I , υπάρχει ένα yi ∈

X \
⋃
{W ⊆ Xi0 : W ανοικτό στο Xi0 και π−1

i0
(W ) ∈ U0}. ΄Ετσι ορίζεται ένα στοιχείο y = (yi)i∈I ∈ X .

Αφού τοU0 είναι ένα ανοικτό κάλυµµα του X , υπάρχει ανοικτό σύνολο V ∈ U0, µε y ∈ V . Αφού το V είναι

ανοικτό σύνολο, υπάρχει ϐασικό ανοικτό σύνολο B (από την κανονική ϐάση της καρτεσιανής τοπολογίας),

ώστε y ∈ B ⊆ V . ΄Εχουµε λοιπόν ότι :

B =
n⋂

k=1

π−1
ik (Wk ), όπου κάθε Wk είναι ανοικτό στο Xik , για k = 1 . . . n,

άρα

n⋂
k=1
π−1

ik (Wk ) ⊆ V . Επιπλέον, τα σύνολα π−1
ik (Wk ) (για k = 1, . . . n), V είναι ανοικτά και V ∈ U0.

΄Αρα από την επιλογή του καλύµµατος U0, έπεται ότι υπάρχει ένα k ∈ {1, . . . ,n} ώστε π−1
ik (Wk ) ∈ U0.

Εποµένως, y ∈ B ⇒ y ∈ π−1
ik (Wk ) ⇒ yik ∈ Wk , πράγµα που έρχεται σε αντίφαση µε την επιλογή του yik .

Θεώρηµα 9.3.4 (Tychonoff). Αν (Xi)i∈I είναι µία οικογένεια συµπαγών τοπολογικών χώρων, τότε ο χώρος

X =
∏
i∈I

Xi είναι συµπαγής.

Απόδειξη: Θα δείξουµε ισοδύναµα ότι αν ο χώρος X δεν είναι συµπαγής, τότε υπάρχει i0 ∈ I ώστε ο

χώρος Xi0 να µην είναι συµπαγής. Αφού ο X δεν είναι συµπαγής, από το Λήµµα 9.3.3, έχουµε ότι υπάρχει

ένα i0 ∈ I , ώστε η οικογένεια

W = {W ⊆ Xi0 : W ανοικτό στο Xi0 και π−1
i0

(W ) ∈ U0}

να είναι ανοικτό κάλυµµα του Xi0 .

Αν W1, . . . ,Wn είναι στοιχεία αυτού του καλύµµατος, τότε π−1
i0

(W1), . . . , π−1
i0

(Wn) ∈ U0 κι επειδή το U0
δεν έχει πεπερασµένο υποκάλυµµα, έχουµε ότι

X ,
n⋃

k=1

π−1
i0

(Wk ) = π−1
i0

(
n⋃

k=1

Wk

)
.

΄Αρα

n⋃
k=1

Wk , Xi0 , αφού η προβολή πi0 : X → Xi0 είναι επί. Εποµένως το ανοικτό κάλυµµαW δεν έχει

πεπερασµένο υποκάλυµµα, συνεπώς ο χώρος Xi0 δεν είναι συµπαγής.
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