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‘Adeleg Xpriong

o To napdv eknaideutikd UNIKS undkerral oe ddeleg xpriong Creative Commons.

o [a eknaideuTikd UNIKO, Onwg elKOVeG, Mou undkeiral oe AMNou TUnou adelag xprong, N adeia xpnong
avagéEépeTal pNTwG,.

E00
Xpnuaroddémon

o To napdv eknaideutikd UANIKO €xel avanmuxBei ota NAQioia Tou eknaideuTikoU €pyou Tou JIdACKoVTA.

o To épyo «Avoiktd Akadnuaikd MaBnuara oto Maveniomuio ABnvwv» €xel xpnuarodotnoel udvo
avadiauopPwon Tou eknaideutikoU UAIKOU.

e To épyo ulonoleital oto MAdicio Tou Enixeipnoiakou Mpoypduparog «Eknaideuon kail Aia Biou Maé-
Bnon» kal cuyxpnuarodorteital and v Eupwnaikn ‘Evwon (Eupwnaikd Koivwvikd Tapeio) kar and
€6vikoUg nNépoud.

EMIXEIPHZIIAKO NMPOMPAMMA

EKMAIAEYZH KAI AIA BIOY MAGHEH — wee? EznA
TIOYPIEID MAAEIAT AIA BIOY MAGHEHE KAI GPHEKEYMATON E=S] C [ wérsows o ovinss
Evpwnaikr Evwon EIAIKH YNHPEZIA AIAXEIPIEHE
T2 Me tn ouyxpnpaToséTnon e EAMSag kat T Eupunaixi Evwons
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8 ZIuvekmnkomra

8.1 Iuvekmkoi X@pol

O opIoudG TNG CUVEKTIKOTNTAG €ival, JAAOV, PUCIOAOYIKOG. ©a éNeye Kaveig OTl €vag TOMOAOYIKOG XWPOG
dlacndral, av Jrnopei va ekppactei wg Eévn évwon dUo avoiKtwy cuvolwyv. Av autd eival aduvaro, o
XWEOG Ba xapaktnpileral and pia 1Ioxupn €évvola «cuvoxng». And aut TNV anin 1I9€a KATtaAryel Kaveic otov
TUMIKO OPICHO.

OpIopdc 8.1.1. ‘Evac rornoAoyikdc xwooc X KaAeiral SUVEKTIKAS av Sev undpxouv dUo N KeVA, QVOIKTd,
&éva ueraku toug unoocuvora A, B tou X, wore X = A U B. Eva unooUvoAo eVAG TOMOAOYIKOU XWOOoU
KaAAEITal CUVEKTIKO, AV €ival CUVEKTIKOG XWOEOG UE TN OXETIKI) ToroAoyia.

Napampnon 8.1.2. Eivai ca@éc dn évac tonoAoyikdeG xwpoc X eival OUVekTIKAG av dev undpxouv U0 un
Keva, KA€IoTq, &Eéva ueta&u rouc urioouvoAda A, B tou X, wore X = AU B.

Mapdt o opioudg divel pia kKaAry dDIacenTikr NPOCEYYIoN TG €vvoiag, ouxvd dev eival eUxpnoTog yia va
eléyEel kaveig TN cuvekTIKOTNTa evog TornoAoyikoU xwpou. H akdouBn Mpdtaon uag npoogépel kanoia
ENIMAEOV KPITMPIA.

Npéraon 8.1.3. Forw évac ronoAoyikdg xwpoc X. Ta akdAouba eival icodUvaua:

) O X eival CUVEKTIKOG XWEOG.
(i) Ta uéva urnoouvoAa tou X rou e€ival cuyxodvwe avoikid kai kAeiord eivarta 0, X .

(i) Aev undpxel cuvexng kai eni ouvapmnon f : X — {0,1} (énou 10 {0, 1} eivar epodiacuévo ue
Siakpirr ToroAoyia).

AnddeiEn: ()= (i) ‘Eotw éva A C X 10 onoio eival cuyxpdvws avoiktd kai khelotd. Tote X = A U A,
énou ta A, A€ eival avoiktd kai £éva petakU toug. ‘Ouwg o X eival cuvektikdg, dpanpénel A = 0 A€ = (.
Ernopévwg A =0 A = X.

(D= Av undpxel f : X — {0,1} cuvexig kal eni cuvdptnon, 161€ TO CUVOAO A = f‘l({O}) eival
avolktd, KAeIoTd. Apou n f eival eni, éxoupe 6m A # O kail A # X, npdyua drono. Enopévwg, dev undpxel
Té1010 cuvdpmon f.

(iD= Av o xwpog X dev eival CUVEKTIKOG, UNdpXouVv Jn Kevd, avolktd kal §€va PetatU Toug oUvoia
A,B C X, wore X = AU B. Tdre, n xapakipioTikr) cuvapmon tou A, x4 : X — {0,1}, eival cuvexng kai
eni (yiat;), npdyua drono. ‘Apa o X eival cuvekTikog,.

Napadeiyuara 8.1.4. (a) To oUvoAo Twv PNTWV apIBUwWv Sev eival cuvekTké unooUuvoAo Tou R, apou
Q = (—00,a) U (a,+0) yiakdBe a € R\ Q.

(B) O xwpoc Tou Sierpinski (Mapadeiyua 1.1.5 (y) ) eivai cuvektikdg, apou dev undpxouv un Keva, &va,
QVOIKTA UNooUVOAQ fou N €Vwor) ToUuG va IcoUTal [UE TO XWEO.

(v) O xwpoc Rg Sev eival CUVEKTIKOG, apou To oUvoAo (—oo,a] eival ouyxpdvwe avoikTo Kal KAEIOTO, yia
kdBe a € R.
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©ewpnua 8.1.5. MNa kdBe a,b € R, ue a < b, 1o kAeiord didomua [a, b] eivai ouvekniké odvolo.

AnddeiEn: Av a = b, 161€ 10 didomnua [a, b] eival povooUvolo, To ornoio eival MPOPAVXCS CUVEKTIKO.
‘Eotw 6mn a < b. YnoBérouue, npog daroro, ot 10 [a, b] dev eival cuvekTikd olvolo, SnAadr| 1 undpxouv
M Kevd, KAeIoTA Kal §éva ueTakU toug ouvoha A, B C [a, b], wore [a,b] = A U B. To civolo A eival un
KeVO. KAEIOTO KAl PPAYUEVO, enopévwg undpxel 1o s = sup A € A (a < s < b). AvunoBécoupe ot s # b,
agou 1o A eival cuyxpovwg avolktd cuvolo, undpxel éva € > 0, wote (5,5 + €) € A. Autd dpwg eival
aduvaro, agou 1o1e Ba eixaue ot s < s + % € A. 'Apa s = b € A. Eviehwg avdloya, deixvel kaveig ot
supB = b € B,dnhadn 61 b € AN B, npdyua drono. Enopévwg 1o cuvolo [a, b] eival cuvekTiko.

NMpdraon 8.1.6. H évwon KABe OIKOyEVEIaG OUVEKTIKWV UMOCUVAAWY eVAC TortoAoyikoU xwpou X, e un
kevn Toun, €ival ouvektké ouvodo. AnAadn, av kdBe A; C X eival ouvektikd ouvolro, yia i € I, kai

() A; # 0, 161 10 OUVoAO | A; €eivar ouvekTikd.
i€l i€l

Anddein: Agou (| A; # 0. undpxel xg € () A;. Eotw pia ouvexng ouvdpmon f @ |J A; — {0,1}.
iel iel iel
AQoU kdBe A; eival ouvekTikd oUvolo, kaBe f 4, eival otaBepr kaiion pe f(xg) (apou xg € A;, yia kdBe
i € ). 'Apan f eival otaBepr) kal kard cuvénela, Oxi eni. AnAadr), dev undpxel CUVEXNG, eni cuvAapTnon
f:UJAi = {0,1}. Enopévwg 10 clvoro | A; eival cuvektiké.
iel iel

Q¢ népioua Twv NAPAndvw, UNoPoUE va EXOUUE TNV TAgIVOUNoN TwV CUVEKTIKWY UNocuvolwy Tou R (ue
N GuVrBn ToroAoyia).

Népiopa 8.1.7. O tororoyikdc xwpoc R eivar ouvektikdg. ErinAéov ra ouveknikd urioouvoAa tou R eivai
aKpIBwe Ta diactriuara (ue nenepacuéva i dneipa dkea)' .

Anddein: O xwpog R eival ouvektikég, apod R = |J[-n,n] kar ([-n,n] = [-1,1] # 0 (ya m
n=1 n=1

OUVEKTIKOTNTA OAwV Twv dilaoctnudtwy Tou R epydletal kaveig evieAwg avdloya). ‘Eotw éva A C R, 10
ornoio dev eival didotnua, dnAadn undpxouv X,y € Auye x < ykalz e Ruye x < z <y, wore z ¢ A. Tére
Ta oUvoAa A] = AN (—00,7), Ay = AN (z,+00) eival avoiktd oto A, §éva, un kevd (x € Ay kal 'y € Ap)
kar A = A1 U Aj. ‘Apa 10 oUvoro A dev eival cuvekTikd. Enopévwg, kdBe Guvektikd unoouUvolo Tou R
eival didotnua.

H akdiouBn Mpdraon pag e&nyei o1 av oe €va cuvekTkd cUVONO MPooBEcoupe Kanola and Ta opiakd Tou
onueia, To cUvoAo nou npokunTtel e§akoAouBei va eival CUVEKTIKO.

Npédraon 8.1.8. Eotw X évag ronoAoyikée xwpoc kar A,B C X.

) Avro A eivai ouvektiké kat A € B C A, 161€ kai 10 B eival OuvekTIKO.

(i) Av 10 A eival ouvekTikd, 101€ kal To A €ival CUVEKTIKO.

Anédeign: (i) ‘Eotw pia ouvexig ouvdptnon f : B — {0,1}. Agpou 1o A eival cuvektkd, n f|a eivai
orabepn). Enopévwg, 10 f(A) C {0,1} eival ypovoouvoro. ‘Apa kai 1o f(A) eival ygovoouvoro. ‘Opwg n f
eival cuvexng, dpa

f(B) = f(A) € F(A)

TYhevBupitoupe &m éva I, unoolvolo Tou R, kahefral SIdomua av yia kdBe x,yel,pex <y kazeR pex<z<y,
éneral 6mn z € 1. Anotelei aniry doknon va eAéytel kaveig on 1a diacmuara Tou R eival ta clivola 1ng popeng: [a,a] = {a}
via a € R, [a,b]. (a,b], [a,b). (a,b) yia a,b € R pye a < b, (a,+), [a,+o0) yia a € R, (-=00,b), (—c0,b] yia b € R kai 10
R = (=00, 400).
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(érnou n kAeiotéNTa TOoU A AauUBAVETal WG MPOG TN OXETIKA TornoAoyia Tou B). Iuvenwg, 1o f(B) eival
MovoouUvolo, dnAadn n f dev eival eni. ‘Apa 10 B eival cuvekTikd cUVOAo.

(if) Eival dueoco and 1o (), yia B = A.

Napampnon 8.1.9. To avriotoogpo ¢ Modraonc 8.1.8(i) dev eival aAnBéc, dnAadri urdpxel CUVEKTIKS
OUVOAO UE MUKV, [N CUVEKTIKO urnoouvoAo. ‘Eva anAd napadelyua anoTeAE] TO N CUVEKTIKO CUVOAO TwV
entwv Q wg unoouvoAo NG (CUVEKTIKAG) NEAYUATIKING euBeiag.

Atiel va onueiwcoupe Ol O GUVEXEIG CUVAPTNCEIG JETAEU TOMOAOYIKWV XWPWY «GERBOVTAI» TA CUVEKTIKA
ouvoAa. ISiditepa, av évag ToNoAoYIKOG XwEog X €ival CUVEKTIKOG, TOTE KABE TOMOAOYIKOG XWPOG OJOIO-
HOPQPIKOG Mpog Tov X eival GUVEKTIKOG. TUuvenelia autg TG 1I010ThTag anoteAei 1o ©ewpnua evaiaueons
TIHNG.

Npdraon 8.1.10. H eikdva evdg ouvekTikoU ToroAoyikoU XWoou uéow uiag ouvexoUs ouvdptnong eivai
OUVEKTIKOG TOMOAOYIKOG XWEOC.

Anédeign: ‘Eotw X,Y tornoloyikoi xwpol, ye Tov X va eival ouvektikdg. ‘Eotw ouvdpmnon f 1 X — Y
ouvexng kai eni. YnoBéroupue, npog drono, 6m o Y dev eival cuvektikdg. ‘Apa Ba undpxel CUVEXNG Kal
eni cuvdpmon g : ¥ — {0,1}. Tére n ouvdpmon go f : X — {0, 1} eival cuvexng kai eni, npdyua rnou
€pxeTal o€ avtipaon e 10 611 0 X eival CUVEKTIKOG. EMouévwg, o xwpog Y ogeilel va eival GUVEKTIKOG,.

Népiopa 8.1.11 (Gewpnua Evdidueong TiuAG). Eotw X OUVEKTIKSG ToroAoyIkSG xwpog kai | X — R uia
ouvexnc ouvdptnon. H exdva f(X) C R eivar didomua.

AnddeiEn: And v Mpdraon 8.1.10, n ekdva eival cuvektkd unoouvolo Tou R, dpa eivar didomua
(Moépiocua 8.1.7).

Eival puciohoyikd va avapwtnBei kaveig yia TNV aAANAenidpaon TNG CUVEKTIKOTNTAG E TO YIVOUEVO TOMOAO-
YIKQV xwpwv. Eival eppaveég ot av 1o kapteoiavo yIVOUEVO HIAG OIKOYEVEIQS TOMOAOYIKWY XWPWV (X;)ier
€ival CUVEKTIKOG XWPOoG, TOTE KABE xwpog X; oeilel va eival cuvekTKOg (apou n avrioToixn NEoBOAN 7;
eival cuvexng Kai eni cuvdptnon). To avricTpo@o eival eniong aAnNBEG KAl anoTunwveTal oTo akOAouBo
©ewpnua.

©ewpnua 8.1.12. Fotw (X;);e; Mia oKoyévela un KEVWV KAl OCUVEKTIKWV TOMOAOYIKWV XwpwVv. O XWpoG

ywduevo X = [[ X; eivar ouvekmikdg.
iel

AnédeiEn: Apxikd 8a deifoupe 1o {nToupevo unoBéroviag ot 1o I eival nenepacuévo ouvolo. MANioTa,
apkei va 1o deifoupe yia |I| = 2 (o {ntoupevo yia kaBe nenepacuévo I €netal 6Tn CUVEXEIA e enaywyn).
‘Eotw X kal Y ouvekTikoi TormoAoyIkoi Xwpol kal €0Tw éva oToixeio (xg, yg) € X XY. NakdBe x € X Bétoupe
TO OUVOAO

Ay = ({x} XY) U (X X {yo})

Ta oUvoha {x} X Y, X X {yg} eival ouvektka (wg cuvexeig ekdveg Twv X kal Y avriotoixa) kar X X

{vo} € ({x} xXY) N (X X {yo}). Enopévwg, 10 A, eival ouvekkd olvoro. Akdun, (xo,y0) € [ Ax Kai
xeX
X XY = | Ay ‘Apa, o xdpog X X Y eival cuvektikdg.

xeX

MNa ™ yevikn nepintwon, eniréyouue éva ortoixeio 7 = (z;)ie; € X Kal yia kG8e J C I nenepaocuévo,
B€Toupe To CUVOAO
Xj={x=(x;)ies € X: x;=ziyakdeeie€l\ J}.
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Mapampoupe &1 1o civoro X eival opolopop@ikd pe 1o ouvoro [ X;, To onoio eivar cuvekTkd, wg
ieJ

NENEPACHEVO YIVOUEVO CUVEKTIKWV XWPwV. AnAadn, kGBe X ; eival ouvekTiko. Eniong, éxouue 61z € X

yia k&Be nenepacuévo J C I, dpa n toun Twv cuvoiwv X eival un kevry. Enouévwg 1o cUvolo

Y = U{XJ . J C I nenepaouévo}

eival ouvekTikd. ANA 1o cuvoro Y eival nukvd oro X (yiari;). And v Mopdrtaon 8.1.8 éxoupe 61 o X eivail
OUVEKTIKOG XWPOG.

KAeivoupe autr Tnv napdypa®o KAvoviag avagopd o€ Wia dIa@opeTikr) €évvolia CUVEKTIKOTNTAG, N onoia
yevikeUel Katd oucIiaoTikd TodMo TN CUVEKTIKOTNTA Twv diacTnudrwy Tou R.

Opioudg 8.1.13. Eorw évag rorodoyikés xwpog X kai x,y € X. Eva povordrn tou xwpou X, and 1o x oro
v, €ival yia ouvexrig ouvdprmnon f : [a,b] — X, érnou a,b € R ye a < b, wore f(a) = x kar f(b) =y. O
X kaAeirtal kard ovornana CUVEKTIKOG av KABe SUo onueia Tou Xwpoou cuvSéovral e KArolio Jovorar oto
X.

Napampnoelg 8.1.14. (a) Av évac TornoAoyikAG xwpoc X eival Kard povondna CUVEKTIKOG, TATe eival Kai
ouvektikog. [Mpdyuan, éotw npog drono, omn undpxel uia didonaon tou xwpou X = AU B (drou 1a
A,B C X eivai avoktd ue AN B = (). Eorw éva uovondn oro X, f : [a.b] — X. To f(la,b)]) eivai
OUVEKTIKO UNooUVoAo Tou X, wG OUVEXNG €IKOVA OUVEKTIKOU CUVOAOU, dpa rnepiExeTal €EGAOKANPOU eife
oro ouvoAo A, eife oto ouvodo B. Ernouévwe, dev undpxel uovorndn rou va ouvdéel onueia tou A ue
onueia tou B (yiari:), npdyua nou épxeral oe avripaon JUe v undéBeon on o xwpeog eival kard uovordrna
OUVEKTIKOG.

(B) H eikdéva evog kard ovornana CUVEKTIKOU TOMOAOYIKOU XWEOoU UECW HIag ouvexoUusg ouvdaptnong €i-
val Kard Jovordrna CUVEKTIKOG TOMOAOYIKOG XWEoG. AUTO eival Aueco, KaBwes N CUVEXNC EIKOVA eVOg
uovonarou e€ivail yovornadrn (CUUNANPWOTE TIG AEMTOUEPEIEG).

(v) Q¢ nedio opicuoU evog ovonaroU HUnopoure va Bewpnoouue orolodnnore KAeIoTo didotnua uag
efunnperei (apou dAa ta kAelord diaoriuara tou R eival ouolouop@ikd ueta&u rouc).

Napadeiyuara 8.1.15. (a) H kAeiorr) yovadiaia undAa tou EukAeidiou xwpou R”, B" = B"(0,1) = {x €
R™ : ||x|» £ 1} eivai kard uovondria cuveknikd ouvolo. lMNodyuar, yia x,y € B" opifouue ™ ouvdprnon

f:[0,11>R" wpe f(t)=(1—-1t)x+1y.?

H f eivai ouvexnig karyiakdbet € [0, 1] éxouue on || f ()|l < (1-t)||x|l2+2]||yll2 < 1, dpa f([0,1]) € B".
Ernouévwe n f eivai éva uovonadrn ¢ B" and 1o x oro y. Me avaloyo enixeipnua deixvel kaveic or kdBe
avoIKTr) Kal KABe kAeiorr) uridia tou R eivar kard povordna cuvekniké ouvoAo.

(B) (the topologist’s sine curve) Opifoupe To unoouvoro Tou R2,

S={(x,nul): xe 11}

AoU 10 ouvoio S eivar ouvexric eikéva rou ouvekTikou ouvorou (0, 1], eivar kai 1o iSio ouvekTikd ouvoAo.
Erouévwe, n kAeiotémid tou, S C R? eivar enionc ouvekmiké oUvoro. MAANIOTA, eUkoAa EAEYXE! Kaveic
énS = SU ({0} x [-1,1]). ©a Seiouue 1 10 clvoro S Sev elval kard povondmna CuvekTkd, dpa To
avriorpo@o ¢ MNaparmpnong 8.1.14(a) dev eival aAnBéc.

‘Eotw, npog drono, o undpxel éva yovonan f : [a,c] — S riou va ouvdéel v qpxri Twv aévwv ue éva
onueio tou S. To ouvoho {t € [a,c] : f(t) € {0} X [-1,1]} eival kAeioTS KaI pEayueEvo, cuvenwe SIaBETe!

2y ouvdpTnon f NapaueTpIKonolei To euBUyPAPUo TUAKA NMou cuvdéel Ta onueia x, y

‘Epyo: Kevipikd Mntpwo EMNVIKwV Avolktwv MaBnudrwy Yehida 7
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éva peyioro oroixeio b, ue b < ¢ (yiari;). Tdre, o nepiopiouds me f oro didomua [b,c] aneikovilel To
onueio b oce éva onueio Tou ouvorou {0} X [—1,1] kar f((b,c]) € S. Na Adyouc anAdrag, unopouue va
unoBéooupe o 1o didotnua [ b, c] eivai o didomua [0, 1]. Exouue én n ouvdpmon f eival tnG uop@rig
f(@t) = (x(2),y()). Tore x(0) =0, x(t) > 0 ka1 y(t) = np(ﬁ) yia kéBe t > 0. ‘Ouwg, av ndpel kaveig
uia akoAoubia (t,)nen pE t, — 0 kal y(t,) = (—1)" (karackeudore pia Térola akoAouBia), Ba €xouue O
n akoAouBia y(t,) de ouykAivel, mpdyua rou €pxeral oe avripaon Ue T ouvéxela ing f.

8.2 ToniK& CUVEKTIKOI XWPOI KOl GUVEKTIKEC CUVICTWOEC

TNV Nepintwon nou €xoule €va Pn CuvekTIKO TornoAoyiko xwpo X, undpxel évag QUCIOAOYIKOG TpoMog va
Tov dlacndcoupe oe cuvekTKA () Kard uovondmna CUVEKTIKA) UNoCUVOAG Tou.

Opiopdg 8.2.1. Eorw évac rornoAoyikdg xwpoc X. Opifouue uia oxéon oto X 8éroviag:
X ~ y & undpxel OUVEKTIKOG undxwpog Tou X rou va NeEPIEXE! TA X, Y.

H '~ eivar uia oxéon icoduvauiac oro X (yiar:) kai ol KAAoeIC I008uvauiac TNG KAAOUVTAI CUVEKTIKEG
ouvioTwoeg Tou X.

Ol CUVEKTIKEC CUVICTWOEG €VOG TOMOAOYIKOU XWPEOU MeEPIyPA@ovTal KaAUTEPa and 1o akOAouBo ©ewpnua.

Oepnua 8.2.2. O1 CUVEKTIKEG OUVIOTWOEG eVAG ToroAoyikoU xwpou X eivar Eévol ouvekTikoi unéxwool
Tou X, 1éroiol WoTte n évwori Toug va eivai o idIoG o xweog X, KaBwe Kai KABe CUVEKTIKO UrNoCUVOAO Tou
X va 1éuvel akpiBwe Uia CUVEKTIK) CUVIOTWOA.

AnddeiEn: Q¢ KAAoEIG 1I00dUVapiag, Ol CUVEKTIKEG OUVICTWOEG eival Eéveg Kal n évwor) Toug eival o
xwpog X. 'EoTw éva Tuxov ouvektkd A C X (ue A # 0). Tére, yia éva x € A, 10 A T€UVEI TN CUVEKTIKA
OUVIOTWOA Mou nepiéxel 1o x. ‘Eotw, npog drono, 61 10 A 1éuvel dUo dIapopETIKESG CUVEKTIKES CUVIOTWOEG,
éotw Cy, Cy, kai éotw onueia x; € ANC kal xo € ANCy. Téte and Tov opIoud TG ~ Xoupe ATl X1 ~ X7.
Yuvenwg C; = Cy. AnAadn, 1o cuvekTikO CUVOAO A Téuvel akpIBWGS Wia CUVEKTIKA CuvioTwoa Tou X.

Mével va deifoupue 61 KABe CUVEKTIKr) ouvioTwoa Tou X eival ouvekTikd ouvolo. ‘Eotw C uia cuvekTikn
ouviotwoa Tou X kal xg € C. Ivwpitouue o1 yia kdBe x € C, xg ~ X, ENOUEVWGS UNAPXEI CUVEKTIKOG
unoxwpog A, Tou X nou va nepiéxel 1a xg, x. ‘Ouwg kdBe A, Téuvel povAaxa Tn cuvekTikr cuvictwoa C,

dnhadh A, C C. Erol éxoupe 61 C = |J A,. AQouU 1a oUvola A, eival CUVEKTIKA Kal TO X( NePIExeTal
xeC
otV TouN Toug, éxoupe ot 1o C eival GUVeKTIKO CUVOAO.

Napampnoelg 8.2.3. (a) To Oewpnua 8.2.2 uag emmpénel va opiooune 1008Uvaua TIGC CUVEKTIKEG OUVI-
OTWOEG €VOG TornoAoyikoU xwpou X, wG Ta UEYIOTIKA CUVEKTIKA UMoCUVOAd Tou (dnAadry éva ouvoio C
eival ouvekTikry ouviotwoa Tou X av Kal Uovo av eival CUVEKTIKO Kal yid KABe OUVEKTIKO OuvoAo A, ue
CCACX.éneraodnA=C).

(B) Av évac xwpog eival CUVEKTIKOG, TOTE NMpoQavwe arnoteAEITal and Wia CUVEKTIK CUVICTWOA.

Mia evieAwg avAAoyn KATaoKeun JNopei va akoAouBnoel Kaveig yia TNV TOMIKA CUVEKTIKY Nepinmwaon,.

Opiopdc 8.2.4. Te évav ronoioyikd xwpo X opilouue pia oxéon 6éroviac x ~ p ¥ Qv undpxei pyovondr
oro X, ané 1o x oro y. H oxéon '~," eival oxéon icoduvauiag kai ol avriotoIxeG KAAOEIG I008uvauiag
KaAOUVTQa KATd JOVONdra OUVEKTIKEG OuVIOTWoeG Tou X.
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Ag eterdooupe Ot n oxéon ~, €ival npdyuar pia oxéon Icoduvapiag oto X.

® X ~, xyiakdBe x € X, apou 1o povondm f : [0,1] — X pe f(1) = x yiakdBe t € [0,1] cuvdéel
TO X He Tov eautd Tou,

e Eotw x,y € X pye x ~, y. Tore undpxel povondn f : [0,1] — X pe f(a) = x ka f(b) = y.
©értoupe g : [0,1] —» X pe g(r) = f(1 —t). EUkoha eAéyxel kaveig Om n g eival yovondm oto X,
ano 1o y oto x. Enopévwg y ~, x.

e Eotw x,y,z € X ye x ~, y kar y ~, z. Tére undpxouv avrictoixa povondma fi : [0,1] — X,
fo i [1,2] = X pe f1(0) = x, f1(1) = y = fo(1) kar f2(2) = z. ©érouhe T cuvdApTnon
g:10,2] - X pe

f1(t), avte[0,1]

fr(t), avte(1,2]

Téte n g eivai ouvexng (Mpdraon 4.1.6(iv)), g(0) = x ka1 g(2) = z. Enopévwg n g eival yovondr oto
X, and 10 x OT0 Z, KAl €T01, X ~), Z.

g(r) =

©ewpnua 8.2.5. O kard uovondrna CUVEKTIKEG CUVIOTWOEG eVAC TorioAoyikou xwpou X eival kard uovo-
nana ouvektika, &Eva unoouvoAa tou X, T€Tola WoTe N évwaor) Toug va eivail o i51oG o xwpog X, KaBwe
Kal KABe Kard uovondara CUVEKTIKO uriooUvoAo Tou X va TEuveEl akpIBwG uia Katd |[Jovorana CUVEKTIKN
ouVICTWOA.

AnédeiEn: Eiva avdloyn pe autr Tou Qewpriuarog 8.2.2 kal apriveral ws Aoknon.

Naparipnon 8.2.6. KABe CuvekTikr) ouvioTwoa evac ToroAoyikoU xwpou X eival kKAeioté ouvoio (aurd
éneral and 1 UEYICTIKATNTA TwV CUVEKTIKWY CUVICTWOWYV KAl TO OTi N KAEIOTOTNTA eVAG CUVEKTIKOU CUVOAOU
eival eniong cuvekTiké oUvoAo). EmnAéov, av o X é€xel nenepacuéves OTo NANB0G CUVEKTIKEG CUVIOTWOEG,
TOTE KABE Uia and autécg eival kal avoiktd oUuvoAo (yiari;). Ev yével, uia CUVEKTIKI) CUVIOTWOA VOGS TOMOAO-
yIKoU xwpou dev o@eilel va eival avoikté ouvolo. lNa napddeiyua, oro cuvoiro Q (ue v enayduevn and
N ouvnBn rornoAoyia Tou R) KABe CUVEKTIKI) CUVIOTWOA €ival HOVOOUVOAO, enouEVwS Sev Urnopeil va eivai
QvoIkTé unoouvoAo tou Q.

Me 10 akdlouBo napddelyua yiveral pavepd 61 dev IoXUouv avAloyeg KAAEG 1B1OTNTES YIA TIC KATA
MOVONATIA CUVEKTIKEG CUVICTWOEG. AnAAdN, Hia kard Jovondma CUVEKTIKY) CUVICTWOA €VOG TOMOAOYIKOU
xwpou dev ogeilel va eival oute avolktd, aMd oUTte Kal KAEIOTO GUVOAO.

Napddeiyua 8.2.7. O xwpoc S tou napadeiyuarog 8.1.15(B) eivali cuvekTkAG aAAd dxi kard povondrna
ouvekTikog. O1 Kard ovondrna CUVEKTIKEG OUVIOTWOoeEG Tou eival Ta ouvoAa {0} X [—1,1] kar S. To S eivai
QVOIKTG 0UVoAo o100 S aMAd oxi kAeiotd, evw 1o {0} X [—1, 1] eivar kAeioTé arAd Sxi1 avoikTo.

H cuvektikotnta eival pia xpnoiun 1I310TNTa yia €vav TonoAoyiké Xwpeo, ald dev eival Niyeg ol popEG Mnou
N 1I916TNTA NOU OUCAOTIKA JAG evOIaQEPE! €ival N IKAVOTNTA TOU XWPEOU VA JIaBETEl 0CodNMoTE «AEMES»,
OUVEKTIKEG MEPIOXEG YIA TA CNUEia Tou.

Opiopdg 8.2.8. Eorw évac ronoAoyikdg xwpog X. O X kaAeiral

() Torikd ocuvektikog orto x € X, av 1o x dIabérel AN NEPIOXWV Ard CUVEKTIKA CUVOAQ.

(i) TOrMIKA CUVEKTIKOG, AV €ival ToriKA CUVEKTIKOG O€ KABe onueio Tou.
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(i) Torkd kard uovorndna CUVeEKTIKOG oto x € X, av 1o x dIaBeTel BAon neploxwv and kard uovonaria
OUVEKTIKG CUVOAQ.

(iv) TOorKa kard Povorana CUVEKTIKOG, av eival TorniKA Kard Uovordrna CUVEKTIKOG O€ KABe onueio Tou.

Napadeiyuara 8.2.9. (a) K&d6e ocuvekTiké urioouvoAo tou R eivar kai Torikd ouvekTikd ouvolo.
(B) To cuvoro [—1,0) U (0,1] € R eivar rorikd cuvekTikd, ard Oxi CUVEKTIKO.
(y) O xpoc S eival CUVEKTIKES, aAG SXi TOMIKG OUVEKTIKOG.

(5) To ouvoro Q dev eival oUte CUVEKTIKO, OUTE TOMIKA CUVEKTIKO.

NMpdraon 8.2.10. Evac 1onoAoyikdc xwpoc X eival Tonikd ouvekTikdG av Kal Jévo av yia KABe avoikTd
ouvoro U C X, kdBe ouvekrikry ouviotwoa tou U eivar avoikté cuvoio oro X .

AnddeiEn: ‘Eotw 6m o X eivai Tonikd cuvekkdg kal éotw éva avoiktd U C X. Av C eival pia cuvekTiki
ouviotwoa Tou U kal x € C, undpxel cuvektikr nepioxny V tou x, pye V U. Apou Suwg 10 V eival
OUVeKTIKO ouvolro, npénel V C C. Enouévwg n ouvekriki ouviotwoa C eival avolktd cUvolo.

C
C

AvTicTpO®a, €0Tw OTI O CUVEKTIKEG CUVIOTWOEG KABE AVOIKTOU CUVOAOU €ival eniong avolkTd CGUVOAQ.
‘Eotw éva x € X kait U € N,. Av C eival n cuvekTikr) cuviotwoa tou U nou nepiéxel 1o x, 161€ 10 C €ival
OUVEKTIKO Kal avolktd (and v undBeon) cuvolo pe x € C C U. Enouévwg 1o x diaBétel BAon NEPIOXWV
and cuvekTIKA oUvola, dnAadn o X eival Tornikd CUVEKTIKOG XWPog o1o X. A@ou 1o X € X Arav tuxdv, o X
eival ToniKA CUVEKTIKOG,.

Avaloya anodeikvuel Kaveig Tnv akdioubn Mpodraon:

Npdéraon 8.2.11. Evac 1onoAoyikdG xwpoG X eival Tornikd kard uovorndna CUVEKTIKOG av Kal UAvo av yia
k@Be avoikté ouvoro U C X, kdBe kard uovonadria cuvekiky cuviotwoa tou U eival avoikté oUvoAo oro
X.

H oxéon petatl cuvekTIkOTNTAG KAl KATA HOVONATIA CUVEKTIKOTNTAG ANOTUNWVETAI 0To akOAoUBo Oewpnua:

©ewpnua 8.2.12. Je évav rornoAoyiké xwpo X, KA6e Kard Hovondna CUVEKTIKT) OUVIOTWOA NEQIEXETAl O
uia ouvekTikry ouviotwoa tou X. Av erimAéov o X eival Tornika kard Hovornaria CUVEKTIKOG, TOTE Ol CUVEKTIKEG
OCUVICTWOEG KAl Ol KATd [UIOVONATIA CUVEKTIKEG CUVIOTWOEG TAQUTICOVTAI.

AnddeiEn: ‘Eotw C pia ouvektkr) cuviotwoa Tou X kal éotw éva x € C. Av P eival n kard povondma
OUVEKTIKN ouvioTwoa Tou X rnou nepiéxel 1o X, apou n P eival cuveknkd cuvolro, énetal 61 P C C.
ErmBupolpue va deitoupe o1 av o X eival Tonikd kard pyoovondrna ouveknkog, 1¢te P = C. ‘Eotw, npog
droro, 61 P & C. Kd&Be kard povondrna CUVEKTIKN) cuvioTwoad tou X nou Téuvel 1o C Ba nepiéxertal oe auto.
Av Béooupe O TNV €vwon OAWY AUTWV TwV KATA JovonATIA CUVEKTIKWY CUVICTWOWY Tou X (Mou NepIEXovTal
oro ) ektég g P, 6a éxoupe on C = P U Q. Agpou o X eival Tonika kard Jovondarna CUVEKTIKOG, KABe
KaTA povornAna CUVEKTIKA cuvioTwoad Tou X eival avolktd oUvolo. Emopévwg, n P (WG CUVICTWOA) Kal TO
0 (WG évwon Kard PJoVOorATaA CUVEKTIKWY CUVICTWOWV) €ival avolKTd cUvoAa (kal Mpo@avwg §€va). ‘Apa
ouviotouv uia didonaon tou C, yeyovdg nou épxeral o€ aviipaon Je TN cuveknkotnta tou C. Zuvenwg,
P=C.
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