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6 Συνθήκες Αριθµησιµότητας

Μία άλλη σηµαντική ιδιότητα που µπορεί να παρουσιάζει η τοπολογία ενός χώρου, είναι να παρουσιάζει µία

ισχυρή έννοια πυκνότητας. ∆ηλαδή, ενδέχεται να αρκούν «λίγα» ανοικτά σύνολα για την πλήρη περιγραφή

της (για παράδειγµα, ο χώρος µπορεί να διαθέτει µία αριθµήσιµη ϐάση για την τοπολογία ή αριθµήσιµες

ϐάσεις περιοχών για κάθε σηµείο του). Θα ϑέλαµε να εξετάσουµε σε τι ϐαθµό µπορεί να διαθέτει

ένας τοπολογικός χώρος αυτή την ιδιότητα. Για ακόµη µία ϕορά, αυτή η διερεύνηση δεν έχει ως µοναδικό

σκοπό να περιγράψει τους τοπολογικούς χώρους µε αυτή την έννοια πυκνότητας, αλλά και να µας οδηγήσει

στις συνθήκες που ϑα πρέπει να ικανοποιεί ένας τοπολογικός χώρος για να είναι µετρικοποιήσιµος. Η

προσέγγιση που ϑα ακολουθήσουµε είναι ανάλογη µε αυτή του προηγούµενου κεφαλαίου.

6.1 ∆ιαχωρίσιµοι Χώροι

Η διαχωρισιµότητα είναι µία έννοια που έχει εµφανιστεί και κατά τη µελέτη των µετρικών χώρων και α-

ϕορά την ύπαρξη ενός πυκνού αριθµήσιµου συνόλου. Αρκετά από τα αποτελέσµατα που είχαµε στην

περίπτωση των µετρικών χώρων συνεχίζουν να ισχύουν. Θα εστιάσουµε την προσοχή µας στη συµπερι-

ϕορά της διαχωρισιµότητας ως προς την τοπολογία γινόµενο, αλλά και την αλληλεπίδραση που έχει µε τη

ϕυσιολογικότητα ενός τοπολογικού χώρου (Λήµµα Jones).

Ορισµός 6.1.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται διαχωρίσιµος αν υπάρχει αριθµήσιµο D ⊆ X που να

είναι πυκνό στο X .

Παραδείγµατα 6.1.2. (α) Ο χώρος RS είναι διαχωρίσιµος, αφού το Q ⊆ RS είναι αριθµήσιµο και πυκνό,

διότι Q ∩ (a,b] , ∅ για κάθε a,b ∈ R, a < b.

(ϐ) Αν ο X είναι διακριτός υπεραριθµήσιµος τοπολογικός χώρος, τότε ο X δεν είναι διαχωρίσιµος (αφού

το µοναδικό πυκνό υποσύνολο του X είναι το ίδιο το X ).

Πρόταση 6.1.3. ΄Εστω X ένας διαχωρίσιµος τοπολογικός χώρος. Τότε :

(i) Κάθε ανοικτός υπόχωρος του X είναι διαχωρίσιµος.

(ii) Κάθε συνεχής εικόνα του X είναι διαχωρίσιµος τοπολογικός χώρος.

Απόδειξη: (i) ΄Εστω U ⊆ X ανοικτό. Τότε το D ∩ U είναι πυκνό στο U (γιατί;) και αριθµήσιµο. ΄Αρα ο

υπόχωρος U είναι διαχωρίσιµος.

(ii) ΄Εστω Y ένας τοπολογικός χώρος και f : X → Y συνεχής και επί συνάρτηση. Το f (D) είναι αριθµήσιµο

υποσύνολο του Y και, αφού η f είναι συνεχής και το D πυκνό στο X , ισχύει ότι

f (D) ⊇ f (D) = f (X ) = Y.

∆ηλαδή το f (D) είναι πυκνό στο Y , άρα ο Y είναι διαχωρίσιµος.

Παρατηρήσεις 6.1.4. (α) Αν X είναι ένας διαχωρίσιµος τοπολογικός χώρος και (Vi)i∈I είναι οικογένεια

ανοικτών, µη κενών, ξένων ανα δύο υποσυνόλων του X , τότε το I είναι αριθµήσιµο. Πράγµατι, έστω D ⊆ X
αριθµήσιµο πυκνό. Για κάθε i ∈ I επιλέγουµε xi ∈ D ∩ Vi , ∅ και ορίζουµε ϕ : I → D µε ϕ(i) = xi . Τότε

η ϕ είναι 1 − 1 (διότι τα Vi είναι ξένα ανά δύο), άρα |I | ≤ |D | ≤ ω. Εποµένως το I είναι αριθµήσιµο.
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(ϐ) Αν X =
∏
i∈I

Xi (όπου Xi , ∅ για κάθε i ∈ I) είναι διαχωρίσιµος τοπολογικός χώρος, τότε κάθε χώρος Xi

είναι διαχωρίσιµος (από την Πρόταση 6.1.3, αφού η προβολή πi : X → Xi είναι συνεχής και επί για κάθε

i ∈ I).

(γ) Αν X1,X2 είναι διαχωρίσιµοι τοπολογικοί χώροι, τότε ο X1 × X2 είναι διαχωρίσιµος. ΄Εστω D1 ⊆ X1,

D2 ⊆ X2 αριθµήσιµα πυκνά. Τότε το D1 × D2 είναι αριθµήσιµο και πυκνό στο X1 × X2, διότι D1 × D2 =

D1 × D2 = X1 × X2. Εποµένως ο X1 × X2 είναι διαχωρίσιµος. Γενικότερα, αν X1,X2, . . . ,Xn είναι

διαχωρίσιµοι τοπολογικοί χώροι, τότε ο

n∏
i=1

Xi είναι διαχωρίσιµος.

(δ) Αν Xn, n ∈ N είναι διαχωρίσιµοι τοπολογικοί χώροι, τότε και ο X =
∞∏

n=1
Xn είναι διαχωρίσιµος. Πράγµατι,

έστω Dn ⊆ Xn αριθµήσιµο πυκνό, για n ∈ N και t = (tn)n∈N ∈
∞∏

n=1
Dn. Θέτουµε:

D =

{
x = (xn) ∈

∞∏
n=1

Dn : {n ∈ N : xn , tn} είναι πεπερασµένο

}

Τότε το

D =

∞⋃
m=1

{
x = (xn) ∈

∞∏
n=1

Dn : xn = tn, για κάθε n > m

}

=

∞⋃
m=1

(
m∏

n=1

Dn × {tm+1} × {tm+2} × · · ·

)

είναι αριθµήσιµο, ως (αριθµήσιµη) ένωση αριθµήσιµων συνόλων. Μένει να δείξουµε ότι D είναι πυκνό.

΄Εστω U =
m⋂

k=1
π−1

ik (Uk ), όπου Uk ⊆ Xik ανοικτό, µη κενό, για k = 1, . . . ,m, ένα ϐασικό ανοικτό, µη κενό

σύνολο στο X . Επιλέγουµε ένα στοιχείο ank ∈ Uk ∩ Dnk , ∅ για k = 1, . . . ,m και κατασκευάζουµε µία

ακολουθία x = (xn) ∈ X ως εξής:

xn =

{
an για n ∈ {n1, . . . , nm}

tn για n < {n1, . . . , nm}

Τότε x ∈ U ∩ D, άρα U ∩ D , ∅. Εποµένως το D είναι πυκνό στο X .

΄Ισως µεχρι τώρα, τα αποτελέσµατα για τους διαχωρίσιµους χώρους να ήταν αναµενόµενα. ΄Οµως το

ακόλουθο Θεώρηµα παρουσιάζει ένα µη τετριµµένο αποτέλεσµα. Επιτρέπει στο σύνολο δεικτών, στο

γινόµενο διαχωρίσιµων χώρων, να είναι ουσιαστικά µεγαλύτερο και ο προκύπτων χώρος να παραµένει

διαχωρίσιµος. Στη συνέχεια, η Πρόταση 6.1.6 εξηγεί ότι εν γένει, δεν µπορούµε να ελπίζουµε το ίδιο για

ακόµη µεγαλύτερο σύνολο δεικτών.

Θεώρηµα 6.1.5. Αν (Xi)i∈I είναι οικογένεια διαχωρίσιµων τοπολογικών χώρων, όπου |I | ≤ c, τότε ο

X =
∏
i∈I

Xi είναι διαχωρίσιµος.

Απόδειξη: Αφού |I | ≤ c, υπάρχει συνάρτηση ϕ : I → R 1− 1, άρα µπορούµε να υποθέσουµε ότι I ⊆ R
(ταυτίζοντας το I µε το ϕ(I)). Για κάθε i ∈ I επιλέγουµε Di = {di,n : n ∈ N} αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο
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του Xi και ένα t = (ti)i∈I ∈ X . Αν n ∈ N, (I1, . . . , In) n−άδα από ξένα ανά δύο διαστήµατα του R µε ϱητά

άκρα και (m1,m2, . . . ,mn) ∈ Nn ορίζουµε το σηµείο x(n, I1, . . . , In,m1, . . . ,mn) = (xi)i∈I ∈ X ως εξής

xi =

di,mk
, αν i ∈ Ik για κάποιο k ∈ {1, . . . ,n}

ti, αν i <
n⋃

k=1
Ik

(το οποίο είναι καλά ορισµένο, διότι το i ανήκει το πολύ σε ένα Ik , αφού τα Ik είναι ξένα ανά δύο). Τότε το

σύνολο D όλων αυτών των σηµείων είναι αριθµήσιµο υποσύνολο του X . Αρκεί να δείξουµε ότι το D είναι

πυκνό στο X . ΄Εστω U =
n⋂

k=1
π−1

ik (Uk ) ένα µη κενό, ϐασικό ανοικτό υποσύνολο του X , όπου i1, . . . , in ∈ I

διαφορετικά ανά δύο. Τότε υπάρχουν I1, . . . , In ξένα διαστήµατα µε ϱητά άκρα ώστε i1 ∈ I1, i2 ∈ I2 . . .,
in ∈ In. Για κάθε k ∈ {1, . . . ,n} έχουµε Dik ∩ Uk , ∅, άρα υπάρχει mk ∈ N ώστε di,mk

∈ Uk . Τότε το

x = x(n, I1, . . . , In,m1, . . . ,mn) ∈ D και x ∈ U , αφού για κάθε k = 1, . . . ,n, ik ∈ Ik άρα xik = dik ,mk

(από τον ορισµό του x). Εποµένως xik ∈ Uk . Συνεπώς D ∩U , ∅ και συνεπώς, το D είναι πυκνό.

Πρόταση 6.1.6. ΄Εστω (Xi)i∈I οικογένεια χώρων Hausdorff µε τουλάχιστον δύο σηµεία, ώστε ο X =
∏
i∈I

Xi

να είναι διαχωρίσιµος. Τότε |I | ≤ c.

Απόδειξη: ΄Εστω D ⊆ X αριθµήσιµο πυκνό. Για κάθε i ∈ I έστω Ui,Vi ξένα, µη κενά ανοικτά υποσύνολα

του Xi . Ορίζουµε ϕ : I → P (D) µε ϕ(i) = D ∩ π−1
i (Ui), για κάθε i ∈ I . Τότε η ϕ είναι 1 − 1. Πράγµατι,

έστω i, j ∈ I, i , j . Τότε

ϕ(i) \ ϕ( j) = D ∩ π−1
i (Ui) \ π−1

j (Uj )
= D ∩ π−1

i (Ui) ∩ (X \ π−1
j (Uj ))

⊇ D ∩ π−1
i (Ui) ∩ π−1

j (Vj ) (Uj ∩ Vj = ∅)

, ∅

(
π−1

i (Ui) ∩ π−1
j (Vj ) , ∅

ανοικτό και D πυκνό στο X

)
΄Αρα ϕ(i) , ϕ( j). Αφού η ϕ είναι 1 − 1, έχουµε ότι |I | ≤ |P (D) | ≤ |P (N) | = c.

Παράδειγµα 6.1.7. Αν I σύνολο δεικτών, τότε ο χώρος {0,1}I (όπου {0,1} ⊆ R διακριτό) είναι διαχωρίσιµος

αν και µόνο αν |I | ≤ c (άµεσο, από Θεώρηµα 6.1.5 και Πρόταση 6.1.6).

Λήµµα 6.1.8 (Jones). ΄Εστω X διαχωρίσιµος ϕυσιολογικός χώρος. Τότε κάθε κλειστός και διακριτός υπό-

χωρος F του X έχει πληθάριθµο µικρότερο του συνεχούς.

Απόδειξη: Παρατηρούµε ότι κάθε υποσύνολο του F είναι κλειστό στο F (αφού ο F είναι διακριτός) άρα

και κλειστό στο X (αφού F κλειστό). Αφού ο X είναι ϕυσιολογικός, για κάθε A ⊆ F υπάρχουν U (A), V (A)
ανοικτά και ξένα υποσύνολα του X , ώστε A ⊆ U (A) και F \ A ⊆ V (A) (αφού τα A, F \ A είναι ξένα,

κλειστά υποσύνολα του X ). ΄Εστω D ⊆ X αριθµήσιµο πυκνό. Ορίζουµε

ϕ : P (F) → P (D) µε ϕ(A) = D ∩U (A).

Τότε η ϕ είναι 1 − 1. Πράγµατι, έστω A, B ∈ P (F) µε A , B. Τότε A \ B , ∅ (ή B \ A , ∅). ΄Εχουµε

διαδοχικά:

ϕ(A) \ ϕ(B) = D ∩U (A) \U (B)
⊇ D ∩U (A) ∩ V (B)
, ∅

Εποµένως ϕ(A) , ϕ(B). Αφού η ϕ είναι 1 − 1 και το D είναι αριθµήσιµο, έχουµε ότι

|P (F) | ≤ |P (D) | ≤ P (N) | = c.

΄Αρα |F | < c, αφού |F | < |P (F) |.
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Παράδειγµα 6.1.9. Ο χώρος του Sorgenfrey δεν είναι ϕυσιολογικός. Πράγµατι, ο RS είναι διαχωρίσιµος,

άρα και ο χώρος του Sorgenfrey. ΄Οπως εξηγήσαµε και στο Παράδειγµα 5.4.10, το αντιδιαγώνιο σύνολο

A = {(x,−x) : x ∈ R} είναι κλειστό στον RS × RS και διακριτό. ΄Οµως |A| = c, αφού η συνάρτηση

R ∋ x 7→ (x,−x) ∈ A είναι 1 − 1 και επί. Από το Λήµµα του Jones, ο RS × RS δεν είναι T4.

Παρατήρηση 6.1.10. ΄Ενας υπόχωρος διαχωρίσιµου τοπολογικού χώρου δεν είναι πάντα διαχωρίσιµος. Για

παράδειγµα, ο χώρος του Sorgenfrey είναι διαχωρίσιµος, αλλά ο υπόχωρος A δεν είναι διαχωρίσιµος,

αφού είναι διακριτό υπεραριθήσιµο σύνολο.

6.2 Πρώτοι Αριθµήσιµοι Χώροι

Σε αυτή την παράγραφο εξετάζουµε τοπολογικούς χώρους που τοπικά µπορούν να περιγραφούν από

«λίγα» ανοικτά σύνολα. Με άλλα λόγια, επιθυµούµε κάθε σηµείο του χώρου να έχει µία αριθµήσιµη ϐάση

περιοχών. Η ιδιότητα αυτή είναι µεγάλης σηµασίας, αφού επανακαθιστά τις ακολουθίες επαρκείς για τη

µελέτη της τοπολογίας του χώρου (όπως στη περίπτωση των µετρικών χώρων).

Ορισµός 6.2.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται πρώτος αριθµήσιµος (ή λέµε ότι ικανοποιεί το πρώτο

αξίωµα αριθµησιµότητας) αν κάθε σηµείο του X έχει αριθµήσιµη ϐάση περιοχών.

Παρατηρήσεις 6.2.2. (α) Κάθε υπόχωρος A ενός πρώτου αριθµήσιµου χώρου X είναι πρώτος αριθµήσιµος.

Πράγµατι, αν για κάθε x ∈ X η Bx είναι αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του x στο X , τότε η B′x = {B ∩ A :
B ∈ Bx } είναι ϐάση περιοχών του x στο A, προφανώς αριθµήσιµη.

(ϐ) Αν δύο τοπολογικοί χώροι X , Y είναι πρώτοι αριθµήσιµοι, τότε και ο χώρος X × Y είναι πρώτος

αριθµήσιµος. Πράγµατι, αν (x, y) ∈ X × Y , (Un)n∈N είναι αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του x στο X και

(Vn)n∈N είναι αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του y στο Y , τότε η {Un × Vm : n, m ∈ N} είναι µία αριθµήσιµη

ϐάση περιοχών του (x, y) στο X ×Y . Ανάλογα, µπορεί να δείξει κανείς ότι αν οι τοπολογικοί χώροι Xn, για

n ∈ N είναι πρώτοι αριθµήσιµοι, τότε και ο χώρος X =
∞∏

n=1
Xn είναι πρώτος αριθµήσιµος.

Παραδείγµατα 6.2.3. (α) ΄Εστω X διακριτός τοπολογικός χώρος. Τότε ο X είναι πρώτος αριθµήσιµος, διότι

για κάθε x ∈ X , η {{x}} είναι ϐάση περιοχών του x.

(ϐ) Κάθε µετρικός χώρος είναι πρώτος αριθµήσιµος, διότι για κάθε x ∈ X η οικογένεια
{

B(x, 1n ) : n ∈ N
}

είναι µία αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του x.

Πρόταση 6.2.4. ΄Εστω X ένας πρώτος αριθµήσιµος τοπολογικός χώρος και x ∈ X .

(i) Αν A ⊆ X , τότε x ∈ A ⇐⇒ υπάρχει ακολουθία (xn) στο A ώστε xn → x.

(ii) Αν f : X → Y (όπου Y τοπολογικός χώρος) είναι µία συνάρτηση, τότε η f είναι συνεχής στο x ⇐⇒
για κάθε ακολουθία (xn) στο X µε xn → x, ισχύει f (xn) → f (x).

Απόδειξη: ΄Εστω Bx = {Bn : n ∈ N} µία αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του x. Μπορούµε να υποθέσουµε

ότι Bn ⊇ Bn+1 για κάθε n ∈ N. Παρατηρούµε ότι αν (xn) είναι µία ακολουθία στο X ώστε xn ∈ Bn για

κάθε n ∈ N, τότε xn → x. Πράγµατι, αν U ∈ Nx τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε Bn0 ⊆ U (αφού η Bx είναι

ϐάση περιοχών του x). ΄Αρα για κάθε n ≥ n0, xn ∈ Bn ⊆ Bn0 ⊆ U κι εποµένως xn → x.

(i) ΄Εστω ότι x ∈ A. ΄Εχουµε ότι A ∩ Bn , ∅ για κάθε n ∈ N. ΄Αρα µπορούµε να επιλέξουµε µία ακολουθία

(xn) στο A µε xn ∈ A∩ Bn για κάθε n ∈ N. Αφού xn ∈ Bn για κάθε n έχουµε ότι xn → x. Το αντίστροφο

είναι άµεσο, αφού κάθε ακολουθία είναι δίκτυο.
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(ii) Το ευθύ είναι άµεσο, αφού κάθε ακολουθία είναι δίκτυο. ΄Εστω, αντίστροφά, ότι για κάθε ακολουθία

(xn) στο X µε xn → x, ισχύει f (xn) → f (x). Υποθέτουµε, προς άτοπο, ότι η f δεν είναι συνεχής στο x.

Τότε υπάρχει V ∈ N f (x) ώστε f −1(V ) < Nx . ΄Αρα Bn ⊈ f −1(V ) για κάθε n ∈ N, δηλαδή Bn \ f −1(V ) , ∅
για κάθε n. Συνεπώς, µπορούµε να επιλέξουµε xn ∈ Bn \ f −1(V ) για κάθε n, και τότε η ακολουθία (xn)
ϑα συγκλίνει στο x (xn ∈ Bn ∀n ∈ N) ενώ f (xn) ↛ f (x) (αφού f (xn) < V ∀n ∈ N), πράγµα άτοπο.

Παράδειγµα 6.2.5. Ο χώρος Σ = N ∪ {U} (όπουU είναι ένα µη τετριµµένο υπεφίλτρο του N) δεν είναι

πρώτος αριθµήσιµος. Πράγµατι, από τον ορισµό των (ϐασικών) περιοχών τουU , είναι σαφές ότιU ∈ N.

Θα δείξουµε ότι δεν υπάρχει ακολουθία (xn) από στοιχεία του N, ώστε xn →U .

΄Εστω, προς άτοπο, ότι υπάρχει τέτοια ακολουθία. ∆ίχως ϐλάβη της γενικότητας, µπορούµε να υποθέσουµε

ότι xn , xm, για n , m (γιατί;). ΄Εστω A και B το σύνολο των περιττών και άρτιων όρων της ακολουθίας,

αντίστοιχα. ∆ηλαδή

A = {x2n : n ∈ N} και B = {x2n−1 : n ∈ N}.

Αφού xn → U , έπεται ότι x2n → U και x2n−1 → U . Συνεπώς, για κάθε U ∈ U έχουµε ότι A ∩ U ,
∅ , B ∩ U (πάλι από τον ορισµό των περιοχών U ). ΄Αρα οι οικογένειες U ∪ {A}, U ∪ {B} έχουν την

ιδιότητα της πεπερασµένης τοµή και, κατά συνέπεια, υπάρχουν υπερφίλτρα στο N που να τα περιέχουν

(Πρόταση 2.2.7). Αφού το U είναι υπερφίλτρο, έπεται άµεσα ότι A, B ∈ U . ΄Αρα ∅ = A ∩ B ∈ U ,

πράγµα άτοπο. ΄Ετσι, από την Πρόταση 6.2.4 έχουµε ότι ο Σ δεν είναι πρώτος αριθµήσιµος, εποµένως ούτε

µετρικοποιήσιµος.

Πόρισµα 6.2.6. Αν X είναι πρώτος αριθµήσιµος, διαχωρίσιµος χώρος Hausdorff, τότε |X | ≤ c. Ιδιαίτερα,

κάθε διαχωρίσιµος µετρικός χώρος έχει πληθάριθµο το πολύ ίσο µε τον πληθάριθµο του συνεχούς.

Απόδειξη: ΄Εστω D ⊆ X αριθµήσιµο πυκνό. Για κάθε x ∈ X επιλέγουµε µία ακολουθία (xn)n∈N στο D
ώστε xn → x, από Πρόταση 6.2.4 (i). Ορίζουµε την απεικόνιση ϕ : X → DN µε ϕ(x) = (xn)n∈N. Τότε η ϕ
είναι 1 − 1. Πράγµατι, αν x, y ∈ X µε ϕ(x) = ϕ(y) = (xn), τότε xn → x και xn → y. Αφού ο χώρος X
είναι Hausdorff, έπεται ότι x = y. Εποµένως,

|X | ≤ |DN | ≤ |NN | = c.

Πρόταση 6.2.7. ΄Εστω X ένας πρώτος αριθµήσιµος τοπολογικός χώρος, Y ένας τοπολογικός χώρος και

f : X → Y µία συνεχής, ανοικτή και επί συνάρτηση. Τότε ο Y είναι πρώτος αριθµήσιµος χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω y ∈ Y και x ∈ X τέτοιο ώστε f (x) = y. ΄Εστω Bx = {Bn : n ∈ N} µία αριθµήσιµη

ϐάση περιοχών του x στο X . Αφού η f είναι ανοικτή, η οικογένεια συνόλων By = { f (Bn) : n ∈ N}
είναι αριθµήσιµη και αποτελείται από περιοχές του y. Αρκεί να δείξουµε ότι είναι ϐάση περιοχών του y.

΄Εστω U ⊆ Y µία περιοχή του y. Αφού η f είναι συνεχής, υπάρχει ϐασική περιοχή Bn ∈ Bx του x, ώστε

f (Bn) ⊆ U . ΄Οµως, f (Bn) ∈ By . ΄Αρα η By είναι (αριθµήσιµη) ϐάση περιοχών του y και, κατά συνέπεια,

ο Y είναι πρώτος αριθµήσιµος χώρος.

Παράδειγµα 6.2.8. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος X που δεν είναι πρώτος αριθµήσιµος και έστω Xδ το

σύνολο X εφοδιασµένο µε τη διακριτή τοπολογία. Ο Xδ είναι πρώτος αριθµήσιµος χώρος και ο X είναι

συνεχής εικόνα του Xδ (µέσω της ταυτοτικής απεικόνισης), αλλά δεν είναι πρώτος αριθµήσιµος. Κατά

συνέπεια, η υπόθεση «ανοικτή» για την f στην Πρόταση 6.2.7 δεν µπορεί να παραληφθεί.

6.3 ∆εύτεροι Αριθµήσιµοι Χώροι

Μία ισχυρότερη συνθήκη αριθµησιµότητας που µπορεί κανείς να εισάγει, είναι η ύπαρξη αριθµήσιµης

ϐάσης για την τοπολογία του χώρου. Μάλιστα είναι τόσο ιχυρότερη, που καταλήγει να µην ικανοποιείται

από κάθε µετρικό χώρο. ΄Οµως, το ενδιαφέρον που παρουσιάζει είναι αρκετά µεγάλο, αφού αρκετοί από

τους οικείους σε εµάς χώρους ικανοποιούν αυτή τη συνθήκη.
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Ορισµός 6.3.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται δεύτερος αριθµήσιµος (ή λέµε ότι ικανοποιεί το

δεύτερο αξίωµα αριθµησιµότητας) αν ο X έχει αριθµήσιµη ϐάση για την τοπολογία του.

Παρατηρήσεις 6.3.2. (α) Κάθε δεύτερος αριθµήσιµος χώρος X είναι και πρώτος αριθµήσιµος. Πράγµατι,

αν B είναι αριθµήσιµη ϐάση για την τοπολογία του X και x ∈ X , τότε η Bx = {B ∈ B : x ∈ B} είναι ϐάση

περιοχών του x και είναι προφανώς αριθµήσιµη.

(ϐ) Κάθε υπόχωρος A ενός δεύτερου αριθµήσιµου χώρου X είναι δεύτερος αριθµήσιµος. Πράγµατι, αν

B είναι αριθµήσιµη ϐάση του X , τότε η B′ = {B ∩ A : B ∈ B} είναι ϐάση για την τοπολογία του A,

προφανώς αριθµήσιµη.

(γ) Αν δύο τοπολογικοί χώροι X , Y είναι δεύτεροι αριθµήσιµοι, τότε και ο χώρος X × Y είναι δεύτερος

αριθµήσιµος. Πράγµατι, αν (Un)n∈N είναι αριθµήσιµη ϐάση της τοπολογίας X και (Vn)n∈N είναι αριθµήσιµη

ϐάση της τοπολογίας του Y , τότε η {Un × Vm : n, m ∈ N} είναι µία αριθµήσιµη ϐάση για την τοπολογία

του X × Y . Ανάλογα, µπορεί να δείξει κανείς ότι αν οι τοπολογικοί χώροι Xn, για n ∈ N είναι δεύτεροι

αριθµήσιµοι, τότε και ο χώρος X =
∞∏

n=1
Xn είναι δεύτερος αριθµήσιµος.

Παραδείγµατα 6.3.3. (α) Αν ο X είναι διακριτός τοπολογικός χώρος, τότε ο X είναι δεύτερος αριθµήσιµος

αν και µόνο αν το σύνολο X είναι αριθµήσιµο, αφού κάθε ϐάση του X περιέχει τα µονοσύνολα. Ιδαί-

τερα, κάθε υπεραριθµήσιµος διακριτός τοπολογικός χώρος είναι πρώτος αριθµήσιµος και όχι δεύτερος

αριθµήσιµος.

(ϐ) Ο τοπολογικός χώρος RS είναι διαχωρίσιµος, πρώτος αριθµήσιµος (αφού για κάθε x ∈ RS , η {(a, x] :
a ∈ Q, a < x} είναι αριθµήσιµη ϐάση περιοχών του x) και δεν είναι δεύτερος αριθµήσιµος. Πράγµατι, αν

ο RS ήταν δεύτερος αριθµήσιµος, τότε ϑα ήταν και ο RS × RS δεύτερος αριθµήσιµος, άρα ο υπόχωρός

του A = {(x,−x) : x ∈ R} ϑα ήταν δεύτερος αριθµήσιµος, πράγµα άτοπο, αφού ο A είναι διακριτός

χώρος και υπεραριθµήσιµος.

Πρόταση 6.3.4. ΄Εστω X ένας δεύτερος αριθµήσιµος τοπολογικός χώρος, Y ένας τοπολογικός χώρος και

f : X → Y µία συνεχής, ανοικτή και επί συνάρτηση. Τότε ο Y είναι δεύτερος αριθµήσιµος χώρος.

Απόδειξη: ΄Εστω B = {Bn : n ∈ N} µία αριθµήσιµη ϐάση του X . Αφού η f είναι ανοικτή, η οικογένεια

συνόλων BY = { f (Bn) : n ∈ N} είναι αριθµήσιµη και αποτελείται από ανοικτά υποσύνολα του Y . Αρκεί να

δείξουµε ότι είναι ϐάση της τοπολογίας του Y . ΄Εστω U ⊆ Y ανοικτό. Αφού η f είναι συνεχής, το σύνολο

f −1(U) είναι ανοικτό υποσύνολο του X , άρα υπάρχει I ⊆ N, ώστε
⋃
i∈I

Bi = f −1(U). ΄Οµως,

U
f επί

===== f
(

f −1(U)
)
= f

(⋃
i∈I

Bi

)
=
⋃
i∈I

f (Bi)

και { f (Bi) : i ∈ I} ⊆ BY . ΄Αρα ηBY είναι (αριθµήσιµη) ϐάση του Y και, κατά συνέπεια, ο Y είναι δεύτερος

αριθµήσιµος χώρος.

Παράδειγµα 6.3.5. ΄Εστω ο χώρος Σ = N∪{U} και Σδ το σύνολο Σ εφοδιασµένο µε τη διακριτή τοπολογία.

Τότε ο Σ είναι συνεχής εικόνα του Σδ (µέσω της ταυτοτικής απεικόνισης) αλλά δεν είναι πρώτος (άρα ούτε

και δεύτερος) αριθµήσιµος χώρος. Κατά συνέπεια, η υπόθεση «ανοικτή» για την f στην Πρόταση 6.2.4 δεν

µπορεί να παραληφθεί.

Πρόταση 6.3.6. Κάθε δεύτερος αριθµήσιµος χώρος X είναι διαχωρίσιµος.
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Απόδειξη: ΄Εστω B = {Bn : n ∈ N} µία αριθµήσιµη ϐάση του X . Μπορούµε να υποθέσουµε ότι Bn , ∅
για κάθε n ∈ N. Επιλέγουµε στοιχείο xn ∈ Bn για κάθε n και ϑέτουµε D = {xn : n ∈ N}. Τότε το D είναι

αριθµήσιµο και πυκνό. Πράγµατι, αν U ⊆ X ανοικτό, µη κενό σύνολο, τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε Bn0 ⊆ U ,

άρα xn0 ∈ U . Εποµένως D ∩U , ∅ και συνεπώς, ο χώρος X είναι διαχωρίσιµος.

Πρόταση 6.3.7. ΄Ενας µετρικός χώρος X είναι διαχωρίσιµος αν και µόνο αν είναι δεύτερος αριθµήσιµος.

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω ότι ο µετρικός χώρος X είναι διαχωρίσιµος και έστω D ⊆ X αριθµήσιµο και πυκνό.

Θέτουµε

B = {B(x, ε) : x ∈ D και ε ∈ Q, ε > 0}.

Τότε ηB είναι αριθµήσιµη οικογένεια ανοικτών συνόλων. Αρκεί να δείξουµε ότι ηB είναι ϐάση του X . ΄Εστω

U ⊆ X ανοικτό και x ∈ U . Θα δείξουµε ότι υπάρχει B ∈ B ώστε x ∈ B ⊆ U . Αφού το U είναι ανοικτό,

υπάρχει ε ∈ Q, ε > 0 ώστε B(x, ε) ⊆ U . Αφού το σύνολο D είναι πυκνό, υπάρχει y ∈ B(x, ε/2) ∩ D.

Τότε B(y, ε/2) ∈ B, x ∈ B(y, ε/2) και B(y, ε/2) ⊆ B(x, ε). ΄Αρα x ∈ B(y, ε/2) ⊆ U . Εποµένως η B

είναι ϐάση του X και συνεπώς, ο χώρος X είναι δεύτερος αριθµήσιµος.

(⇐) Είναι άµεσό, από την Πρόταση 6.3.4.

Πόρισµα 6.3.8. Κάθε υπόχωρος A ενός διαχωρίσιµου µετρικού χώρου X είναι διαχωρίσιµος.

Απόδειξη: Από την Πρόταση 6.3.7, ο X είναι δεύτερος αριθµήσιµος, άρα και ο A είναι δεύτερος

αριθµήσιµος (µετρικός) χώρος (Παρατήρηση 6.3.2(ϐ)). Εποµένως ο A είναι διαχωρίσιµος.

Πρόταση 6.3.9. ΄Εστω X ένας δεύτερος αριθµήσιµος τοπολογικός χώρος. Αν (Gi)i∈I είναι µία οικογένεια

ανοικτών υποσυνόλων του X , τότε υπάρχει J ⊆ I αριθµήσιµο, ώστε
⋃
i∈I

Gi =
⋃
i∈J

Gi .

Απόδειξη: ΄Εστω G =
⋃
i∈I

Gi και B µία αριθµήσιµη ϐάση του X . Θέτουµε

B′ = {B ∈ B : υπάρχει i ∈ I µε B ⊆ Gi}.

Τότε G =
⋃
B′. Πράγµατι, για κάθε B ∈ B′ υπάρχει i ∈ I ώστε B ⊆ Gi κι εποµένως B ⊆ G. ΄Αρα⋃

B′ ⊆ G.Αντίστροφα, αν x ∈ G τότε υπάρχει i ∈ I ώστε x ∈ Gi . ΄Αρα υπάρχει B ∈ B ώστε x ∈ B ⊆ Gi .

Προφανώς B ∈ B′ και συνεπώς x ∈
⋃
B′. Εποµένως G ⊆

⋃
B′.Για κάθε B ∈ B′ επιλέγουµε iB ∈ I

ώστε B ⊆ GiB . Τότε έχουµε ότι ⋃
B′ ⊆

⋃
B∈B ′

GiB ⊆ G

κι εποµένως G =
⋃

B∈B ′
GiB . Θέτουµε J = {iB : B ∈ B′}. Τότε το J είναι αριθµήσιµο (αφού το B′ είναι

αριθµήσιµο) και G =
⋃
i∈J

Gi .

Πρόταση 6.3.10. ΄Εστω X δεύτερος αριθµήσιµος τοπολογικός χώρος καιB είναι µία ϐάση για την τοπολογία

του. Τότε υπάρχει αριθµήσιµη υποοικογένεια της B που είναι επίσης ϐάση για την τοπολογία του X .

Απόδειξη: ΄Εστω (Bn)N∈N µία αριθµήσιµη ϐάση του X . Κάθε Bn είναι ένωση στοιχείων στοιχείων τηςB και

από την Πρόταση 6.3.9 έπεται ότι Bn =
∞⋃

m=1
Cn,m, όπου Cn,m ∈ B για κάθε m ∈ N. Τότε η {Cn,m : n, m ∈ N}

είναι αριθµήσιµη υποοικογένεια της B και αποτελεί ϐάση για την τοπολογία του X (γιατί;).
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6.4 Χώροι Lindelöf

Η τελευταία συνθήκη που εισάγουµε είναι µία ασθενέστερη µορφή του δεύτερου αξιώµατος αριθµησιµό-

τητας (η οποία επίσης δεν ικανοποιείται από κάθε µετρικό χώρο). Η ιδιότητα Lindelöf δεν παρουσιάζει την

υποδειγµατική συµπεριφορά των προηγούµενων συνθηκών αριθµησιµότητας, αλλά επισηµαίνει τις χρηστι-

κές συνέπειες της ύπαρξης µίας αριθµήσιµης ϐάσης, δίνοντάς τους έτσι την πρέπουσα ϐαρύτητα, έναντι

της ίδιας της ύπαρξης της αριθµήσιµης ϐάσης.

Ορισµός 6.4.1. ΄Ενας τοπολογικός χώρος X καλείται χώρος Lindelöf (ή λέµε ότι ο X ικανοποιεί την ιδιότητα

Lindelöf ) αν κάθε ανοικτό κάλυµµα του X έχει αριθµήσιµο υποκάλυµµα, δηλαδή αν {Ui : i ∈ I} είναι

οικογένεια ανοικτών υποσυνόλων του X ώστε X =
⋃
i∈I

Ui , τότε υπάρχει αριθµήσιµο J ⊆ I ώστε X =
⋃
i∈J

Ui .

Παρατηρήσεις 6.4.2. (α) ΄Ενας τοπολογικός χώρος Xείναι Lindelöf αν και µόνο αν κάθε ϐασικό ανοικτό

κάλυµµα του X έχει αριθµήσιµο υποκάλυµµα.

(ϐ) ΄Ενας διακριτός χώρος X είναι χώρος Lindelöf αν και µόνο αν το X είναι αριθµήσιµο σύνολο.

(γ) ΄Ενας υπόχωρος A ενός τοπολογικού χώρου X είναι Lindelöf αν και µόνο αν κάθε ανοικτό κάλυµµα

του A στο X (δηλαδή για κάθε οικογένεια {Ui : i ∈ I} ανοικτών υποσυνόλων του X µε A ⊆
⋃
i∈I

Ui) έχει

αριθµήσιµο υποκάλυµµα (δηλαδή υπάρχει J ⊆ I αριθµήσιµο ώστε A ⊆
⋃
i∈J

Ui).

Πρόταση 6.4.3. ΄Εστω ένας τοπολογικός χώρος Lindelöf X .

(i) Κάθε κλειστός υπόχωρος του X είναι χώρος Lindelöf .

(ii) Αν Y είναι τοπολογικός χώρος και f : X → Y είναι µία συνεχής και επί συνάρτηση, τότε ο Y είναι

χώρος Lindelöf .

Απόδειξη: (i) ΄Εστω F ένας κλειστός υπόχωρος του X και {Ui : i ∈ I} ένα ανοικτό κάλυµµα του F.

Γνωρίζουµε ότι για κάθε i ∈ I υπάρχει ένα ανοικτό σύνολο στο X , Vi , ώστε Ui = F ∩ Vi . ΄Ετσι, έχουµε

ότι η οικογένεια {Vi : i ∈ I} ∪ {X \ F} αποτελεί ένα ανοικτό κάλυµµα του X . Αφού ο χώρος X είναι

Lindelöf, υπάρχει ένα αριθµήσιµο υποκάλυµµα, έστω {Vin : n ∈ N} ∪ {X \ F}. Τότε F ⊆
⋃
{Vin : n ∈ N}

κι εποµένως, F =
⋃
{Uin : n ∈ N}.

(ii) ΄Εστω {Ui : i ∈ I} ένα ανοικτό κάλυµµα του Y . Η οικογένεια { f −1(Ui) : i ∈ I} αποτελεί ένα ανοικτό

κάλυµµα του X , συνεπώς έχει αριθµήσιµο υποκάλυµµα, έστω { f −1(Uin ) : n ∈ N}. Τότε, αφού η f είναι

επί, η οικογένεια {Uin : n ∈ N} είναι ένα αριθµήσιµο υποκάλυµµα του Y .

Πρόταση 6.4.4. Κάθε δεύτερος αριθµήσιµος χώρος είναι χώρος Lindelöf.

Απόδειξη: Είναι άµσεο από την Πρόταση 6.3.6.

Παράδειγµα 6.4.5. Ο RS είναι χώρος Lindelöf. ΄Εστω {(ai,bi] : i ∈ I} ένα ϐασικό ανοικτό κάλυµµα του RS .

Θέτουµε C =
⋃
i∈I

(ai,bi). Αφού ο R είναι δεύτερος αριθµήσιµος χώρος, από την Πρόταση 6.3.6 έπεται ότι

υπάρχει J ⊆ I αριθµήσιµο ώστε C =
⋃
i∈J

(ai,bi). Παρατηρούµε ότι αν x ∈ RS \ C, τότε υπάρχει ix ∈ I

ώστε x = bix . ΄Αρα

RS = C ∪ (RS \ C) ⊆

(⋃
i∈J

(ai,bi]

)⋃ ⋃
x∈RS\C

(aix ,bix ]

 .
Εποµένως, αρκεί να δείξουµε ότι το σύνολο RS \ C είναι αριθµήσιµο.
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Ισχυρισµός. Η οικογένεια C = {(aix ,bix ] : x ∈ RS \C} αποτελείται από ξένα ανά δύο σύνολα. Πράγµατι,

ας υποθέσουµε ότι υπάρχουν x, y ∈ RS \ C µε x , y ώστε

(aix ,bix ] ∩ (aiy ,biy ] = (aix , x] ∩ (aiy , y] , ∅.

Αν x < y, τότε x > aiy κι έτσι x ∈ (aiy , y) = (aiy ,biy ) ⊆ C, πράγµα άτοπο. ΄Οµοια, καταλήγουµε σε άτοπο

αν y < x.

Αφού τα στοιχεία της C είναι µη κενά και ανοικτά στον RS και ο RS είναι διαχωρίσιµος, έπεται ότι η C είναι

αριθµήσιµο σύνολο, δηλαδή το σύνολο RS \ C είναι αριθµήσιµο.

Παρατήρηση 6.4.6. Το γίνοµενο δύο χώρων Lindelöf δεν είναι αναγκαία χώρος Lindelöf. Πράγµατι, ο RS
είναι χώρος Lindelöf, αλλά ο χώρος του Sorgenfrey, RS × RS δεν είναι Lindelöf, αφού το αντιδιαγώνιο

σύνολο A = {(x,−x) : x ∈ RS} είναι κλειστός υπόχωρος του RS × RS και δεν είναι χώρος Lindelöf (διότι

είναι διακριτός υπεραριθµήσιµος χώρος).

Πρόταση 6.4.7. ΄Ενας µετρικός χώρος (X, ρ) είναι δεύτερος αριθµήσιµος αν και µόνο αν είναι χώρος

Lindelöf.

Απόδειξη: (⇒) Ισχύει γενικά, από την Πρόταση 6.4.4.

(⇐) Για κάθε n ∈ N έχουµε ότι X =
⋃

x∈X
B(x, 1n ) κι αφού ο X είναι χώρος Lindelöf, υπάρχει An ⊆ X

αριθµήσιµο ώστε X =
⋃

x∈An

B(x, 1n ). Θέτουµε D =
∞⋃

n=1
An. Τότε το D είναι αριθµήσιµο σύνολο και πυκνό

στο X . Πράγµατι, έστω y ∈ X και ε > 0. Τότε υπάρχει n0 ∈ N ώστε
1
n0
< ε. Αφού X =

⋃
x∈An0

B(x, 1
n0

),

υπάρχει x ∈ An0 ώστε y ∈ B(x, 1
n0

). Τότε ρ(x, y) < 1
n0
< ε κι εποµένως x ∈ B(x, ε). ΄Αρα B(y, ε)∩An0 ,

∅ και έτσι B(y, ε) ∩ D , ∅. Συνεπώς ο X είναι διαχωρίσιµος και, κατά συνέπεια, δεύτερος αριθµήσιµος

(Πρόταση 6.3.5).

Θεώρηµα 6.4.8. Κάθε κανονικός χώρος Lindelöf είναι ϕυσιολογικός.

Απόδειξη: ΄Εστω A, B ξένα κλειστά υποσύνολα ενός κανονικού χωρου Lindelöf X . Αφού ο χώρος X
είναι κανόνικος, για κάθε x ∈ A υπάρχει Ux ανοικτό, ώστε x ∈ Ux και U x ∩ B = ∅. Ανάλογα, για κάθε

y ∈ B υπάρχει Vy ανοικτό, ώστε y ∈ Vy και V y ∩ A = ∅. Τα A και B είναι χώροι Lindelöf, ως κλειστοί

υπόχωροι του χώρου Lindelöf X . Αφού A ⊆
⋃

x∈A
Ux και B ⊆

⋃
y∈B

Vy , υπάρχουν xn ∈ A, yn ∈ B για n ∈ N,

ώστε A ⊆
∞⋃

n=1
Uxn και B ⊆

∞⋃
n=1

Vyn . Θέτουµε:

Un = Uxn \

(
n⋃

k=1

V yk

)
και Vn = Vyn \

(
n⋃

k=1

U xk

)
, n ∈ N.

Τότε για τα σύνολα U =
∞⋃

n=1
Un, V =

∞⋃
n=1

Vn έχουµε ότι

• Είναι ανοικτά (γιατί;).

• A ⊆ U : Αν x ∈ A τότε υπάρχει n ∈ N ώστε x ∈ Uxn και αφού V y ∩ A = ∅ για κάθε y ∈ B, έπεται

ότι x ∈ Un ⊆ U .
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• B ⊆ V .

• U ∩V = ∅: U ∩V =
⋃
n,m

(Un∩Vm) = ∅. Πράγµατι, αν m ≤ n τότε Un ⊆ X \V ym ⊆ X \Vym ⊆ X \Vm

(αφού Vm ⊆ Vym ). ∆ηλαδή Un ∩ Vm = ∅. ΄Οµοια αν n ≤ m.

Εποµένως, ο χώρος X είναι ϕυσιολογικός.
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