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3 Σύγκλιση και Συνέχεια

3.1 Σύγκλιση ∆ικτύων

Για τη µελέτη των µετρικών χώρων και των τοπολογικών ιδιοτήτων τους, κεντρικής σηµασίας µέσο αποτέ-

λεσαν οι ακολουθίες. Η χρηστικότητά τους εντοπίστηκε σε κοµβικά σηµεία, όπως στο χαρακτηρισµό της

κλειστότητας ενός συνόλου ή της συνέχειας µίας συνάρτησης (αρχή της µεταφοράς). Ο ορισµός της

σύγκλισης ακολουθιών γενικεύεται ϕυσιολογικά για ακολουθίες σε τοπολογικούς χώρους. Για το λόγο

αυτό, ϕαίνεται δόκιµο το να εξετάσουµε κατά πόσο η έννοια της ακολουθίας είναι ικανή να διατηρήσει τον

κεντρικό αυτό ϱόλο στην ευρύτερη κλάση των τοπολογικών χώρων.

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, (xn)n∈N µία ακολουθία στο X και x ∈ X . Λέµε ότι η ακολουθία

(xn) συγκλίνει στο x (ϑα γράφουµε xn → x) αν για κάθε περιοχή U ∈ Nx υπάρχει n0 = n0(U) ∈ N ώστε

xn ∈ U για κάθε n ≥ n0.

Παρατήρηση 3.1.2. Είναι εµφανές ότι αν η ακολουθία (xn) συγκλίνει στο x, τότε κάθε υπακολουθία (xkn )
της (xn) συγκλίνει στο x.

Παραδείγµατα 3.1.3. (α) Στον τοπολογικό χώρο (N,T ), όπου T η συµπεπερασµένη τοπολογία, η ακο-

λουθία (xn) µε xn = n ∀n ∈ N συγκλίνει σε κάθε x ∈ N. Πράγµατι, έστω x ∈ N και U ∈ Nx . Τότε

x ∈ U◦ ∈ T , άρα X \U◦ πεπερασµένο και προφανώς X \U πεπερασµένο. ΄Αρα υπάρχει n0 ∈ N ώστε

xn < X \U για κάθε n ≥ n0, δηλαδή xn ∈ U . Εποµένως xn → x.

(ϐ) Στον τοπολογικό χώρο (X,T ), όπου X υπεραριθµήσιµο σύνολο και T η συναριθµήσιµη τοπολογία,

παρατηρούµε τα εξής:

• Αν (xn) ακολουθία στο X και x ∈ X ώστε xn → x, τότε η (xn) είναι τελικά σταθερή και ίση µε

x (δηλαδή υπάρχει n0 ∈ N ώστε xn = x για n ≥ n0). ΄Εστω, προς άτοπο, ότι η (xn) δεν είναι

τελικά σταθερή και ίση µε x. Τότε το {n ∈ N : xn , x} είναι άπειρο σύνολο. ΄Αρα υπάρχει (xkn )
υπακολουθία της (xn) µε xkn , x για κάθε n ∈ N. Θέτουµε U = X \ {xkn : n ∈ N}. Τότε x ∈ U και

∈ T , άρα U ∈ Nx . Ακόµη xkn < U για κάθε n ∈ N. Εποµένως xkn ↛ x, πράγµα που έρχεται σε

αντίφαση µε το ότι xn → x.

• X ′ = X . Πράγµατι, έστω x ∈ X . Τότε για κάθε U ανοικτό µε x ∈ U έχουµε U∩X \{x} = U \{x} , ∅,
αφού το U είναι υπεραριθµήσιµο (γιατί;). Εποµένως x ∈ X ′

΄Ετσι, για κάθε x ∈ X έχουµε x ∈ X \ {x}, αλλά δεν υπάρχει ακολουθία (xn) στο X \ {x}, ώστε xn → x.

Τα παραπάνω παραδείγµατα κάνουν ϕανερή, όχι µόνο τη στέρηση των συνήθων «καλών» ιδιοτήτων των

ακολουθιών, όπως η µοναδικότητα του ορίου (Παράδειγµα 3.1.3(α)), αλλά και την ανικάνοτητα τους να

περιγράψουν πλήρως έννοιες, όπως αυτή της κλειστότητας (Παράδειγµα 3.1.3(ϐ)). ΄Ετσι, η έννοια της

ακολουθίας ϕαίνεται να είναι µάλλον ανεπαρκής για τους σκοπούς µας. Αυτή η παθογένεια εντοπίζεται,

κατά κύριο λόγο, στο ότι όλες οι ϐάσεις περιοχών ενός σηµείου σε έναν τοπολογικό χώρο ενδέχεται να

είναι (πληθαριθµικά) πολύ µεγαλύτερες από το σύνολο των ϕυσικών αριθµών. Εποµένως, αν επιθυµούµε

να γενικεύσουµε την έννοια της ακολουθίας έτσι ώστε το νέο αντικείµενο να είναι ικανό να περιγράψει

έναν τοπολογικό χώρο, όπως ακριβώς και οι ακολουθίες στην περίπτωση των µετρικών χώρων, ϑα πρέπει να

επιτρέψουµε στο αντικείµενο αυτό να ορίζεται σε αυθαίρετα «µεγάλα» σύνολα (τα οποία ϑα εφοδιάζονται

µε την ελάχιστη ικανή έννοια διάταξης).
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Ορισµός 3.1.4. ΄Εστω (Λ,≤) ένα προδιατεταγµένο σύνολο (δηλαδή a ≤ a για κάθε a ∈ Λ και αν a,b,c ∈ Λ
µε a ≤ b και b ≤ c, τότε a ≤ c). Το (Λ,≤) λέγεται κατευθυνόµενο σύνολο, αν για κάθε a,b ∈ Λ υπάρχει

c ∈ Λ ώστε a ≤ c και b ≤ c. Η δυϊκή σχέση ≥, της ≤ ορίζεται ως εξής: a ≥ b ⇐⇒ b ≤ a. Λέµε τότε ότι

ο a προηγείται του b.

Παραδείγµατα 3.1.5. (α) Κάθε ολικά διατεταγµένο σύνολο είναι κατευθυνόµενο σύνολο. Ειδικά τα

N,Z,Q,R είναι κατευθυνόµενα µε τη συνήθη διάταξη.

(ϐ) Το δυναµοσύνολο P (X ) κάθε συνόλου X είναι κατευθυνόµενο σύνολο µε τις :

A ≤1 B ⇐⇒ A ⊆ B και A ≤2 B ⇐⇒ A ⊇ B.

(γ) ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και x ∈ X . Το Nx είναι κατευθυνόµενο σύνολο µε την

(∗) U ≤ V ⇐⇒ U ⊇ V

Πράγµατι, το (Nx ,≤) είναι προφανώς προδιατεταγµένο. ΄Εστω τώρα U1,U2 ∈ Nx . Τότε για το U =
U1 ∩U2 ∈ Nx έχουµε ότι U1 ≤ U και U2 ≤ U .

Γενικότερα, αν Bx είναι ϐάση περιοχών του x, τότε το Bx είναι κατευθυνόµενο σύνολο µε την (∗).

Ορισµοί 3.1.6. (α) ΄Εστω X σύνολο. ΄Ενα δίκτυο στο X είναι µία συνάρτηση p : Λ→ X , όπου (Λ,≤) είναι

κατευθυνόµενο µη κενό σύνολο. Θέτουµε pλ ≡ p(λ) και συµβολίζουµε το δίκτυο p µε (pλ )λ∈Λ ή µε (pλ ).

(ϐ) ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, (pλ )λ∈Λ ένα δίκτυο στο X και x ∈ X . Λέµε ότι το δίκτυο (pλ )λ∈Λ
συγκλίνει στο x, αν για κάθε U ∈ Nx υπάρχει λ0 = λ0(U) ∈ Λ ώστε pλ ∈ U για κάθε λ ≥ λ0. Γράφουµε

τότε pλ → x ή limλ pλ = x.

Παρατήρηση 3.1.7. Προφανώς κάθε ακολουθία στο X είναι δίκτυο µε κατευθυνόµενο σύνολο το (N,≤).
Σε αυτήν την περίπτωση, ο ορισµός της σύγκλισης δικτύου συµπίπτει µε το γνωστό ορισµό της σύγκλισης

µίας ακολουθίας.

Παραδείγµατα 3.1.8. (α) Αν (X,T ) είναι ο διακριτός τοπολογικός χώρος, ένα δίκτυο (pλ )λ∈Λ συγκλίνει σε

ένα x ∈ X αν και µόνο αν υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε pλ = x για κάθε λ ≥ λ0 (αφού {x} ∈ Nx).

(ϐ) Αν (X,T ) είναι ο τετριµµένος τοπολογικός χώρος, κάθε δίκτυο (pλ )λ∈Λ στο X συγκλίνει σε κάθε

x ∈ X , αφού Nx = {X }.

Παρατήρηση 3.1.9. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, x ∈ X και το κατευθυνόµενο σύνολο (Bx ,≤). Για

κάθε U ∈ Bx επιλέγουµε pU ∈ U . ΄Ετσι ορίζεται ένα δίκτυο (pU )U∈Bx . Ισχύει ότι pU → x.

Πράγµατι, έστω V ∈ Nx . Τότε υπάρχει U0 ∈ Bx µε U0 ⊆ V , αφού Bx ϐάση περιοχών του x. Για κάθε

U ∈ Bx µε U ≥ U0 έχουµε pU ∈ U ⊆ U0 ⊆ V . ΄Αρα pU → x.

Πρόταση 3.1.10. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, A ⊆ X και x ∈ X . Τότε x ∈ A ⇐⇒ υπάρχει δίκτυο

(pλ ) στο X ώστε pλ ∈ A ∀λ ∈ Λ και pλ → x.

Απόδειξη: (⇒) Υποθέτουµε ότι x ∈ A. Τότε A ∩ U , ∅ για κάθε U ∈ Nx . Επιλέγουµε pU ∈ U
για κάθε U ∈ Nx . Τότε το (pU )U∈Nx είναι ένα δίκτυο στο X . Προφανώς pU ∈ A ∀U ∈ Nx και αφού

pU ∈ U ∀U ∈ Nx , από την Παρατήρηση 3.1.9, έχουµε ότι pU → x.

(⇐) ΄Εστω U ∈ Nx . Αφού pλ → x, υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε pλ ∈ U για κάθε λ ≥ λ0. Ειδικά, pλ0 ∈ U ∩ A
(αφού pλ ∈ A ∀λ ∈ Λ) κι έτσι U ∩ A , ∅. ΄Αρα U ∩ A , ∅ για κάθε U ∈ Nx και συνεπώς x ∈ A.
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Πόρισµα 3.1.11. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος και A ⊆ X . Τότε

(i) Α κλειστό ⇐⇒ για κάθε δίκτυο (pλ )λ∈Λ στο X και για κάθε x ∈ X µε pλ ∈ A ∀λ ∈ Λ και pλ → x,

ισχύει x ∈ A.

(ii) ΄Ενα σηµείο x ∈ X είναι σηµείο συσσώρευσης του A ⇐⇒ υπάρχει δίκτυο (pλ )λ∈Λ στο X , ώστε

pλ ∈ A \ {x} ∀λ ∈ Λ και pλ → x.

Απόδειξη: (i) A κλειστό ⇐⇒ A = A ⇐⇒ A ⊆ A. Το συµπέρασµα έπεται από την Πρόταση 3.1.10.

(ii) ΄Επεται από την Πρόταση 3.1.10, αφού x ∈ A′ ⇐⇒ x ∈ A \ {x}.

Ορισµοί 3.1.12. (α) ΄Εστω (Λ,≤) κατευθυνόµενο σύνολο και N ⊆ Λ. Το N καλείται οµοτελικό (στο Λ), αν

για κάθε λ ∈ Λ υπάρχει ν ∈ N µε ν ≥ λ.

(ϐ) ΄Εστω (Λ,≤), (M,≺) κατευθυνόµενα σύνολα. Μία συνάρτηση ϕ : M → Λ καλείται αύξουσα αν για

κάθε µ1, µ2 ∈ M µε µ1 ≺ µ2 ισχύει ϕ(µ1) ≤ ϕ(µ2).

(γ) ΄Εστω p : (Λ,≤) → X ένα δίκτυο στο X . Μία συνάρτηση q : (M,≺) → X , όπου (M,≺) κατευθυνόµενο

σύνολο, καλείται υποδίκτυο του p αν υπάρχει αύξουσα συνάρτηση ϕ : (M,≺) → (Λ,≤) ώστε το ϕ(M) να

είναι οµοτελικό στο Λ και q = p ◦ ϕ. Λέµε τότε ότι το υποδίκτυο q καθορίζεται από το Ϲεύγος (M, ϕ). Το

υποδίκτυο q συµβολίζεται µε (pϕ(µ))µ∈M ή µε (pϕ(µ)) και προφανώς είναι δίκτυο.

Παρατηρήσεις 3.1.13. (α) ΄Ενα M ⊆ N είναι οµοτελικό ⇐⇒ το M είναι άπειρο.

(ϐ) Αν (X,T ) είναι τοπολογικός χώρος και x ∈ X , το B ⊆ (Nx ,⊇) είναι οµοτελικό αν και µόνο αν είναι

ϐάση περιοχών του x.

(γ) Αν (Λ,≤) είναι κατευθυνόµενο σύνολο και λ0 ∈ Λ, τότε το M = {λ ∈ Λ : λ ≥ λ0} είναι οµοτελικό

καθώς και κάθε N ⊆ Λ µε M ⊆ N είναι οµοτελικό.

(δ) Κάθε υπακολουθία (xkn ) µίας ακολουθίας (xn) είναι υποδίκτυο της ακολουθίας (αφού k (N) είναι

άπειρο). Προφανώς υπάρχουν υποδίκτυα της (xn) που δεν είναι υπακολουθίες.

(ε) Κάθε οµοτελικό υποσύνολο M ενός κατευθυνόµενου συνόλου Λ είναι κατευθυνόµενο (µε τον περιο-

ϱισµό της προδιάταξης τουΛ). Πράγµατι, έστω µ1, µ2 ∈ M. ΑφούΛ κατευθυνόµενο, υπάρχει λ ∈ Λ ώστε

λ ≥ µ1 και λ ≥ µ2. Αφού M οµοτελικό, υπάρχει µ ∈ M ώστε µ ≥ λ. Τότε µ ≥ µ1 και µ ≥ µ2. ΄Επεται ότι :

Αν p : (Λ,≤) → X είναι δίκτυο και M ⊆ Λ οµοτελικό, τότε το q = p|M είναι υποδίκτυο του p.

Πράγµατι, η συνάρτηση ϕ : M → Λ µε ϕ(µ) = µ ( M κατευθυνόµενο) είναι αύξουσα και ϕ(M) = M,

οµοτελικό στο Λ και ισχύει q = p ◦ ϕ.

(στ) Αν (pλ ) είναι δίκτυο στον τοπολογικό χώρο X και x ∈ X , τότε ισχύει

pλ ↛ x ⇐⇒ υπάρχει U ∈ Nx ώστε ∀λ0 ∈ Λ ∃ λ ≥ λ0 µε pλ < U
⇐⇒ υπάρχει U ∈ Nx ώστε pλ < U ∀λ ∈ M, όπου M ⊆ Λ οµοτελικό

Από το (ε), έπεται ότι το (pλ )λ∈M είναι υποδίκτυο του (pλ )λ∈Λ µε pλ < U ∀λ ∈ M.
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Πρόταση 3.1.14. ΄Εστω (X,T ) τοπολογικός χώρος, (pλ ) δίκτυο στο X και x ∈ X . Τότε :

pλ → x ⇐⇒ κάθε υποδίκτυο του (pλ ) συγκλίνει στο x

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω q = p ◦ ϕ : M → X υποδίκτυο του (pλ ) και U ∈ Nx . Αφού pλ → x, υπάρχει

λ0 ∈ Λ ώστε pλ ∈ U ∀λ ≥ λ0. Αφού ϕ(M) είναι οµοτελικό στο Λ, υπάρχει µ0 ∈ M ώστε ϕ(µ0) ≥ λ0.

Τότε για κάθε µ ∈ M µε µ ≥ µ0 έχουµε ϕ(µ) ≥ ϕ(µ0) ≥ λ0 κι έτσι pϕ(µ) ∈ U . Εποµένως pϕ(µ) → x.

(⇐) Είναι προφανές, αφού το (pλ ) είναι υποδίκτυο του (pλ ).

Ορισµός 3.1.15. ΄Εστω (pλ ) ένα δίκτυο σε ένα τοπολογικό χώρο X και x ∈ X . Το x καλείται οριακό σηµείο

του (pλ ) αν για κάθε U ∈ Nx και για κάθε λ ∈ Λ υπάρχει µ ∈ Λ µε µ ≥ λ και pµ ∈ U . ∆ηλαδή το x είναι

οριακό σηµείο του (pλ ) αν για κάθε U ∈ Nx το {λ ∈ Λ : pλ ∈ U } είναι οµοτελικό στο Λ.

Παρατήρηση 3.1.16. Αν pλ → x, τότε το x είναι οριακό σηµείο του (pλ ). Πράγµατι, έστω U ∈ Nx . Τότε

υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε pλ ∈ U για κάθε λ ≥ λ0, δηλαδή {λ ∈ Λ : pλ ∈ U } ⊇ {λ ∈ Λ : λ ≥ λ0} κι έτσι,

από Παρατήρηση 3.1.13(γ), το {λ ∈ Λ : pλ ∈ U } είναι οµοτελικό, δηλαδή το x είναι οριακό σηµείο.

Θεώρηµα 3.1.17. ΄Εστω X τοπολογικός χώρος, (pλ ) δίκτυο στο X και x ∈ X . Το x είναι οριακό σηµείο του

(pλ ) αν και µόνο αν υπάρχει υποδίκτυο του (pλ ) που συγκλίνει στο x.

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω x οριακό σηµείο. Θέτουµε:

M = {(U, λ) : U ∈ Nx , λ ∈ Λ και pλ ∈ U }

Ορίζουµε τη σχέση ≺ στο M ως εξής:

(U1, λ1) ≺ (U2, λ2) ⇐⇒ U1 ⊇ U2 και λ1 ≤ λ2

• Η ≺ είναι µία προδιάταξη στο M (γιατί;).

• Το (M,≺) είναι κατευθυνόµενο σύνολο. Πράγµατι, αν (U1, λ1), (U2, λ2) ∈ M, ϑέτουµε U3 = U1∩U2
και επιλέγουµε λ0 ∈ Λ ώστε λ0 ≥ λ1 και λ0 ≥ λ2. Αφού το x είναι οριακό σηµείο του (pλ ), υπάρχει

λ3 ∈ Λ µε λ3 ≥ λ0 και pλ3 ∈ U . Τότε (U3, λ3) ∈ M και (U3, λ3) ≻ (U1, λ1), (U2, λ2).

• Ορίζουµε ϕ : M → Λ µε ϕ(U, λ) = λ. Τότε η ϕ είναι αύξουσα (από τον ορισµό της ≺) και ϕ(M)
οµοτελικό στο Λ (αφού ϕ(M) = Λ).

΄Ετσι, το p ◦ ϕ είναι υποδίκτυο του (pλ ). Θα δείξουµε ότι το p ◦ ϕ συγκλίνει στο x. ΄Εστω U0 ∈ Nx . Αφού το

x είναι οριακό σηµείο του pλ , υπάρχει λ0 ∈ Λ ώστε pλ0 ∈ U0. Τότε (U0, λ0) ∈ M και για κάθε (U, λ) ∈ M
µε (U, λ) ≻ (U0, λ0) έχουµε

(p ◦ ϕ)(U, λ) = p(ϕ(U, λ)) = p(λ) = pλ ∈ U ⊆ U0.

Εποµένως, το p ◦ ϕ συγκλίνει στο x.

(⇐) ΄Εστω q = (pϕ(µ))µ∈M υποδίκτυο του (pλ )λ∈Λ µε pϕ(µ) → x. ΄Εστω U ∈ Nx . Τότε υπάρχει µ0 ∈ M
ώστε pϕ(µ) ∈ U για κάθε µ ≻ µ0, δηλαδή:

{λ ∈ Λ : pλ ∈ U } ⊇ {ϕ(µ) : µ ≻ µ0}.

Εποµένως, αρκεί να δείξουµε ότι το {ϕ(µ) : µ ≻ µ0} είναι οµοτελικό στο Λ.

΄Εστω λ0 ∈ Λ. Αφού ϕ(M) είναι οµοτελικό στο Λ, υπάρχει µ1 ∈ M µε ϕ(µ1) ≥ λ0. Ακόµη, αφού το M
είναι κατευθυνόµενο, υπάρχει µ ∈ M ώστε µ ≻ µ0 και µ ≻ µ1. Τότε ϕ(µ) ≥ ϕ(µ1) ≥ λ0, άρα ϕ(µ) ≥ λ0
όπου µ ≻ µ0. ΄Αρα το {ϕ(µ) : µ ≻ µ0} είναι οµοτελικό στο Λ.
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3.2 Συνέχεια

Προχωρούµε στη µελέτη συνεχών συναρτήσεων µεταξύ τοπολογικών χώρων. Θα δούµε ότι οι χαρακτηρι-

σµοί της συνέχειας είναι ανάλογοι µε αυτούς που είδαµε κατά τη µελέτη των µετρικών χώρων.

Ορισµός 3.2.1. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι και x0 ∈ X . Μία συνάρτηση f : X → Y ϑα λέµε ότι είναι

συνεχής στο x0, αν για κάθε V ∈ N f (x0) υπάρχει U ∈ Nx0 ώστε f (U) ⊆ V . Η f καλείται συνεχής, αν

είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του X .

Παρατηρήσεις 3.2.2. (α) Η f είναι συνεχής στο x0 ⇐⇒ για κάθε V ∈ N f (x0) ισχύει f −1(V ) ∈ Nx0 .

Πράγµατι,

(⇒) ΄Εστω V ∈ N f (x0) . Τότε υπάρχει U ∈ Nx0 ώστε f (U) ⊆ V . ΄Αρα U ⊆ f −1(V ) κι εποµένως

f −1(V ) ∈ Nx0 .

(⇐) ΄Εστω V ∈ N f (x0) . Τότε το U = f −1(V ) ∈ Nx0 και προφανώς f (U) ⊆ V .

(ϐ) Στον Ορισµό 3.2.1 µπορούµε να ϑεωρήσουµε ϐάσεις περιοχών των f (x0) και x0, αντί για τα N f (x0) και

Nx0 αντίστοιχα. ΄Αρα στην περίπτωση των µετρικών χώρων, ο ορισµός αυτός συµπίπτει µε το γνωστό.

(γ) Αν η f είναι σταθερή, τότε είναι συνεχής (παίρνουµε U = X ).

(δ) Αν ο X έχει τη διακριτή τοπολογία, τότε η f είναι αυτόµατα συνεχής (παίρνουµε U = {x0})

Θεώρηµα 3.2.3. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι και µία συνάρτηση f : X → Y . Τα ακόλουθα είναι ισοδύνα-

µα:

(i) Η f είναι συνεχής.

(ii) Για κάθε G ⊆ Y ανοικτό, το f −1(G) είναι ανοικτό στο X .

(iii) Για κάθε F ⊆ Y κλειστό, το f −1(F) είναι κλειστό στο X .

(iv) Για κάθε A ⊆ X , f (A) ⊆ f (A).

(v) Για κάθε B ⊆ Y , f −1(B) ⊆ f −1(B).

(vi) Για κάθε B ⊆ Y , f −1(B◦) ⊆ ( f −1(B))◦.

Απόδειξη: (i)⇒(ii) ΄Εστω G ⊆ Y ανοικτό και x ∈ f −1(G). Τότε f (x) ∈ G και G ∈ N f (x0) . Αφού f
συνεχής, έπεται ότι f −1(G) ∈ Nx (Παρατήρηση 3.2.2(α)). Συνεπώς το f −1(G) είναι περιοχή κάθε σηµείου

του, άρα f −1(G) είναι ανοικτό.

(ii)⇒(iii) ΄Εστω F ⊆ Y κλειστό. Τότε το Y \F είναι ανοικτό και, από το (ii), έπεται ότι το f −1(Y \F) = X\ f −1(F)
είναι ανοικτό. ∆ηλαδή το f −1(F) είναι κλειστό.

(iii)⇒(iv) ΄Εστω A ⊆ X . Από το (iii) για το κλειστό F = f (A) έχουµε ότι το f −1( f (A)) είναι κλειστό στο

X . Επιπλέον, A ⊆ f −1( f (A)) ⊆ f −1( f (A)). ΄Αρα, από τον ορισµό της κλειστότητας, A ⊆ f −1( f (A)) ⇒
f (A) ⊆ f (A).
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(iv)⇒(v) ΄Εστω B ⊆ Y . Από το (iv) για το A = f −1(B) έχουµε

f ( f −1(B)) ⊆ f ( f −1(B)).

Ακόµη, f ( f −1(B)) ⊆ B ⇒ f ( f −1(B)) ⊆ B. Εποµένως:

f ( f −1(B)) ⊆ f ( f −1(B))
f ( f −1(B)) ⊆ B



⇒ f ( f −1(B)) ⊆ B ⇒ f −1(B) ⊆ f −1(B)

(v)⇒(vi) ΄Εστω B ⊆ Y . Τότε :

X \ ( f −1(B))◦ = X \ f −1(B)

= f −1(Y \ B)
⊆ f −1(Y \ B) (από το (v))
= f −1(Y \ B◦)
= X \ f −1(B◦)

΄Αρα f −1(B◦) ⊆ ( f −1(B))◦.

(vi)⇒(i) ΄Εστω x ∈ X και V ∈ N f (x) . Τότε f (x) ∈ V ◦, δηλαδή:

x ∈ f −1(V ◦) ⊆ ( f −1(V ))◦ (από το (vi) ).

΄Αρα f −1(V ) ∈ Nx . Εποµένως η f είναι συνεχής στο x. Αφού το x ∈ X ήταν τυχόν, η f είναι συνεχής.

Παρατηρήσεις 3.2.4. (α) ΄Εστω (X,T ), (Y,S) τοπολογικοί χώροι, B µία ϐάση για την S και συνάρτηση

f : X → Y . Τότε η f είναι συνεχής αν και µόνο αν f −1(B) ∈ T για κάθε B ∈ B. Πράγµατι :

(⇒) Είναι προφανές, αφού B ⊆ S.

(⇐) ΄Εστω G ∈ S.Τότε G =
⋃
i∈I

Bi για κάποια υποοικογένεια (Bi)i∈I της B. ΄Αρα f −1(G) =
⋃
i∈I

f −1(Bi) ∈

T , ως ένωση ανοικτών. ΄Αρα η f είναι συνεχής.

(ϐ) Η προηγούµενη παρατήρηση ισχύει αν η B είναι υποβάση για την S, κι όχι κατ΄ ανάγκη ϐάση (γιατί;).

Παράδειγµα 3.2.5. Η συνάρτηση f : RS → RS µε f (x) = −x δεν είναι συνεχής. Πράγµατι, ένω το

σύνολο (0,1] είναι ανοικτό στον RS , το f −1 ((0,1]) = [−1,0) δεν είναι ανοικτό.

Πρόταση 3.2.6. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι, x0 ∈ X και συνάρτηση f : X → Y . Τότε η f είναι συνεχής

στο x0 αν και µόνο αν, για κάθε (pλ ) δίκτυο στο X µε pλ → x0, ισχύει f (pλ ) → f (x0).

Απόδειξη: (⇒) Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο x0. ΄Εστω (pλ ) δίκτυο στο X µε pλ → x0. ΄Εστω

V ∈ N f (x0) . Από τη συνέχεια της f στο x0, έπεται ότι f −1(V ) ∈ Nx0 . Αφού pλ → x0, υπάρχει λ0 ∈ Λ

ώστε pλ ∈ f −1(V ) για κάθε λ ≥ λ0. Τότε f (pλ ) ∈ V για κάθε λ ≥ λ0. Εποµένως f (pλ ) → f (x0).

(⇐) Υποθέτουµε ότι για κάθε (pλ ) µε pλ → x0, ισχύει f (pλ ) → f (x0) κι έστω, προς άτοπο, ότι η f δεν

είναι συνεχής στο x0. Τότε υπάρχει V ∈ N f (x0) ώστε για κάθε U ∈ Nx0 να ισχύει f (U) ⊈ V . Για κάθε

U ∈ Nx0 επιλέγουµε pU ∈ U , ώστε f (pU ) < V . ΄Ετσι, το (pU )U∈Nx0
είναι δίκτυο µε pU → x0. Αφού όµως,

f (pU ) < V και V ∈ N f (x0) , έπεται ότι f (pU ) ↛ f (x0), πράγµα άτοπο.

Πόρισµα 3.2.7. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι και συνάρτηση f : X → Y . Τότε η f είναι συνεχής αν και

µόνο αν, για κάθε x ∈ X και για κάθε (pλ ) δίκτυο στο X µε pλ → x, ισχύει f (pλ ) → f (x).
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Παρατήρηση 3.2.8. Η Πρόταση 3.2.6 και το Πόρισµα 3.2.7 δεν ισχύουν αν τα δίκτυα αντικατασταθούν

µε ακολουθίες. Για παράδειγµα, έστω id : (R,T ) → R µε id(x) = x, για κάθε x ∈ R, όπου T η

συναριθµήσιµη τοπολογία. Αν (xn) είναι ακολουθία στο (R,T ) και x ∈ R, ώστε xn → x, τότε η (xn) είναι

τελικά σταθερή και ίση µε x κι εποµένως id(xn) → x = id(x) ως προς τη συνήθη τοπολογία. ΄Οµως, αν

a,b ∈ R, a < b, τότε το (a,b) είναι ανοικτό στο R, ενώ id−1((a,b)) = (a,b) < T . ΄Αρα η id δεν είναι

συνεχής σε κανένα σηµείο.

Είδαµε ότι οι ακολουθίες είναι ανεπαρκείς να χαρακτηρίσουν τη συνέχεια συναρτήσεων. Συµπεραίνουµε,

λοιπόν ότι η ανάγκη γενίκευσης από τις ακολουθίες στα δίκτυα περιγράφει µε ακρίβεια το µέτρο γενίκευσης

από τους µετρικούς χώρους στους τοπολογικούς χώρους.

Πρόταση 3.2.9. ΄Εστω X , Y , Z τοπολογικοί χώροι, x0 ∈ X και συναρτήσεις f : X → Y , g : Y → Z . Αν η f
είναι συνεχής στο x0 και η g είναι συνεχής στο f (x0), τότε η g ◦ f : X → Z είναι συνεχής στο x0. ΄Αρα

αν οι f ,g είναι συνεχείς, τότε και η g ◦ f είναι συνεχής.

Απόδειξη: ΄Εστω (pλ ) δίκτυο στο X µε pλ → x0.

Αφού η f είναι συνεχής στο x0 =⇒ f (pλ ) → f (x0) (Πρόταση 3.2.6)
Αφού η g είναι συνεχής στο f (x0) =⇒ g( f (pλ )) → g( f (x0)) (Πρόταση 3.2.6)

∆ηλαδή, (g ◦ f )(pλ ) → (g ◦ f )(x0). ΄Αρα, από Πρόταση 3.2.6, η g ◦ f είναι συνεχής στο x0.

3.2.1 Ανοικτές και κλειστές συναρτήσεις,

Οµοιοµορφισµοί

Ορισµός 3.2.10. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι. Μία συνάρτηση f : X → Y καλείται ανοικτή (αντίστοιχα

κλειστή), αν για κάθε A ⊆ X ανοικτό (αντίστοιχα κλειστό) το f (A) είναι ανοικτό (αντίστοιχα κλειστό) στο Y .

Παρατηρήσεις 3.2.11. (α) Αν B είναι ϐάση του τοπολογικού χώρου X , τότε η f είναι ανοικτή αν και µόνο

αν για κάθε B ∈ B το f (B) είναι ανοικτό στο Y . Πράγµατι,

(⇒) Είναι προφανές, αφού κάθε B ∈ B είναι ανοικτό.

(⇐) Αν A ⊆ X ανοικτό, τότε A =
⋃
i∈I

Bi όπου (Bi)i∈I υποοικογένεια της B. ΄Αρα το f (A) =
⋃
i∈I

f (Bi)

είναι ανοικτό, ως ένωση ανοικτών. Εποµένως η f είναι ανοικτή.

(ϐ) Αν η f : X → Y είναι 1− 1 και επί, τότε, αφού f (A) = ( f −1)−1(A) για κάθε A ⊆ X , έχουµε f ανοικτή

⇐⇒ f −1 : Y → X συνεχής ⇐⇒ f κλειστή.

(γ) ΄Εστω T1 και T2 δύο τοπολογίες στο X και id : (X,T1) → (X,T2) µε id(x) = x για κάθε x ∈ X . Τότε :

T1 ⊆ T2 ⇐⇒ id ανοικτή ⇐⇒ id−1
συνεχής ⇐⇒ id κλειστή.

Παράδειγµα 3.2.12. Η προβολή π1 : R2 → R µε π1(x, y) = x είναι ανοικτή, αλλά όχι κλειστή. Πράγµατι,

• Για κάθε (x, y) ∈ R2 και ε > 0, π1(B((x, y), ε)) = (x − ε, x + ε) ανοικτό, άρα από Παρατήρηση

3.2.11(α), η π1 είναι ανοικτή.

• Αν F =
{(

x, 1x
)

: x > 0
}
, τότε το F είναι κλειστό στο R2, ενώ η εικόνα π1(F) = (0,+∞) δεν είναι

κλειστό στο R.
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Πρόταση 3.2.13. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι και µία συνάρτηση f : X → Y . Η f είναι ανοικτή αν και

µόνο αν f (A◦) ⊆ ( f (A))◦, για κάθε A ⊆ X .

Απόδειξη: (⇒) ΄Εστω A ⊆ X . Τότε το A◦ είναι ανοικτό στο X , άρα και το f (A◦) είναι ανοικτό στο Y .

Αφού f (A◦) ⊆ f (A), από τον ορισµό του εσωτερικού, έπεται ότι f (A◦) ⊆ ( f (A))◦.

(⇐) ΄Εστω A ⊆ X ανοικτό (άρα A◦ = A). Τότε, από την υπόθεση, έπεται ότι f (A) = f (A◦) ⊆ ( f (A))◦.
∆ηλαδή f (A) ⊆ ( f (A))◦ κι έτσι, f (A) = ( f (A))◦. Εποµένως το f (A) είναι ανοικτό. Συνεπώς η f είναι

ανοικτή.

Πρόταση 3.2.14. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι και µία συνάρτηση f : X → Y . Η f είναι κλειστή αν και

µόνο αν f (A) ⊇ f (A), για κάθε A ⊆ X .

Απόδειξη: Αφήνεται ως άσκηση (εργαστείτε ανάλογα µε την Απόδειξη της Πρότασης 3.2.13).

Ορισµός 3.2.15. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι. Μία 1 − 1 και επί συνάρτηση f : X → Y , ώστε η ίδια η

f αλλά και η f −1 να είναι συνεχείς, καλείται οµοιοµορφισµός των τοπολογικών χώρων X και Y . ΄Οταν

υπάρχει f : X → Y οµοιοµορφισµός, λέµε ότι οι X και Y είναι οµοιοµορφικοί και το συµβολίζουµε αυτό

µε X ∼ Y .

Παρατήρηση 3.2.16. Η σχέση ‘‘∼" είναι σχέση ισοδυναµίας στην κλάση των τοπολογικών χώρων. Κατά

συνέπεια η κλάση των τοπολογικών χώρων διαµερίζεται σε κλάσεις ισοδυναµίας. ∆ύο τοπολογικοί χώροι

που ανήκουν στην ίδια κλάση, από τοπολογικής άποψης, ταυτίζονται.

Πρόταση 3.2.17. ΄Εστω X,Y τοπολογικοί χώροι και f : X → Y µία 1 − 1 και επί συνάρτηση. Τα ακόλουθα

είναι ισοδύναµα:

(i) Η f είναι οµοιοµορφισµός.

(ii) Η f είναι συνεχής και ανοικτή.

(iii) Η f είναι συνεχής και κλειστή.

(iv) Για κάθε A ⊆ X ισχύει f (A) = f (A).

Απόδειξη: Η ισοδυναµία των (i), (ii) και (iii) έπεται από την Παρατήρηση 3.2.11(ϐ). Η ισοδυναµία των (iii)

και (iv) έπεται από την Πρόταση 3.2.14 και το Θεώρηµα 3.2.3.

Παραδείγµατα 3.2.18. (α) R ∼ (−1,1). Πράγµατι, η f : R→ (−1,1) µε f (x) = x
1+|x | είναι συνεχής, 1−1,

επί και η f −1 : (−1,1) → R µε f (y) = y
1−|y | είναι συνεχής.

(ϐ) Η ταυτοτική συνάρτηση id : RS → R µε id(x) = x για κάθε x ∈ RS είναι συνεχής (αφού για κάθε

a,b ∈ R µε a < b, id−1((a,b)) = (a,b) ∈ TS), 1 − 1 και επί. ΄Οµως η id−1 : R → RS δεν είναι συνεχής,

αφού για το (a,b] ∈ TS , (id−1)−1((a,b]) = (a,b] που δεν είναι ανοικτό στο R.

(γ) ΄Εστω X σύνολο, x1, x2 ∈ X µε x1 , x2 καιT1,T2 οι τοπολογίες των ιδιαίτερων σηµείων x1, x2 αντίστοιχα.

Τότε η f : (X,T1) → (X,T2) µε

f (x) =



x2, αν x = x1
x1, αν x = x2
x, αν x , x1, x2

είναι οµοιοµορφισµός. Πράγµατι, η f είναι προφανώς 1− 1 και επί. ΄Εστω G ∈ T2. Αν G , ∅, τότε x2 ∈ G,

άρα x1 ∈ f −1(G) κι εποµένως f −1(G) ∈ T1. ΄Αρα η f είναι συνεχής. Ανάλογα, η f −1 είναι συνεχής.

(δ) ∆ύο διακριτοί τοπολογικοί X,Y είναι οµοιοµορφικοί, αν και µόνο αν υπάρχει συνάρτηση f : X → Y ,

1 − 1 και επί (αφού κάθε συνάρτηση ορισµένη σε διακριτό τοπολογικό χώρο είναι συνεχής).
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3.3 Σύγκλιση κατά Υπερφίλτρο

΄Εστω (xn) µία ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Θα ϑέλαµε να ορίσουµε µία γενικότερη

έννοια ορίου της (xn), το οποίο όριο ϑα συµβολίζουµε µε lim∗ xn. Φυσιολογική απαίτησή µας ϑα ήταν

αυτή η έννοια ορίου να ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες:

• Συµβατότητα: Αν το (σύνηθες) όριο της lim
n

xn υπάρχει, τότε lim
n

xn = lim∗ xn.

• Γραµµικότητα: Αν (yn) είναι µία ακόµη ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών και c1 c2 ∈ R,

τότε lim∗(c1xn + c2yn) = c1 lim∗ xn + c2 lim∗ yn.

• Θετικότητα: Αν xn ≥ 0 για κάθε n ∈ N, τότε lim∗ xn ≥ 0.

Εύκολα ελέγχει κανείς, ότι µε δεδοµένη τη γραµµικότητα και τη συµβατότητα, η ϑετικότητα της υποψήφιας

έννοιας ορίου είναι ισοδύναµη µε την ακόλουθη επιθυµητή ιδιότητα:

• Αν |xn | ≤ A για κάθε n ∈ N, τότε | lim∗ xn | ≤ A.

Αξίζει, επίσης, να παρατηρήσουµε ότι ο συνήθης ορισµός του ορίου για µία (ϕραγµένη) ακολουθία (xn)
µπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής:

(3.3.0.1) lim
n

xn = l ⇐⇒ ∀ε > 0, |N \ {n ∈ N : |xn − l | < ε}| < ∞

(δηλαδή, το l είναι το όριο της (xn) αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 µόνο πεπερασµένοι στο πλήθος τους,

όροι της (xn) απέχουν από το l απόσταση µεγαλύτερη από ε). Αφού κάθε µη τετριµµένο υπερφίλτρο

περιέχει όλα τα συµπεπερασµένα σύνολα, η ακόλουθη προσέγγιση ϕαίνεται ϕυσιολογική.

Ορισµός 3.3.1 (όριο Banach). ΄Εστω µία ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών (xn), l ∈ R και ε > 0.

Ορίζουµε το σύνολο

U (l, ε) = U (l, ε)[(xn)] = {n ∈ N : |xn − l | < ε}

Αν F είναι ένα µη τετριµµένο υπερφίλτρο του N, ορίζουµε

lim
F

∗xn = l ⇐⇒ ∀ε > 0, U (l, ε) ∈ F .

Παρατήρηση 3.3.2. Το όριο Banach µίας ϕραγµένης ακολουθίας εξαρτάται από την επιλογή του µη τετριµ-

µένου υπερφίλτρου.

Θεώρηµα 3.3.3. Κάθε ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών έχει µοναδικό όριο Banach. Επίσης

το όριο Banach είναι συµβατό, γραµµικό και ϑετικό (κατά τον τρόπο που ορίστηκαν αυτές οι έννοιες στην

αρχή της Παραγράφου).

Απόδειξη: ΄Εστω (xn), (yn) ϕραγµένες ακολουθίες και c1,c2 ∈ R. ∆είχνουµε διαδοχικά:

΄Υπαρξη ΄Εστω L = sup
n∈N
|xn | και ϑέτουµε I0 = [−L,L]. ∆ιαιρούµε το I0 στα ξένα διαστήµατα I0

1 = [−L0,0),

I1
1 = [0,L]. Ακριβώς ένα από τα σύνολα {n ∈ N : xn ∈ I0

1 }, {n ∈ N : xn ∈ I1
1 } ανήκει στο

F . ΄Εστω, λοιπόν I1 το διάστηµα µε αυτή την ιδιότητα. Επαγωγικά κατασκευάζουµε µία ϕθίνουσα

ακολουθία διαστηµάτων I0, I1, . . . µε την ιδιότητα, για κάθε k ∈ N το µήκος του Ik να είναι 2L/2k και

{n ∈ N : xn ∈ Ik } ∈ F . Κατά συνέπεια,
⋂

k∈N
I k = {l} για κάποιο l ∈ R κι ακόµη, για κάθε ε > 0,

U (l, ε) ∈ F .
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Μοναδικότητα Για l , l′ και ε < |l−l ′ |
2 , τα σύνολα U (l, ε) και U (l′, ε) είναι ξένα και κατά συνέπεια, το

πολύ ένα από αυτά ανήκει στο F .

Συµβατότητα ΄Αµεσο, από την 3.3.0.1.

Γραµµικότητα ΄Εστω ότι lim
F

∗xn = l1, lim
F

∗yn = l2 κι έστω ένα ε ϑετικό. Αρχικά υποθέτουµε ότι c1,c2 , 0.

΄Εχουµε ότι τα σύνολα U (l1, ε/2c1) [(xn)], U (l2, ε/2c2) [(yn)] ανήκουν στο F , άρα και η τοµή τους.

Για κάθε n στην τοµή έχουµε ότι |xn − l1 | < ε/2c1 και |yn − l2 | < ε/2c2. Συνεπώς, από την τριγωνική

ανισότητα παίρνουµε ότι

|(c1xn + c2yn) − (c1l1 + c2l2) | < ε.

΄Αρα U (c1l1 + c2l2, ε)[(c1xn + c2yn)] ∈ F . Για την περίπτωση που κάποιο από τα c1,c2 είναι ίσο µε

0, η ίδια απόδειξη λειτουργεί (µε τις προφανείς τροποποιήσεις).

Θετικότητα ΄Εστω ότι xn ≥ 0 για κάθε n ∈ N κι έστω ένα l < 0. Τότε, αν ε = |l |/2 > 0, έχουµε ότι το

U (l, ε) είναι πεπερασµένο και συνεπώς δεν ανήκει στο F . ΄Αρα δεν µπορεί lim
F

∗xn = l.

Η ακόλουθη Πρόταση περιγράφει µία ενδιαφέρουσα ιδιότητα του χώρου Σ που ορίσαµε στο Παράδειγµα

2.2.12, η οποία ϑα ϕανεί χρήσιµη κατά την περιγραφή της Stone-Čech συµπαγοποίησης του συνόλου των

ϕυσικών αριθµών.

Πρόταση 3.3.4. ΄Εστω U ένα µη τετριµµένο υπερφίλτρο στο σύνολο N και έστω ο τοπολογικός χώρος

Σ = N ∪ {U}. Για κάθε a : N → R (συνεχή) ϕραγµένη συνάρτηση (δηλαδή, ϕραγµένη ακολουθία),

υπάρχει µία συνεχής επέκταση âU : Σ → R (δηλαδή âU συνεχής και âU |N = a).

Απόδειξη: ΄Εστω a : N→ R ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Ορίζουµε την âU : Σ → R ως

εξής:

âU (x) =



a(x) αν x ∈ N
ℓ = lim∗

U
an αν x = U

Η âU προφανώς επεκτείνει την a και είναι ϕραγµένη. Αρκεί να δείξουµε ότι είναι συνεχής στο U .

΄Εστω (ℓ − ε,ℓ + ε) ϐασική περιοχή του ℓ. Τότε, αφού ℓ = lim∗
U

an, έχουµε ότι U (ℓ,ε) ∈ U . ΄Αρα, το

U (ℓ,ε) ∪ {U} είναι ϐασική περιοχή τουU και προφανώς âU (U (ℓ,ε) ∪ {U}) ⊆ (ℓ − ε,ℓ + ε). Εποµένως

η âU είναι συνεχής.

Παρατήρηση 3.3.5. Μία διαφορετική προσέγγιση στη γενίκευση του ορίου µίας ϕραγµένης ακολουθίας

µπορεί να γίνει µέσω Συναρτησιακής Ανάλυσης και είναι αυτή που έγινε από τον ίδιο τον Banach στο ϐιβλίο

του «Théorie des opérations linéaires». Ο χώρος ℓ∞ των ϕραγµένων ακολουθιών είναι ένας γραµµικός

χώρος που εφοδιάζεται µε τη νόρµα | |(xn) | | = sup
n∈N
|xn |. Το σύνολο των συγκλινουσών ακολουθιών C,

συνιστά έναν υπόχωρο του ℓ∞. Ακόµη, η απεικόνιση f : C → R, που απεικονίζει κάθε συγκλίνουσα

ακολουθία στο όριό της, είναι γραµµική και έχει νόρµα τελεστή ίση µε 1. Από το Θεώρηµα Hahn-Banach,

η f επεκτείνεται σε έναν τελεστή f̃ : ℓ∞ → R, που έχει επίσης νόρµα τελεστή 1. ΄Ετσι, ϑα ορίζουµε ως

όριο Banach µίας ακολουθίας (xn) ∈ ℓ∞ την τιµή f̃ ((xn)). Εύκολα ελέγχει κανείς ότι αυτή η έννοια ορίου

ικανοποιεί τις απαιτήσεις που ϑέσαµε στην αρχή της Παραγράφου.
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