
Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα: 2ο Σύνολο Ασκήσεων

1. Να ϐρείτε την πολυπλοκότητα των παρακάτω αλγορίθµων αφού ϐρείτε πρώτα την αναδροµική εξίσωση.

Αλγόριθµος 1

int one ( int n)

{

int sum=0;

int i , j ;

i f (n==0)

return 1;

for ( i =0; i <=n; i ++)

for ( j =1; j <=n; j =2∗ j ) {

time O(1 )

}

sum=one (n/2);

sum+=one (n/2);

return sum;

}

Αλγόριθµος 2

int two ( int n)

{

int sum=0;

int i ;

i f (n==0)

return 7;

for ( i =0; i <=n−1; i ++)

sum+=two ( i ) ;

return sum;

}

2. Να επιλυθούν οι ακόλουθες αναδροµικές εξισώσεις. ∆ίνεται ότι το T (n) είναι σταθερό για n ≤ 2.

1. T (n) = 3T (
n

2
) + n

2. T (n) = T (
√
n) + 1

3. T (n) = T (3n/4) + T (n/5) + cn
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3. Υποθέστε ότι έχουµε ένα πολύ µεγάλο πίνακα Α, ο οποίος είναι αποθηκευµένος στη µνήµη κατά γραµµές.

Θέλουµε να υπολογίσουµε τον ανάστροφο πίνακα του A, AT και να τον αποθηκεύσουµε στη µνήµη επίσης κατά

γραµµές. Επειδή ο A είναι µεγάλος, κάθε γραµµή του µπορεί να αποθηκευτεί σε µια σελίδα µνήµης ακριβώς.

Η µεταφορά µνήµης είναι πολύ ακριβή, όµως, από τη στιγµή που κάποιος µεταφέρει µια σελίδα µνήµης, οι

υπολογισµοί γίνονται χωρίς κόστος. Πόσες µεταφορές µνήµης χρειάζονται για να υπολογιστεί ο ανάστροφος

πίνακας ; Η µνήµη σας δεν είναι απαραίτητο να είναι µεγάλη, είναι αρκετό να έχετε στη διάθεσή σας µόνο δυο

σελίδες µνήµη οποιαδήποτε στιγµή. Υπόδειξη : ∆ιαίρει και ϐασίλευε.

4. Για την ταξινόµηση n αριθµών σε ένα µονοδιάστατο πίνακα, ϐρείτε το µικρότερο στοιχείο του Α και

αλλάξετε ϑέση µε το Α[1]. Στη συνέχεια ϐρείτε το δεύτερο µικρότερο στοιχείο του Α και και αλλάξετε ϑέση µε

το Α[2]. Συνεχίστε µε αυτόν τον τρόπο για τα n − 1 στοιχεία του Α. Γράψτε τον ψευδοκώδικα του αλγορίθµου,

ο οποίος είναι γνωστός ώς selection sort. ∆ώστε τους χρόνους της καλύτερης και χειρότερης περίπτωσης της

selection sort σε Θ συµβολισµό.

5. Θεωρείστε τον αλγόριθµο της γραµµικής αναζήτησης. Πόσα στοιχεία από την ακολουθία εισόδου

χρειάζονται να ελεγχΘούν κατά µέσο όρο, υποθέτοντας ότι το υπό αναζήτηση στοιχείο µπορεί να είναι κάποιο από

τα στοιχεία του πίνακα µε την ίδια πιθανότητα ; Πόσα στοιχεία χρειάζονται να ελεγχθούν το πολύ ; Ποιοί είναι

οι χρόνοι καλύτερης και χειρότερης περίπτωσης της γραµµικής αναζήτησης σε Θ συµβολισµό. ∆ικαιολογήστε

τις απαντήσεις σας.

6. Η insertion sort (ενθετική ταξονόµηση) µπορεί να εκφραστεί σαν µια αναδροµική διαδικασία µε

τον ακόλουθο τρόπο : Για να ταξινοµήσουµε τη συστοιχία A[1...n], ταξινοµούµε αναδροµικά την υποσυστοιχία

A[1...n−1] και στη συνέχεια ενθέτουµε το στοιχείο A[n] στην ταξινοµηµένη υποσυστοιχία A[1...n−1]. ∆ιατυπώ-

στε µια αναδροµική σχέση για το χρόνο εκτέλεσης αυτής της αναδροµικής εκδοχής της ενθετικής ταξονόµησης.

7. Παρατηρήστε ότι η ενθετική ταξινόµηση χρησιµοποιεί γραµµική αναζήτηση για να διατρέξει την ταξινο-

µηµένη υποσυστοιχία A[1...j− 1]. Αν υποτεθεί ότι το κόστος προσπέλασης της µνήµης κατά την ανταλλαγή των

τιµών δυο στοιχείων είναι αµελητέο, να προτείνετε µια τροποποίησή της έτσι ώστε να µειώνεται η πολυπλοκότητά

της.

8. Θεωρούµε µια ταξινοµηµένη ακολουθία Α, µεγέθους n. Να γράψετε τον ψευδοκώδικα της ∆υαδικής

αναζήτησης ενός στοιχείου στην Α. Να αποδείξετε ότι η πολυπλοκότητα της ∆υαδικής αναζήτησης είναι Θ(logn)

9. Ορθότητα της ϕυσαλιδωτής ταξινόµησης

Η ϕυσαλιδωτή ταξίνόµηση είναι ενας αρκετά διαδεδοµένος αλγόριθµος ταξινόµησης. Λειτουργεί εναλλάσσοντας

κατ΄ επανάληψη παρακείµενα στοιχεία που είναι διατεταγµένα µε λάθος σειρά.

ΦΥΣΑΛΙ∆ΩΤΗ ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗ(Α)

1.για i← έως µήκος[A]

2. για j ← µήκος[A] αντίστροφα- έως i+ 1

3. αν A[j] < A[j − 1]

4. τότε εναλλαγή A[j]↔ A[j − 1]

α. ΄Εστω ότι συµβολιζουµε την έξοδο της ϕυσαλιδωτής ταξινόµησης (Α) µε Α΄. Για να αποδείξουµε ότι ο

αλγόριθµος είναι ορθός, αρκεί να δείξουµε ότι τερµατίζει και ότι :

A′[1] ≤ A′[2] ≤ ... ≤ A′[n] (1)

όπου n =µήκος[Α].

ϐ. ∆ιατυπώστε µε ακρίβεια µια αναλλοίωτη συνθήκη για το ϐρόχο για στις γραµµές 2-4, και αποδείξτε ότι
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ισχύει. Η απόδειξή σας ϑα πρέπει να ϐασίζεται στη δοµή της απόδειξης αναλλοίωτων συνθηκών.

γ. Χρησιµοποιώντας την ¨επιβεβαίωση αποτελέσµατος¨ της αναλλοίωτης συνθήκης την οποία αποδείξατε στο

υποερώτηµα (ϐ), να διατυπώσετε µια αναλλοίωτη συνθήκη για τον ϐρόχο για στις γραµµές 1-4, η οποία

ϑα σας επιτρέψει να αποδείξετε την ανισότητα (1). Η απόδειξή σας ϑα πρέπει να ϐασίζεται στη δοµή της

απόδειξης των αναλλοίωτων συνθηκών.

δ. Ποιός είναι ο χρόνος εκτέλεσης χειρότερης περίπτωσης της ϕυσαλιδωτής ταξινόµησης ; Συγκρίνετέ τον µε

τον αντίστοιχο χρόνο της ενθετικής ταξινόµησης.

10. Να τροποποιηθεί ο αλγόριθµος MinMax έτσι ώστε ο πίνακας A[1..n] να διαιρείται σε τρία τµήµατα

αντί για δύο.

α. Να δοθεί ο νέος αναδροµικός αλγόριθµος.

ϐ. Να ϐρεθεί η πολυπλοκότητά του.

γ. Να αποδειχθεί η ορθότητά του.

δ. Σχολιάστε τα συµπεράσµατά σας.

11. Να τροποποιηθεί ο αλγόριθµος MinMax έτσι ώστε ο πίνακας A[1..n] να διαιρείται σε δύο τµήµατα. Το

αριστερό τµήµα να περιέχει τα πρώτα δύο στοιχεία και το δεξί τµήµα περιέχει τα υπόλοιπα.

α. Να δοθεί ο νέος αναδροµικός αλγόριθµος.

ϐ. Να ϐρεθεί η πολυπλοκότητά του.

γ. Να αποδειχθεί η ορθότητά του.

δ. Να συγκρίνετε τον νέο αλγόριθµο µε τον αλγόριθµο που παρουσιάστηκε στην παράδοση (ϐλ. ∆ιαφάνειες

και Σηµειώσεις).

12. ∆ίνεται ο n x n πίνακας A = (aij). Ο υπολογισµός της ||A||1 δίνεται από τον ακόλουθο τύπο

||A||1 = max
1≤j≤n

n∑

i=1

|aij |

Για µεγάλες τιµές του n ο ανωτέρω υπολογισµός είναι πολύ αργός.

α. Ποιά η πολυπλοκότητα του υπολογισµού της ||A||1 µε ϐάση τον ανωτέρω τύπο ;

ϐ. Να δοθεί αναδροµικός αλγόριθµος για τον υπολογισµό της ||A||1 .

γ. Να ϐρεθεί η πολυπλοκότητά του.

δ. Να αποδειχθεί η ορθότητά του.

ε. Είναι ο νέος αλγόριθµος ϐέλτιστος ; ∆ικαιολογήστε.

13. Μια οµάδα Φυσικών ϑέλουν να µελετήσουν τη συνολική δύναµη που ασκείται σε κάθε σωµατίδιο

j = 1, . . . , n, που έχει ϕορτίο qj , µετρώντας τη και µετά συγκρίνοντάς τη µε µια υπολογιστική πρόβλεψη. Η

συνολική δύναµη που ασκείται σε ένα σωµατίδιο j, από τον νόµο του Coulomb, είναι ίση µε
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Fj =
∑

i<j

Cqiqj
(j − i)2

−
∑

i>j

Cqiqj
(j − i)2

, j = 1, . . . , n

Οι Φυσικοί έχουν υπολογίσει την συνολική δύναµη για κάθε σωµατίδιο µε ϐάση τον ανωτέρω τύπο, αλλά

για µεγάλο πλήθος σωµατιδίων είναι υπερβολικά αργός. Θέλουν την ϐοήθειά σας προκειµένου να µειώσουν

τον χρόνο εκτέλεσης των υπολογισµών τους. Τι έχετε να τους προτείνετε ; Να δικαιολογήσετε αναλυτικά τις

προτάσεις σας. Πιο συγκεκριµένα

α. Να ϐρεθεί η πολυπλοκότητα των υπολογισµών των Φυσικών.

ϐ. Να δοθεί αναδροµικός αλγόριθµος για τον υπολογισµό της Fj , j = 1, . . . , n.

γ. Να ϐρεθεί η πολυπλοκότητά του.

δ. Να αποδειχθεί η ορθότητά του.

ε. Είναι ο αλγόριθµός σας ϐέλτιστος ; ∆ικαιολογήστε.
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