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Αναδροµή

∆ιαίρει και Βασίλευε (Divide and Conquer)

Η αναδροµή είναι µια ισχυρή αλγοριθµική µέθοδος καθώς και µια τεχνική

προγραµµατισµού (αναδροµικές συναρτήσεις, αναδροµικός ορισµός

τύπου).

΄Ενας αναδροµικός αλγόριθµος καλεί τον εαυτό του επιλύοντας

υποπροβλήµατα του αρχικού προβλήµατος.

Υποπρόβληµα: ένα πρόβληµα της ίδιας ϕύσης µε το αρχικό, αλλά

µικρότερου µεγέθους.
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Αναδροµή

∆ιαίρει και Βασίλευε (Divide and Conquer)

διαίρει και βασίλευε (Divide and Conquer) το αρχικό πρόβληµα διασπάται

σε υποπροβλήµατα τα οποία επιλύονται και συνδυάζονται οι λύσεις τους

για να δηµιουργηθεί η λύση του αρχικού προβλήµατος.

∆ιαίρεση: ∆ιαίρεση του προβλήµατος σε µικρότερα προβλήµατα

(υποπροβλήµατα).

Επίλυση: Επίλυση των µικρότερων προβληµάτων αναδροµικά.

Συνδυασµός: Συνδυασµός των λύσεων για την εύρεση της αρχικής

λύσης.
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Αναδροµή

Merge-Sort

∆ιαίρεση: ∆ιαίρεση του πίνακα n στοιχείων σε δύο υποπίνακες n

2

στοιχείων ο καθένας.

Επίλυση: Αναδροµική ταξινόµηση των δύο υποπινάκων µε χρήση της

Merge-Sort.

Συνδυασµός: Συγχώνευση των δύο ταξινοµηµένων υποπινάκων.

Το ϐήµα Επίλυση σταµατά όταν οι υποπίνακες οι οποίοι προκύπτουν µετά τη

διάσπαση έχουν µόνο ένα στοιχείο.

Η συγχώνευση δύο ταξινοµηµένων υποπινάκων γίνεται µε τον αλγόριθµο

Merge

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 4 / 140



Αναδροµή

Merge-Sort

Merge (a,b, c)
1. i = 1

2. j = 1

3. for k = 1 to m + n do

4. if ai ≤ bj then

5. ck = ai

6. i = i + 1

7. else

8. ck = bj

9. j = j + 1

10. end if

11. end for

Σχήµα: Αλγόριθµος Merge για την συγχώνευση των ταξινοµηµένων πινάκων a (µήκους

m) και b (µήκους n) στον πίνακα c (µήκους m + n).

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 5 / 140



Αναδροµή

Merge-Sort

Η πολυπλοκότητα του αλγορίθµουMerge είναι O(m + n).

MergeSort (A, l, r)
1. if l < r

2. q ← ⌊(l + r)/2⌋
3. MergeSort(A,l,q)

4. MergeSort(A,q+1,r)

5. Merge /* Τους δύο υποπίνακες */

Σχήµα: Αναδροµικός αλγόριθµος MergeSort για την ταξινόµηση των στοιχείων ενός

πίνακα.
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Αναδροµή

Merge-Sort

Merge-Sort(A,1,7)

(1,4)

(1,2)

(1,1) (2,2)

(3,4)

(3,3) (4,4)

(5,7)

(5,6)

(5,5) (6,6)

(7,7)
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Αναδροµή

Merge-Sort

Αναδροµική εξίσωση περιγράφει το συνολικό χρόνο εκτέλεσης του

αλγορίθµου σε ένα πρόβληµα µεγέθους n χρησιµοποιώντας το χρόνο

εκτέλεσης σε προβλήµατα µικρότερου µεγέθους.

T(n) =

{

Θ(1) if n = 1,

2T( n

2
) + Θ(n) if n > 1.

T(n) = Θ(n log n)

Γενικά, η υποδιαίρεση του αρχικού προβλήµατος σε a υποπροβλήµατα το

καθένα από τα οποία έχει µέγεθος 1/b του αρχικού

και

το ϐήµα συνδυασµός χρειάζεται χρόνο d(n), τότε

T(n) =

{

1 if n = 1,

aT( n

b
) + d(n) if n > 1.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 8 / 140



Αναδροµή

Merge-Sort

Μέθοδος της αντικατάστασης (substitution)

T(n) = aT(n/b) + d(n)

= a[aT(n/b
2) + d(n/b)] + d(n)

= a
2
T(n/b

2) + ad(n/b) + d(n)

= a
2[aT(n/b

3) + d(n/b
2)] + ad(n/b) + d(n)

= a
3
T(n/b

3) + a
2
d(n/b

2) + ad(n/b) + d(n)

= . . .

= a
i
T(n/b

i) +
i−1
∑

j=0

a
j
d(n/b

j)
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Αναδροµή

Merge-Sort

Αν n/bk = 1 ή n = bk τότε T(n/bk) = T(1) = 1 και για i = k :

T(n) = a
k +

k−1
∑

j=0

a
j
d(bk−j)

k = logb n

a
k = a

logb n = n
logb a.
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Αναδροµή

Merge-Sort

Στην περίπτωση της Merge-Sort έχουµε a = b = 2 και d(n) = n− 1(= Θ(n)).

T(n) = n +
k−1
∑

j=0

2
j(2k−j − 1)

= n +

k−1
∑

j=0

(2k − 2
j)

= n + 2
k
k − (2k − 1)

(2− 1)

= n + n log n− n + 1

= n log n + 1

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 11 / 140



∆υαδική Αναζήτηση (Binary Search)

Το Πρόβληµα

Είσοδος : ο πίνακας A[1..n], του οποίου τα στοιχεία είναι ταξινοµηµένα και

ένα στοιχείο x.

΄Εξοδος : Η εύρεση της ϑέσης του x στον A.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 12 / 140



Αναδροµή

Binary Search

∆ιαίρεση: Βρίσκουµε το µεσαίο στοιχείο του πίνακα και τον χωρίζουµε σε

δύο υποπίνακες.

Επίλυση: Επαναλαµβάνουµε την παραπάνω διαδικασία στον επιλεγµένο

υποπίνακα, µεχρίς ότου ϐρούµε το στοιχείο σαν µεσαίο ή µέχρι

να έχουµε κενούς υποπίνακες.

Συνδυασµός: ∆εν υπάρχει ϐήµα Συνδυασµός.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 13 / 140



Αναδροµή

Binary Search

BinarySearch (A, l, r, x)
1. if l < r

2. q ← ⌊(l + r)/2⌋
3. if x < A[q]
4. BinarySearch(A,l,q,x)

5. else if x > A[q]
6. BinarySearch(A,q+1,r,x)

7. else

8. return q

Σχήµα: Αναδροµικός αλγόριθµος BinarySearch.

T(n) = T(n/2) + c = O(logn)
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Αντιστροφή (Inversion)

Το Πρόβληµα

Είσοδος : ο πίνακας L περιέχει τους αριθµούς 1, 2, 3, . . . , n µε κάποια

διάταξη.

΄Εξοδος : πλήθος αντιστροφών = πλήθος των Ϲευγών (i, j) ϑέσεων πίνακα

µε i < j και L[i] > L[j]
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Αντιστροφή (Inversion)

Σχεδιασµός και Ανάλυση Αλγορίθµου

Ποιός είναι ο απλούστερος αλγόριθµος ;

Ωµή ϐία (Brute force) µε πολυπλοκότητα O(n2).

Μπορούµε να ϐελτιώσουµε τον ανωτέρω αλγόριθµο ;

Ναι, µε πολυπλοκότητα O(n log n) .

Παράξενο, γιατί αν έχουµε n2 αντιστροφές, τότε αναµένουµε O(n2)

Συνεπώς ο αλγόριθµος ϑα πρέπει να υπολογίζει το πλήθος των

αντιστροφών χωρίς να εξετάζει µεµονωµένα κάθε αντιστροφή.
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∆ιαίρει και Βασίλευε- Αντιστροφή

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 17 / 140



∆ιαίρει και Βασίλευε- Αντιστροφή

΄Αντιστροφή-Inversion

∆ιαίρει : ∆ιαίρεση του πίνακα n στοιχείων σε δύο υποπίνακες n

2
στοιχείων ο

καθένας A, B.

Βασίλευε: Αναδροµική κλήση της Αντιστροφής σε κάθε υποπίνακα για τον

υπολογισµό του πλήθους των αντιστροφών του.

Συνδυασµός: Υπολογισµός του πλήθους των αντιστροφών (a,b) όπου

a ∈ A και b ∈ B.

Επιστρέφει το άθροισµα του πλήθους των τριών αντιστροφών.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 18 / 140



Αντιστροφή

Αλγόριθµος- 1η Εκδοχή

Count (L, n)
1. if n = 1 return 0

2. else

3. x=Count(A,n/2)

4. y= Count(B,n/2)

5. z= CountSplitInv(A,B) /* δεν έχει υλοποιηθεί */

6. return x+y+z

Σχήµα: Αναδροµικός αλγόριθµος Count για την εύρεση του πλήθους των αντιστροφών

των στοιχείων ενός πίνακα.

Στόχος : Η CountSplitInv(L,n) να έχει γραµµική O(n) πολυπλοκότητα γιατί τότε η

Count ϑα έχει πολυπλοκότητα O(n log n) όπως και η Merge-Sort.
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Αντιστροφή

Αλγόριθµος-Ανάλυση

Ταξινόµηση των A, B.

Για κάθε στοιχείο του b ∈ B, δυαδική αναζήτηση στον A για την εύρεση του

πλήθους των στοιχείων του που είναι µεγαλύτερα από το b.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 20 / 140



Αντιστροφή

Υπολογισµός του πλήθους των αντιστροφών (a, b)

Αν οι πίνακες A, B είναι ταξινοµηµένοι, τότε Συγχώνευση (Merge).

Σάρωση των A, B από αριστερά προς τα δεξιά.

Σύγκριση των ai , bj .

Αν ai < bj τότε το ai δεν αντιστρέφεται µε κανένα εναποµένον στοιχείο

του B.

Αν ai > bj τότε το bj αντιστρέφεται µε όλα τα εναποµένοντα στοιχεία του

A.

Τοποθέτηση του µικρότερου στοιχείου στον ταξινοµηµένο πίνακα C.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 21 / 140



Αντιστροφή
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Αντιστροφή

Αλγόριθµος-Ανάλυση

΄Οπως στην Merge-Sort, οι αναδροµικές κλήσεις να ϐρίσκουν το πλήθος

των αντιστροφών και να ταξινοµούν.

Κατ΄ αυτόν τον τρόπο η Merge εντοπίζει τις αντιστροφές που υπάρχουν

στους A και B.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 23 / 140



Αντιστροφή

Αλγόριθµος

ΕΙΣΟ∆ΟΣ: Ο πίνακας L.

ΕΞΟ∆ΟΣ: Το πλήθος των αντιστροφών στον L και ο ταξινοµηµένος πίνακας L′.

SortCount (L, n)
1. if n = 1 return 0

2. else

3. (x, A)=SortCount(A,n/2)

4. (y, B)= SortCount(B,n/2)

5. (z, L’)= MergeCountSplitInv(A,B) /* όµοια της Merge */

6. return (x+y+z, L’)

Σχήµα: Αναδροµικός αλγόριθµος SortCount για την εύρεση του πλήθους των

αντιστροφών των στοιχείων ενός πίνακα.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 24 / 140



Αντιστροφή- Ανάλυση αλγορίθµου

Χρόνος χειρότερης περίπτωσης

T(n) =

{

Θ(1) , για n = 1

2T(
n

2
) + Θ(n) , για n > 1

Χρόνος εκτέλεσης SortCount

T(n) = O(n log n)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 25 / 140



Αναδροµή

Οι πύργοι του Hanoi

Σχήµα: Οι πύργοι του Hanoi

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 26 / 140



Αναδροµή

Οι πύργοι του Hanoi - Σχηµατική λειτουργία του αλγορίθµου

Σχήµα: Αρχική κατάσταση.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 27 / 140



Αναδροµή

Οι πύργοι του Hanoi - Σχηµατική λειτουργία του αλγορίθµου

Σχήµα: Hanoi(n − 1, 1, 2)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 28 / 140



Αναδροµή

Οι πύργοι του Hanoi - Σχηµατική λειτουργία του αλγορίθµου

Σχήµα: Μετακίνηση του µεγάλου δίσκου από το στύλο 1 στον στύλο 3.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 29 / 140



Αναδροµή

Οι πύργοι του Hanoi - Σχηµατική λειτουργία του αλγορίθµου

Σχήµα: Hanoi(n − 1, 2, 3)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 30 / 140



Αναδροµή

Οι πύργοι του Hanoi

Hανοι (n, i, j)
1. if n ≥ 1 then

2. Ηανοι(n− 1, i, 6− (i + j)) /* χρησιµοποιώντας τον στύλο j */

3. Μεταφορά του µεγάλου δίσκου από τον στύλο i στον στύλο j

4. Ηανοι(n− 1, 6− (i + j), j) /* χρησιµοποιώντας τον στύλο i */

5. end if

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 31 / 140



Αναδροµή

Οι πύργοι του Hanoi

Hανοι (n, 1, 3)
1. if n ≥ 1 then

2. Ηανοι(n− 1, 1, 2) /* χρησιµοποιώντας τον στύλο 3 */

3. Μεταφορά του µεγάλου δίσκου από τον στύλο 1 στον στύλο 3

4. Ηανοι(n− 1, 2, 3) /* χρησιµοποιώντας τον στύλο 1 */

5. end if

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 32 / 140



Αναδροµή

Οι πύργοι του Hanoi

T(n) =

{

0 if n = 0,

2T(n− 1) + 1 if n ≥ 1.

Μέθοδος των αθροιζοµένων παραγόντων

T(n) = 2T(n− 1) + 1 (×2
0)

T(n − 1) = 2T(n− 2) + 1 (×2
1)

T(n − 2) = 2T(n− 3) + 1 (×2
2)

. . .

T(2) = 2T(1) + 1 (×2
n−2)

T(1) = 2T(0) + 1 (×2
n−1)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 33 / 140



Αναδροµή

Οι πύργοι του Hanoi

Αθροίζοντας

T(n) = 2
n
T(0) + (1 + . . .+ 2

n−1) = 2
n
0 +

2n − 1

2− 1

και τελικά

T(n) = 2
n − 1, n ≥ 0

Γενική µορφή µιας αναδροµικής εξίσωσης

a(n)Tn = b(n)Tn−1 + c(n)

µε T0 σταθερά και a(n),b(n), c(n) συναρτήσεις του n.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 34 / 140



Αναδροµή

΄Ασκηση:

Να επιλυθεί η αναδροµική εξίσωση T(n) = T(n− 1) + 2 µε T(1) = 1.

Λύση:

T(n) = 2 + T(n − 1)

= 2 + 2 + T(n − 2)

. . .

= 2 + . . . + 2 + T(1)

= (n − 1)× 2 + 1

≤ 2n

T(n) = Θ(n)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 35 / 140



Πολλαπλασιασµός ακεραίων

΄Εστω δυο ακέραιοι x και y µε n ψηφία

Παράδειγµα

x = 1234 y = 5678

Ο αλγόριθµος του πολλαπλασιασµού έχει πολυπλοκότητα

T(n) = O(n2)

Αναδροµικός αλγόριθµος

Παρατηρήστε ότι αν χωρίσουµε στο µέσον τους ανωτέρω αριθµούς, τότε

x = 1234 = 12 · 10
2 + 34 και y = 5678 = 56 · 10

2 + 78

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 36 / 140



Πολλαπλασιασµός ακεραίων

Αναδροµικός Αλγόριθµος

Γενικά

x = x1 · 10
n/2 + x0 (1)

όπου x1 είναι τα πρώτα n/2 και ο x0 είναι τα τέλευταία n/2 ψηφία του x.

΄Οµοια

y = y1 · 10
n/2 + y0 (2)

Από τις (1), (2) έχουµε

xy = (x1 · 10
n/2 + x0)(y1 · 10

n/2 + y0)

= x1y1 · 10
n + (x1y0 + x0y1)10

n/2 + x0y0 (3)
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Πολλαπλασιασµός ακεραίων

Αναδροµικός Αλγόριθµος

Ο αναδροµικός αλγόριθµος υπολογίζει τα τέσσερα γινόµενα x1y1, x1y0,

x0y1, x0y0

στη συνέχεια συνδυάζει τα αποτελέσµατα µε τη χρήση της σχέσης (3).

1η Εκδοχή

RecursiveMultiply(x, y)
x = x1 · 10n/2 + x0

y = y1 · 10n/2 + y0

x1y1 = RecursiveMultiply(x1, y1)
x1y0 = RecursiveMultiply(x1, y0)
x0y1 = RecursiveMultiply(x0, y1)
x0y0 = RecursiveMultiply(x0, y0)

Return x1y1 · 10n + (x1y0 + x0y1) · 10n/2 + x0y0
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Πολλαπλασιασµός ακεραίων

Πολυπλοκότητα

Στον ανωτέρω αλγόριθµο έχουν παραλειφθεί οι περιπτώσεις διακοπής της

αναδροµής (περιπτώσεις ϐάσης).

Η (3) απαιτεί ένα σταθερό πλήθος προσθέσεων αριθµών µε O(n) ψηφία

συνεπώς έχει O(n) χρόνο.

Η πολυπλοκότητα του RecursiveMultiply δίνεται από την

T(n) ≤ 4T(n/2) + cn (4)

όπου c = σταθερά.

Η λύση της (4) είναι

T(n) ≤ O(n2)

δηλαδη πάλι τετραγωνικός χρόνος!
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Πολλαπλασιασµός ακεραίων

Η τεχνική του Gauss

Παρατηρήστε ότι

(x1 + x0)(y1 + y0) = x1y1 + x1y0 + x0y1 + x0y0

άρα

x1y0 + x0y1 = (x1 + x0)(y1 + y0)− x1y1 − x0y0 (5)

που σηµαίνει ότι αρκούν τρεις αναδροµικές κλήσεις αντί για τέσσερις.

Πράγµατι
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Πολλαπλασιασµός ακεραίων

Η τεχνική του Gauss - Αλγόριθµος

RecursiveMultiply(x, y)
x = x1 · 10n/2 + x0

y = y1 · 10n/2 + y0

z = RecursiveMultiply(x1 + x0, y1 + y0)
x1y1 = RecursiveMultiply(x1, y1)
x0y0 = RecursiveMultiply(x0, y0)

Return x1y1 · 10n + (z − x1y1 − x0y0) · 10n/2 + x0y0

Πολυπλοκότητα

Συνεπώς

T(n) ≤ 3T(n/2) + cn

όπου c = σταθερά.

ή

T(n) = O(nlog3) = O(n1.59).
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Αναδροµή

Η ακολουθία Fibonacci

F(n) =

{

1 if n = 0, n = 1,

F(n− 1) + F(n− 2) if n > 1.

Fibonacci (n)
1. f0 = 1

2. f1 = 1

3. for i = 3 to n do

4. temp = f0 + f1

5. f0 = f1

6. f1 = temp

7. end for

8. return f

Σχήµα: Επαναληπτικός Αλγόριθµος εύρεσης του n-οστού αριθµού Fibonacci
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Αναδροµή

Η ακολουθία Fibonacci

Η πολυπλοκότητα είναι της τάξης O(n).

Fibonacci (n)
1. u = 1

2. f = 1

3. if n ≤ 1 then

4. return 1

5. else

6. return Fibonacci(n − 1) + Fibonacci(n− 2)
7. end if

Σχήµα: Αναδροµικός Αλγόριθµος εύρεσης του n-οστού αριθµού Fibonacci
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Απόδειξη Ορθότητας Αναδροµικών αλγορίθµων

Πρόβληµα

Να δοθεί αλγόριθµος για την εύρεση του n-οστού αριθµού Fibonacci. Στην

συνέχεια να αποδειχθεί η ορθότητά του.

Λύση

Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2

F0 = F1 = 1
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Απόδειξη Ορθότητας Αναδροµικών αλγορίθµων

Αλγόριθµος

Fib(n)
1 αν n = 0 ή 1

2 τότε

3 Fib← 1

4 άλλως

5 Fib← Fib(n− 1)+ Fib(n− 2)
6 επιστροφή Fib
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Απόδειξη Ορθότητας Αναδροµικών αλγορίθµων

Ορθότητα

Με επαγωγή.

Βάση.

Για n = 0 έχουµε

Fib(0) = 1 = F0 ισχύει.

Επαγωγικό βήµα.

Υποθέτουµε ότι

Fib(k) = Fk για k < n

και ϑα δείξουµε ότι

Fib(n) = Fn.

Απόδειξη.

Fib(n) = Fib(n − 1) + Fib(n− 2) = Fn−1 + Fn−2 = Fn.
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Αναδροµή

Πολυπλοκότητα του Αναδροµικού Αλγορίθµου

T(n) = 1 + T(n− 1) + T(n− 2)

= 1 + 1 + T(n− 2) + T(n− 3) + T(n− 2) (n ≥ 3)

T(n) ≥ 2T(n− 2)

≥ 2
2
T(n− 4)

. . .

≥ 2
n

2 T(n − 2
n

2
)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 47 / 140



Αναδροµή

Η ακολουθία Fibonacci

΄Αρα ϑα έχουµε

T(n) ≥ 2
n

2 T(0)

εάν n άρτιος και

T(n) ≥ 2
n−1

2 T(1)

εάν n περιττός, οπότε τελικά

T(n) ≥ 2
n

2 ,

δεδοµένου ότι T(0) = T(1) = 1.

Ο αναδροµικός αλγόριθµος έχει εκθετική πολυπλοκότητα ενώ ο επαναληπτικός

πολυωνυµική Θ(n).
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΄Υψωση σε δύναµη

Το πρόβληµα

Για δεδοµένο αριθµό x και ακέραιο n ≥ 0 να υπολογιστεί το xn

Απλός αλγόριθµος

x · x · x · · · x = x
n, T(n) = Θ(n)

∆ιαίρει και ϐασίλευε αλγόριθµος

x
n =

{

xn/2 · xn/2 , για n άρτιο

x
n−1

2 · x n−1

2 · x , για n περιττό

T(n) = T

(

n

2

)

+Θ(1)

= Θ(log n)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 49 / 140



Αναδροµή

Αριθµοί Fibonacci

Fn =







0 , για n = 0

1 , για n = 1

Fn−1 + Fn−2 , για n ≥ 2

Απλός αναδροµικός αλγόριθµος

T(0) = 0, T(1) = 1

T(n) = T(n− 1) + T(n − 2) + 1

(6)

T(n) = Ω(ϕn), ϕ =
1 +
√

5

2
εκθετικός χρόνος!

Επαναληπτικός Αλγόριθµος

T(n) = Θ(n)
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Αναδροµή

Αναδροµικός τετραγωνισµός

(

Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)

=

(

1 1

1 0

)n

⇒ T(n) = Θ(log n) λόγω ύψωσης σε δύναµη

Απόδειξη µε επαγωγή στο n

Βάση n = 1
(

F2 F1

F1 F0

)

=

(

1 1

1 0

)1

ισχύει

Επαγωγικό Βήµα

(

Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)

=

(

Fn Fn−1

Fn−1 Fn−2

)(

1 1

1 0

)

=

(

1 1

1 0

)n−1(

1 1

1 0

)

=

(

1 1

1 0

)n
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Αναδροµή

Πολλαπλασιασµός πινάκων

∆ίνονται δυο n× n πινάκες A = (ai,j) και B = (bi,j).
Να υπολογιστεί το γινόµενο

C = AB

όπου

ci,j =

n−1
∑

k=0

ai,kbk,j (7)

Χρόνος εκτέλεσης

Από την (7) έχουµε

T(n) = Θ(n3). (8)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 52 / 140



Αναδροµή

Το 1969 ο Strassen πρότεινε έναν αλγόριθµο διαίρει και ϐασίλευε µε

T(n) = Θ(nlog2 7). (9)

∆ιαµερίζουµε τους πίνακες A και B σε τέσσερις (n/2) × (n/2) υποπίνακες ως

εξής

AB =

[

A00 A01

A10 A11

] [

B00 B01

B10 B11

]

=

[

A00B00 + A01B10 A00B01 + A01B11

A10B00 + A11B10 A10B01 + A11B11

]

(10)

Για τον υπολογισµό του AB απαιτούνται, λόγω της (10), οκτώ πολλαπλασιασµοί

(n/2) × (n/2) πινάκων, δηλαδή

T(n) = 8T

(

n

2

)

+Θ(n2) = Θ(n3). (11)
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Αναδροµή

Ο Strassen πρότεινε τον υπολογισµό του AB µε τους ακόλουθους επτά

πολλαπλασιασµούς πινάκων.

M1 = (A00 + A11)(B00 + B11)

M2 = (A10 + A11)B00

M3 = A00(B01 − B11)

M4 = A11(B10 − B00) (12)

M5 = (A00 + A01)B11

M6 = (A10 − A00)(B00 + B01)

M7 = (A01 − A11)(B10 + B11)
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Αναδροµή

Τότε

AB =

[

M1 + M4 −M5 + M7 M3 + M5

M2 + M4 M1 + M3 −M2 + M6

]

(13)

Από τις (12) και (13) έχουµε

T(n) = 7T

(

n

2

)

+Θ(n2), n > 1 (14)

T(1) = 1

Επιλύοντας την (14) µε τη µέθοδό της αντικατάστασης έχουµε

T(n) = Θ(nlog2 7). (15)

Επειδή nlog2 7 = 2.81 συνεπάγεται ότι ο αλγόριθµος του Strassen είναι

σηµαντικά καλύτερος από τον κλασικό αλγόριθµό πολυπλοκότητας Θ(n3).
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Αναδροµή

Οι τύποι (12) και (13) του Strassen έχουν 18 προσθέσεις (ή αφαιρέσεις). Ο

Winograd ανακάλυψε το ακόλουθο σύνολο τύπων που απαιτεί, για τον

υπολογισµό 2× 2 πινάκων, µόνο 15 προσθέσεις (ή αφαιρέσεις) διατηρώντας

το ίδιο πλήθος (επτά) πολλαπλασιασµών

M1 = (A10 + A11 − A00)(B11 − B01 + B00)

M2 = A00B00

M3 = A01B10

M4 = (A00 − A10)(B11 − B01) (16)

M5 = (A10 + A11)(B01 − B00)

M6 = (A01 − A10 + A00 − A11)B11

M7 = A11(B00 + B11 − B01 − B10)
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Αναδροµή

Τότε

AB =

[

M2 + M3 M1 + M2 + M5 + M6

M1 + M2 + M4 −M7 M1 + M2 + M4 + M5

]

(17)

Αν και η (17) απαιτεί 24 προσθέσεις (ή αφαιρέσεις) µπορεί να αποδειχθεί ότι

χρειάζεται µόνο 15 προσθέσεις. Συνεπώς έχουµε τρεις λιγότερες προσθέσεις

(ή αφαιρέσεις) από τους τύπους του Strassen ενώ το πλήθος των

πολλαπλασιασµών παραµένει επτά.
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Αναδροµή

Η µέθοδος ϐασίζεται στην ακόλουθη ταυτότητα για διανύσµατα τάξης n

x
T
y =

n/2
∑

i=1

(x2i−1 + y2i)(x2i + y2i−1)−
n/2
∑

i=1

x2i−1x2i −
n/2
∑

i=1

y2i−1y2i . (18)

΄Οταν εφαρµοστεί (18) στον πολλαπλασιασµό AB µε x µια γραµµή του A και y

µια στήλη του B, το δεύτερο και τρίτο άθροισµα είναι κοινό στα άλλα εσωτερικά

γινόµενα, τα οποία σχηµατίζονται από την x γραµµή ή y στήλη και κατά συνέπεια

υπολογίζονται µια ϕορά και στη συνέχεια επαναχρησιµοποιούνται.
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Αναδροµή

Αν n είναι άρτιος και

A =

[

A00 A01

A10 A11

]

∈ R
n×n, Ai,j ∈ R

(n/2)×(n/2)

τότε ο υπολογισµός του A−1 δίνεται από τον ακόλουθο τύπο

A
−1 =

[

P1 − P3P6P2 P3P6

P6P2 −P6

]

(19)

όπου
P1 = A

−1
00 P2 = A10P1

P3 = P1A01 P4 = A10P3

P5 = P4 − A11 P6 = P
−1
5 .

(20)

Οι πολλαπλασιασµοί πινάκων εκτελούνται µε την µέθοδο του Strassen και οι

υπολογισµοί των αντιστρόφων των P1 και P6 γίνονται µε την αναδροµική κλήση

της ίδιας της παρούσας µεθόδου.
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΄Ασκηση

Να επαληθευθεί η ισχύς των (19) ,(20) µε την χρήση µιας LU

παραγοντοποίησης του A και να αποδειχθεί ότι T(n) = Θ(nlog2 7).
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Αναδροµή

Ο αλγόριθµος Min-Max

Το πρόβληµα της εύρεσης του µέγιστου και του ελάχιστου στοιχείου ενός

πίνακα A µε n στοιχεία.

MinMax (A)
1. min = a1

2. max = a1

3. for i = 2 to n do

4. if ai > max then

5. max = ai

6. else if ai < min then

7. min = ai

8. end if

9. end for

Σχήµα: Αλγόριθµος εύρεσης του µέγιστου και του ελάχιστου στοιχείου ενός πίνακα
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Αναδροµή

Ο αλγόριθµος Min-Max

Στη χείριστη περίπτωση, όπου τα στοιχεία του πίνακα ϑα είναι ταξινοµηµένα

σε ϕθίνουσα σειρά η ακριβής πολυπλοκότητα χρόνου ϑα είναι 3(n − 1),

Στην περίπτωση όπου τα στοιχεία του πίνακα είναι ταξινοµηµένα σε

αύξουσα σειρά η ακριβής πολυπλοκότητα ϑα είναι n− 1,

Συνολικά ϑα έχουµε Θ(n).
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Αναδροµή

Ο αλγόριθµος Min-Max

MινΜαξ (A, i, j,min,max)
1. if i ≥ j − 1 then

2. if ai < aj then

3. max = aj

4. min = ai

5. else

6. max = ai

7. min = aj

8. end if

9. else

10. m = ⌊(i + j)/2⌋
11. MinMax(A, i,m,min1,max1)
12. MinMax(A,m, j,min2,max2)
13. min = fmin(min1,min2)
14. max = fmax(max1,max2)
15. end if

Σχήµα: Αναδροµικός Αλγόριθµος εύρεσης του µέγιστου και του ελάχιστου στοιχείου

ενός πίνακα
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Αναδροµή

Ο αλγόριθµος Min-Max

Ο έλεγχος i ≥ j − 1 καλύπτει τις δύο περιπτώσεις i = j και i = j − 1

Οι συναρτήσεις fmax() και fmin() απαιτούν µία σύγκριση η κάθε µία για την

εύρεση του µέγιστου ή του ελάχιστου (αντίστοιχα) µεταξύ δύο στοιχείων.

T(n) =

{

2 if n = 2 or n = 1,

2T( n

2
) + 3 if n > 2.
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Αναδροµή

Ο αλγόριθµος Min-Max

T(n) = 2T(
n

2
) + 3

= 2[2T(
n

22
) + 3] + 3 = 2

2
T(

n

22
) + 2× 3 + 3

= 2
2[2T(

n

23
) + 3] + 2× 3 + 3 = 2

3
T(

n

23
) + 2

2 × 3 + 2× 3 + 3

= . . .

= 2
k−1

T(
n

2k−1
) + 2

k−2 × 3 + . . .+ 2× 3 + 3
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Αναδροµή

Ο αλγόριθµος Min-Max

και εποµένως αν n = 2k έχουµε

T(n) =
n

2
× T(2) + [

2k−1 − 1

2− 1
]× 3

= n + 3× 2
k−1 − 3

= n + 3
n

2
− 3

= 5
n

2
− 3

Η ακριβής πολυπλοκότητα του αναδροµικού αλγορίθµου είναι µικρότερη από την

αντίστοιχη του επαναληπτικού, σε αντίθεση µε το πρόβληµα των αριθµών

Fibonacci
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Αναδροµή

QuickSort

Αλγόριθµος ταξινόµησης: δηµιουργήθηκε από τον C. A. R. Hoare στη

χείριστη περίπτωση Θ(n2) είναι συχνά η καλύτερη πρακτική επιλογή, γιατί

είναι αποδοτικός στη µέση περίπτωση Θ(nlogn)

έχει επίσης το πλεονέκτηµα να ταξινοµεί στον ίδιο πίνακα

Η QuickSort και η MergeSort, ακολουθούν το Divide-and-Conquer.
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Αναδροµή

QuickSort

Divide: ∆ιαµέριση του πίνακα A[p . . . r] σε δύο, πιθανώς κενούς,

υποπίνακες A[p . . . q − 1] και A[q + 1 . . . r]. ∆ιαµερίζοντας,

ϐρίσκουµε τη ϑέση του A[q] στον πίνακα A[p . . . r].

Conquer: Ταξινόµηση των δύο υποπινάκων A[p . . . q − 1] και A[q + 1 . . . r]
µε αναδροµικές κλήσεις της QuickSort.

Combine: Αφού οι υποπίνακες ταξινοµούνται στον ίδιο πίνακα δε χρειάζεται

παραπάνω εργασία για να συνδυάσουµε τις λύσεις µε τους

υποπίνακες.
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Αναδροµή
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Αναδροµή
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Αναδροµή
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Αναδροµή
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Αναδροµή
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Αναδροµή

QuickSort

QυιςκΣορτ (A,p, r)
1. if p < r then

2. q =Partition(A,p, r)
3. QuickSort (A,p,q − 1)
4. QuickSort (A,q + 1, r)
5. end if

Σχήµα: Αλγόριθµος Quicksort
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Αναδροµή

QuickSort

Το κλειδί είναι η διαδικασία της διαµέρισης (Partition)

Pαρτιτιον (A,p, r)
1. x = A[r]
2. i = p − 1

3. for j = p to r − 1 do

4. if A[j] ≤ x

5. i = i + 1

6. swap(A[i], A[j])
7. end if

8. end for

9. swap(A[i + 1], A[r])
10. return i + 1

Σχήµα: ∆ιαδικασία διαµέρισης µε ϐάση το οδηγό στοιχείο.
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∆ιαµέριση του Hoare(A,p,r)

x = A[r]
i = p − 1

while(TRUE)

repeat

j = j − 1

until A[j] ≤ x

repeat

i = i + 1

until A[i] ≥ x

if i < j then

swap(A[i],A[j])
else

return i

end while

p
i j r

p ij r

x

x

≤ x ≥ x
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Medium of Three Partitioning

8 1 4 9 6 3 5 2 7 0 6↔ 0

8 1 4 9 0 3 5 2 7 6

↑ ↑
i j

8 1 4 9 0 3 5 2 7 6 8↔ 2

↑ ↑
i j

2 1 4 9 0 3 5 8 7 6 9↔ 5

↑ ↑
i j

2 1 4 5 0 3 9 8 7 6

↑ ↑
j i

2 1 4 5 0 3
6

8 7 9 9↔ 6
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QuickSort

Ορθότητα QuickSort

Αν η διαµέριση ( Partition ) είναι ορθή, τότε Π(n)= ¨Η QuickSort ταξινοµεί σωστά

κάθε πίνακα µεγέθους n¨

Απόδειξη µε επαγωγή

1. Βάση

Κάθε πίνακας µεγέθους n = 1 είναι ήδη ταξινοµηµένος. Η QuickSort

επιστρέφει τον πίνακα αυτό, συνεπώς ταξινοµεί σωστά τον πίνακα αυτό

(τετριµένη περίπτωση).

2. Επαγωγικό ϐήµα

΄Εστω ένας πίνακας µεγέθους n ≥ 2. Θα δείξουµε ότι αν η Π(k) ισχύει για κάθε

k < n, τότε ισχύει και η Π(n).

Η διαµέριση είναι ορθή, λόγω της υπόθεσης, και έχει σαν αποτέλεσµα:
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QuickSort

Απόδειξη µε επαγωγή

΄Εστω k1, k2 τα µεγέθη του 1ου και 2ου τµήµατος αντίστοιχα, µε k1, k2 < n.

Από την επαγωγική υπόθεση έχουµε ότι Π(k1) και Π(k2) ισχύουν, δηλαδή ότι

το 1ο και 2ο τµήµα έχουν ταξινοµηθεί σωστά.

Συνεπώς, µετά τις αναδροµικές κλήσεις ολόκληρος ο πίνακας ϑα έχει

ταξινοµηθεί σωστά.
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Medium of Three Partitioning (συν.)

Υποθέστε ότι όλα τα κλειδιά είναι ίσα µε το οδηγό.

Ερώτηση:

Ο i ϑα σταµατήσει όταν συναντήσει ένα κλειδί ίσο µε το οδηγό ;

O j ϑα σταµατήσει όταν συναντήσει ένα κλειδί ίσο µε το οδηγό ;
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Ανάλυση

T(n) = T(i) + T(n − i − 1) + cn, i = |S1| (21)

Χείριστη Περίπτωση

Για i = 0 η (21) δίνει :

T(n) = T(0) + T(n− 1) + cn, n > 1

ή αφού T(0) = 0

T(n) = T(n − 1) + cn
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Αναδροµή

QuickSort

∆ιαµέριση Χείριστης Περίπτωσης

χωρίζει τον πίνακα µεγέθους n σε 2 υποπίνακες µεγέθους n− 1 και 0 στοιχείων.

Η διαµέριση κοστίζει Θ(n) χρόνο.

T(n) = T(n− 1) + T(0) + Θ(n)
= T(n− 1) + Θ(n)
= Θ(n2)

Εποµένως T(n) = Θ(n2).
Συµβαίνει µόνο όταν η είσοδος είναι ένας ήδη ταξινοµηµένος πίνακας.
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Αναδροµή

QuickSort

∆ιαµέριση Βέλτιστης Περίπτωσης

Η διαδικασία Partition δηµιουργεί δύο υποπροβλήµατα, το ένα υποπρόβληµα ϑα

είναι µεγέθους ⌊n/2⌋, το άλλο µεγέθους ⌈n/2⌉ − 1.

T(n) ≤ 2T(n/2) + Θ(n)

T(n) = O(nlogn).
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Ανάλυση(συν.)

Μέση Περίπτωση

Υπόθεση: Η πιθανότητα να επιλεγεί ως οδηγό στοιχείο οποιοδήποτε

συγκεκριµένο στοιχείο είναι 1/n

Cµπ =
∑

d∈D

p(d)κόστος(d)

T(n) =
1

n

n−1
∑

j=0

[T(j) + T(n − j − 1)] + cn

ή

T(n) =
2

n

n−1
∑

j=0

T(j) + cn (1)

Πολλαπλασιάζοντας την 1 επί n έχουµε:

nT(n) = 2

n−1
∑

j=0

T(j) + cn
2 (22)
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Ανάλυση(συν.)

Μέση Περίπτωση (συν.)

για n = n− 1 η (22) δίνει

(n − 1)T(n − 1) = 2

n−2
∑

j=0

T(j) + c(n− 1)2 (23)

Αφαιρώντας την (22) από την (23)

nT(n) − (n− 1)T(n − 1) = 2T(n − 1) + 2cn− c

ή (αγνοώντας το −c)

nT(n) = (n + 1)T(n− 1) + 2cn (24)

∆ιαιρώντας την (24) δια n(n + 1) έχουµε:

T(n)

n + 1
=

T(n− 1)

n
+

2c

n + 1
(25)
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Ανάλυση(συν.)

Μέση Περίπτωση (συν.)

Για διαφορετικές τιµές του n = n− 1, n− 2, · · · η (25) δίνει

T(n − 1)

n
=

T(n − 2)

n− 1
+

2c

n

T(n − 2)

n− 1
=

T(n − 3)

n− 2
+

2c

n− 1

...
...

T(2)

3
=

T(1)

2
+

2c

3

προσθέτοντας κατά µέλη προκύπτει :

T(n)

n + 1
=

T(1)

2
+ 2c

n+1
∑

i=3

1

i
, T(1) = 1
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Ανάλυση(συν.)

Μέση Περίπτωση (συν.)

Αλλά:
n
∑

i=1

1

i
≃
∫ n

1

1

x
dx = ln n

Συνεπώς:
T(n)

n + 1
= 2c ln n ή T(n) = O(n log2 n)

Αρµονικοί Αριθµοί

Hn = 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n + 1

Hn = ln n + γ +
1

2n
− 1

12n2
+

1

12n4
− ǫ

όπου 0 < ǫ <
1

125n6
, γ = 0.577215665 σταθερά Euler
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Αναδροµή

Ασυµπτωτική προσέγγιση µερικών αθροισµάτων
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f(x)

x
p qp − 1 q − 1

Σχήµα: Προσέγγιση µονότονης συνάρτησης από το ολοκλήρωµά της.
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Αναδροµή

Ασυµπτωτική προσέγγιση µερικών αθροισµάτων

Για κάθε µονότονη ϕθίνουσα συνάρτηση ισχύει

∫ q+1

p

f(x)dx ≤
q
∑

i=p

f(i) ≤
∫ q

p−1

f(x)dx

Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση

Hn = 1 +
1

2
+ . . .+

1

n

η οποία µας δίδει τον n-οστό αρµονικό αριθµό. Εάν f(x) = 1

x

∫ n+1

2

1

x
dx ≤

n
∑

i=2

1

i
≤
∫ n

1

1

x
dx
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Αναδροµή

Ασυµπτωτική προσέγγιση µερικών αθροισµάτων

και εποµένως, για τον n-οστό αρµονικό αριθµό ϑα ισχύει

ln(n + 1)− ln(2) + 1 ≤ Hn ≤ ln(n) + 1

δηλαδή Hn = Θ(ln n).
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Αναδροµή

∆ένδρα Απόφασης

a1 > a2

a2 > a3

1, 2, 3 a1 > a3

1, 3, 2 3, 1, 2

a1 > a3

2, 1, 3 a2 > a3

2, 3, 1 3, 2, 1
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Αναδροµή

∆ένδρα Απόφασης

Κάθε δένδρο απόφασης έχει n! ϕύλλα, όσες οι δυνατές µεταθέσεις των n

στοιχείων. Το ύψος h ενός τέτοιου δένδρου είναι h ≥ ⌈log2(n!)⌉. Από τον τύπο

του Stirling

n! =
√

(2πn)
(

n

e

)n
(

1 +
1

12n
+ o(

1

n
)

)

και εποµένως

log2(n!) = log2

(

√

(2πn)
(

n

e

)n
(

1 +
1

12n
+ o(

1

n
)

))

=

n log2 n− n log2 e +
1

2
log2 n +

1

2
log2 2π + log2

(

1 +
1

12n
+ o

(

1

n

))

τελικά

h = Ω(n log n).
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Αναδροµή

∆ένδρα Απόφασης

Ακολουθώντας µια διαδροµή στο δένδρο µπορούµε να έχουµε µια

ταξινόµηση των n στοιχείων.

Εποµένως η ταξινόµηση n στοιχείων ϐασισµένη σε συγκρίσεις των

στοιχείων ανά δύο, απαιτεί Ω(n log n) συγκρίσεις.

Συµπεραίνουµε ότι οι αλγόριθµοι ταξινόµησης

◮ µε σωρό

◮ µε συγχώνευση

◮ µε διχοτοµική εισαγωγή

είναι ϐέλτιστοι αλγόριθµοι στην χείριστη περίπτωση.

Αντίθετα ο αλγόριθµος QuickSort

◮ δεν είναι ϐέλτιστος στην χείριστη περίπτωση

◮ είναι ϐέλτιστος ως προς την κατά µέσο όρο πολυπλοκότητα.
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Αναδροµικές

Μέθοδος Πρόβλεψης

1 Πρόβλεψη

2 Επαγωγή

Παράδειγµα

T(n) = 4T(n/2) + n

T(1) = Θ(1)

Πρόβλεψη: T(n) = O(n3)
Επαγωγή: T(k) = O(k3)

T(k) ≤ ck3 για k < n
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Αναδροµικές

Μέθοδος Πρόβλεψης (συν.)

Απόδειξη για k = n

T(n) = 4T(n/2) + n

T(n) ≤ 4[c(n/2)3] + n

=
1

2
cn

3 + n

= cn
3 −

(

1

2
cn

3 − n

)

≤ cn
3

αν
1

2
cn

3 − n ≥ 0

ή
1

2
cn

2 − 1 ≥ 0

ή c ≥ 2

n2
ή c ≥ 2 ∀ n ≥ n0 = 1
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Αναδροµικές

Μέθοδος Πρόβλεψης (συν.)

Προσοχή

Αν T(n) = O(n2) τότε

T(k) ≤ ck
2

T(n) = 4T(n/2) + n

≤ 4[c(n/2)2] + n

= cn
2 + n

= cn
2 − (−n)

≤ cn
2 ; ; ;

T(k) ≤ c1k
2 − c2k, k < n
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Αναδροµή

The Master Theorem

Μία συνάρτηση f(n) είναι πολυωνυµικά ϕραγµένη αν f(n) = O(nk) για

κάποια σταθερά k .

Κάθε εκθετική συνάρτηση µε ϐάση µεγαλύτερη του 1 αυξάνεται

γρηγορότερα από κάθε πολυωνυµική συνάρτηση. Για a και b σταθερές,

µε a > 1, ότι :

lim
n→∞

nb

an
= 0⇒ n

b = o(an).

Η f(n) είναι πολυλογαριθµικά ϕραγµένη αν f(n) = O(logk n) για κάποια

σταθερά k .

Κάθε ϑετική πολυωνυµική συνάρτηση αυξάνεται γρηγορότερα από κάθε

πολυλογαριθµική συνάρτηση.

lim
n→∞

logk n

nb
= 0⇒ log

k(n) = o(nb)

για k και b ϑετικές σταθερές
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Αναδροµή

The Master Theorem

Ας ϑεωρήσουµε την

T(n) = aT(
n

b
) + f(n)

όπου a ≥ 1 και b > 1 και f(n) µια ασυµπτωτική ϑετική συνάρτηση µε το n

b

εννοούµε ⌊ n

b
⌋ ή ⌈ n

b
⌉.

Theorem

Η T(n) ϕράσσεται ασυµπτωτικά ως εξής:

1 Εάν f(n) = O(nlogb a−ǫ) για κάποια σταθερά ǫ > 0 τότε T(n) = Θ(nlogb a).

2 Εάν f(n) = Θ(nlogb a) τότε T(n) = Θ(nlogb a lg n).

3 Εάν f(n) = Ω(nlogb a+ǫ) για κάποια σταθερά ǫ > 0 και εάν af( n

b
) ≤ cf(n)

για κάποια σταθερά c < 1 και όλα τα αρκετά µεγάλα n τότε

T(n) = Θ(f(n)).
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Αναδροµή

The Master Theorem

Συγκρίνουµε τη συνάρτηση f(n) µε τη συνάρτηση nlogb a. ∆ιαισθητικά, η

λύση της αναδροµικής εξίσωσης καθορίζεται από την µεγαλύτερη από τις

δύο αυτές συναρτήσεις.

Στην πρώτη περίπτωση του ϑεωρήµατος, η συνάρτηση f(n) δεν πρέπει

απλά να είναι µικρότερη, πρέπει να είναι πολυωνυµικά µικρότερη από την

nlogb a .

Στην τρίτη περίπτωση η f(n) πρέπει επίσης να είναι πολυωνυµικά

µεγαλύτερη από την nlogb a

πρέπει να ικανοποιεί και την συνθήκη κανονικότητας af( n

b
) ≤ cf(n)

οι τρεις περιπτώσεις δεν καλύπτουν όλες τις πιθανές εκδοχές για τη

συνάρτηση f(n).
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 1

΄Εστω a ≥ 1 και b > 1 σταθερές και f(n) µια µη αρνητική συνάρτηση που

ορίζεται για δυνάµεις του b. Αν η T(n) ορίζεται για δυνάµεις του b από την

αναδροµική σχέση

T(n)

{

Θ(1), εάν n = 1,

aT(n/b) + f(n), εάν n = bi ,

όπου i ϑετικός ακέραιος, τότε

T(n) = Θ(nlogb a) +

logb n−1
∑

j=0

a
j
f(n/b

j)
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα1, Απόδειξη
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 2

΄Εστω a ≥ 1 και b > 1 σταθερές και f(n) µια µη αρνητική συνάρτηση που

ορίζεται για δυνάµεις του b. Στην περίπτωση αυτή, µια συνάρτηση g(n) που

ορίζεται επί των δυνάµεων του b µέσω του αθροίσµατος

g(n) =

logb n−1
∑

j=0

a
j
f(n/b

j)

ϕράσσεται ασυµπτωτικά για δυνάµεις του b ως εξής:

1 Αν f(n) = O(nlogb a−ǫ) για κάποια σταθερά ǫ > 0, τότε g(n) = O(nlogb a)

2 Αν f(n) = Θ(nlogb a), τότε g(n) = Θ(nlogb a lgn)

3 Αν af(n/b) ≤ cf(n) για κάποια σταθερά c < 1 και για όλα τα n ≥ b, τότε

g(n) = Θ(f(n))

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 102 / 140



Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 2, Απόδειξη

Για την περίπτωση (1) έχουµε:

f(n) = O(nlogb a−ǫ)

f(n/b
j) = O((n/b

j)logb a−ǫ)

g(n) = O

(

logb n−1
∑

j=0

a
j
(

n

bj

)logb a−ǫ
)
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 2, Απόδειξη (συν.)

logb n−1
∑

j=0

a
j
(

n

bj

)logb a−ǫ
= n

logb a−ǫ

logb n−1
∑

j=0

(

abǫ

blogb a

)j

= n
logb a−ǫ

logb n−1
∑

j=0

(bǫ)j

= n
logb a−ǫ

(

bǫ logb n − 1

bǫ − 1

)

= n
logb a−ǫ

(

nǫ − 1

bǫ − 1

)

Η τελευταία έκφραση µπορεί να γραφτεί: nlogb a−ǫO(nǫ) = O(nlogb a)

g(n) = O(nlogb a)
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 2, Απόδειξη

Για την περίπτωση (2) έχουµε:

f(n) = Θ(nlogb a)

f(n/b
j) = Θ((n/b

j)logb a)

g(n) = Θ

(

logb n−1
∑

j=0

a
j
(

n

bj

)logb a

)
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 2, Απόδειξη (συν.)

logb n−1
∑

j=0

a
j
(

n

bj

)logb a

= n
logb a

logb n−1
∑

j=0

(

a

blogb a

)j

= n
logb a

logb n−1
∑

j=0

1

= n
logb a

logb n

Συνεπώς:

g(n) = Θ(nlogb a
logb n)

= Θ(nlogb a
lgn)
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 2, Απόδειξη

Η περίπτωση (3) αποδεικνύεται µε όµοιο τρόπο:

g(n) = Ω(f(n))

af(n/b) ≤ cf(n), c < 1 και n ≥ b

f(n/b) ≤ c/af(n)

f(n/b
j) ≤ (c/a)j

f(n)

a
j
f(n/b

j) ≤ c
j
f(n)
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 2, Απόδειξη (συν.)

g(n) =

logb n−1
∑

j=0

a
j
f(n/b

j)

≤
logb n−1
∑

j=0

c
j
f(n)

≤ f(n)

∞
∑

j=0

c
j

≤ f(n)

(

1

1− c

)

= O(f(n))
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 2, Απόδειξη (συν.)

logb n−1
∑

j=0

a
j
f(n/b

j) = Ω(f(n))

Εποµένως:

g(n) = Θ(f(n))
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 3

΄Εστω a ≥ 1 και b > 1 σταθερές και f(n) µια µη αρνητική συνάρτηση που

ορίζεται για δυνάµεις του b. Αν η T(n) ορίζεται για δυνάµεις του b από την

αναδροµική σχέση

T(n)

{

Θ(1), εάν n = 1,

aT(n/b) + f(n), εάν n = bi ,

όπου i ϑετικός ακέραιος, τότε η T(n) ϕράσσεται αυµπτωτικά για δυνάµεις του b

ως εξής:

1 Αν f(n) = O(nlogb a−ǫ) για κάποια σταθερά ǫ > 0, τότε T(n) = Θ(nlogb a).

2 Αν f(n) = Θ(nlogba), τότε T(n) = Θ(nlogba lgn).

3 Αν f(n) = Ω(nlogb a + ǫ) για κάποια σταθερά ǫ > 0, και αν

af(n/b) ≤ cf(n) για κάποια σταθερά c < 1 και για όλα τα n από κάποια

τιµή και πάνω, τότε T(n) = Θ(f(n)).
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Η Απόδειξη για ∆υνάµεις του b

Λήµµα 3, Απόδειξη

Για την περίπτωση (1) έχουµε:

T(n) = Θ(nlogb a) + O(nlogb a)

= Θ(nlogb a)

Για την περίπτωση (2) έχουµε:

T(n) = Θ(nlogb a) + Θ(nlogb a
lgn))

= Θ(nlogb a
lgn)

Για την περίπτωση (3) έχουµε:

T(n) = Θ(nlogb a) + Θ(f(n))

= Θ(f(n)),

διότι f(n) = Ω(nlogb a+ǫ)
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Αναδροµικές

Master Theorem

T(n) = 4T(n/2) + n

a = 4 b = 2 f(n) = n

n
logb a = n

log2 4 = n
2

f(n) = n = O(n2)

Περίπτωση 1η (ǫ = 1)

T(n) = Θ(n2)

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 112 / 140



Αναδροµικές

Master Theorem

T(n) = 4T(n/2) + n
2

n
logb a = n

2
f(n) = n

2

f(n) = n
2 = Θ(n2)

Περίπτωση 2η

T(n) = Θ(n2
log2 n)
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Αναδροµικές

Master Theorem

T(n) = 4T(n/2) + n
3

f(n) = n
3 = Ω(n2)

af(n/b) ≤ cf(n), c < 1

4(n/2)3 =
1

2
n

3

T(n) = Θ(f(n)) = Θ(n3)
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Αναδροµή

Παράδειγµα 1

T(n) = 9T(
n

3
) + n

΄Εχουµε a = 9, b = 3 και f(n) = n.

Συνεπώς nlogb a = nlog3 9 = Θ(n2)

Αφού λοιπόν f(n) = O(nlog3 9−ǫ) όπου ǫ = 1, µπορούµε να

εφαρµόσουµε την περίπτωση 1

Η λύση είναι T(n) = Θ(n2)
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Αναδροµή

Παράδειγµα 2

T(n) = T(
2n

3
) + 1

΄Εχουµε a = 1, b = 3

2
και f(n) = 1

Συνεπώς nlogb a = n
log3/2 1 = n0 = 1

Αφού f(n) = Θ(nlogb a) = Θ(1), εφαρµόζουµε την περίπτωση 2

Η λύση είναι T(n) = Θ(log n)
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Αναδροµή

Παράδειγµα 3

T(n) = 3T(
n

4
) + n log n

΄Εχουµε a = 3, b = 4, f(n) = n log n και nlogb a = nlog4 3 = O(n0.793).

∆ηλαδή f(n) = Ω(nlog4 3+ǫ) µε ǫ ≈ 0.2

Επιπρόσθετα af( n

b
) = 3( n

4
) log( n

4
) ≤ 3

4
n log n = cf(n) µε c = 3

4

Συνεπώς ϑα εφαρµόσουµε την περίπτωση 3

Η λύση είναι T(n) = Θ(n log n)
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Αναδροµή

Παράδειγµα 4

T(n) = 2T(
n

2
) + n log n

΄Εχουµε a = 2, b = 2 και f(n) = n log n

Συνεπώς nlogb a = n

Ενώ n log n > n ο λόγος
n log n

n
= log n είναι ασυµπτωτικά µικρότερος από

το nǫ για κάθε ϑετική σταθερά ǫ

Κατά συνέπεια η f(n) δεν είναι πολυωνυµικά µεγαλύτερη, κατά ένα

παράγοντα nǫ, από την συνάρτηση nlogb a = n και η περίπτωση 3 του

ϑεωρήµατος δεν µπορεί να εφαρµοστεί.
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Αναδροµή

Αναδροµικές γραµµικές εξισώσεις

Οι αναδροµικές εξισώσεις χωρίζονται σε κατηγορίες ανάλογα µε

1 τον τύπο της συνάρτησης f . Η συνάρτηση f µπορεί να είναι γραµµικός

συνδυασµός των T(p), µε συντελεστές σταθερούς ή µεταβλητούς ή

πωλυώνυµα T(p) κ.τ.λ.

2 το σύνολο τιµών p που εµπλέκονται για τον υπολογισµό του T(n). Πιο

συγκεκριµένα έχουµε:

◮ T(n) = f(T(n − 1)) εξίσωση τάξης 1

◮ T(n) = f(T(n − 1), . . . , T(n − k)) εξίσωση τάξης k για k σταθερό

◮ T(n) = f({T(p); ∀p < n}) πλήρης εξίσωση
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Αναδροµή

Γραµµικές αναδροµές τάξης k

Οι γραµµικές αναδροµές τάξης k είναι της µορφής

T(n) = f(n, T(n − 1), . . . , T(n − k)) + g(n)

όπου k ≥ 1 σταθερά, f γραµµικός συνδυασµός των T(i) για n− k ≤ i ≤ n− 1

και g οποιαδήποτε συνάρτηση του n.
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Αναδροµή

Παράδειγµα

Πλήρες δυαδικό δένδρο. Ο αριθµός κόµβων an του πλήρους δυαδικού

δένδρου ύψους n είναι ίσος µε τον αριθµό των κόµβων των δύο υποδένδρων

ύψους n− 1 συν 1 κόµβο ο οποίος είναι η ϱίζα.

an = 2an−1 + 1 (n ≥ 1, k = 1,a0 = 1)

Σχήµα: Πλήρες δυαδικό δένδρο
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Αναδροµή

Αναδροµές διαµερίσεων

Ο γενικός τύπος των αναδροµικών εξισώσεων αυτής της κατηγορίας είναι :

T(n) = aT(
n

b
) + d(n)

όπου a,b ακέραιες σταθερές και d(n) οποιαδήποτε συνάρτηση.

Παράδειγµα

Ο αλγόριθµος Mergesort.

T(n) = 2T(
n

2
) + n− 1 n ≥ 2

T(1) = 0

όπου n− 1 είναι το κόστος της συγχώνευσης.
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Αναδροµή

Αναδροµές πλήρεις, γραµµικές ή πολυωνυµικές

Ο γενικός τύπος των αναδροµικών εξισώσεων αυτής της κατηγορίας είναι :

T(n) = f(n, T(n − 1), T(n − 2), . . . , T(0)) + g(n)

όπου f µια συνάρτηση γραµµική ή πολυωνυµική των T(i) και g(n) οποιαδήποτε

συνάρτηση.
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Αναδροµή

Παράδειγµα 1 Γραµµικών Αναδροµικών Εξισώσεων

Να ϐρεθεί το πλήθος των κόµβων ενός πλήρους δυαδικού δέντρου ύψους n.

an = an−1 + 2
n, n ≥ 1

a0 = 1

Λύση:

an = an−1 + 2
n

an−1 = an−2 + 2
n−1

an−2 = an−3 + 2
n−2

. . .

a2 = a1 + 2
2

a1 = a0 + 2
1
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Αναδροµή

... Παράδειγµα 1 Γραµµικών Αναδροµικών Εξισώσεων

Αθροίζοντας κατά µέλη λαµβάνουµε:

an = a0 +

n
∑

i=1

2
i , n ≥ 1

an = 1 +
2n+1 − 2

2− 1

an = 2
n+1 − 1
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Αναδροµή

Παράδειγµα 2 Γραµµικών Αναδροµικών Εξισώσεων

Να επιλυθεί το προηγούµενο πρόβληµα µε διαφορετική αναδροµική εξίσωση.

Λύση:

an = 2an−1 + 1 (×2
0)

an−1 = 2an−2 + 1 (×2
1)

an−2 = 2an−3 + 1 (×2
2)

. . .

a2 = 2a1 + 1 (×2
n−2)

a1 = 2a0 + 1 (×2
n−1)
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Αναδροµή

... Παράδειγµα 2 Γραµµικών Αναδροµικών Εξισώσεων

Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των αθροιζοµένων παραγόντων λαµβάνουµε:

an = 2
n
a0 +

n−1
∑

i=0

2
i

an = 2
n +

2n − 1

2− 1

an = 2
n+1 − 1, n ≥ 0

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αλγόριθµοι και Πολυπλοκότητα - Ενότητα 2 127 / 140



Αναδροµή

Γραµµικές Αναδροµικές Εξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές

Η γραµµική εξίσωση τάξης k µε σταθερούς συντελεστές είναι της µορφής:

un + a1un−1 + a2un−2 + . . .+ akun−k = b(n)

µε ai σταθερές. Η εξίσωση

un + a1un−1 + a2un−2 + . . . + akun−k = 0

καλείται αντίστοιχη οµογενής εξίσωση της αναδροµικής.

Το σύνολο των λύσεων της οµογενούς εξίσωσης σχηµατίζει έναν διανυσµατικό

χώρο διάστασης µικρότερης είτε ίσης του k και κάποιες λύσεις είναι της

µορφής:

un = r
n.
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Αναδροµή

Γραµµικές Αναδροµικές Εξισώσεις µε σταθερούς συντελεστές

Αν αντικαταστήσουµε στην εξίσωση παίρνουµε την χαρακτηριστική εξίσωση της

οµογενούς εξίσωσης:

r
k + a1r

k−1 + . . .+ ak = 0

Αν οι k ϱίζες της εξίσωσης είναι διαφορετικές r1, r2, . . . , rk τότε η λύση της

οµογενούς εξίσωσης είναι :

un = λ1r
n
1 + λ2r

n
2 + . . .+ λk r

n
k

µε λi σταθερές.
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Αναδροµή

Παράδειγµα

Να επιλυθεί η παρακάτω αναδροµική εξίσωση:

Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2

F0 = 0

F1 = 1

Λύση: ΄Εχουµε ότι :

Fn − Fn−1 − Fn−2 = 0.

Αν un = rn τότε :

r
n − r

n−1 − r
n−2 = 0⇒

r
n−2(r2 − r − 1) = 0⇒

r
2 − r − 1 = 0.
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Αναδροµή

... Παράδειγµα

Οι λύσεις είναι :

r1 =
1 +
√

5

2

r2 =
1−
√

5

2

Η λύση της οµογενούς εξίσωσης:

Fn = λ1r
n
1 + λ2r

n
2

F0 = 0⇔ λ1 = −λ2

F1 = 1⇔ λ1r1 + λ2r2 = 1⇔ λ1r1 − λ1r2 = 1
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Αναδροµή

... Παράδειγµα

Τελικά λ1 =
1

r1−r2
και λ2 =

1

r2−r1
δηλαδή

λ1 =
1

1+
√

5

2
− 1−

√
5

2

=
1√
5

λ2 = −
1√
5

Τελικά, η λύση είναι :

Fn =
1√
5
[(

1 +
√

5

2
)n − (

1−
√

5

2
)n]
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Αναδροµή

Εξισώσεις µετατρεπόµενες σε γραµµικές αναδροµές

Ας υποθέσουµε την αναδροµική εξίσωση

T(n) = aT(
n

b
) + d(n)

µε n ≥ 2, a,b σταθερές και T(1) = 1.

Επιπρόσθετα, ας υποθέσουµε ότι n = bk και άρα

T(bk) = aT(bk−1) + d(bk).

Εάν ϑέσουµε tk = T(bk):

tk = atk−1 + d(bk), t0 = 1

Ας ϑεωρήσουµε, επιπρόσθετα την εξίσωση:

a(n)un = b(n)un−1 + c(n).
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Αναδροµή

Εξισώσεις µετατρεπόµενες σε γραµµικές αναδροµές

Αν ισχύει

f(n) =

∏n−1

i=1
a(i)

∏n

i=1
b(i)

τότε

vn = vn−1 + f(n)c(n)

µε vn = a(n)f(n)un και χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των αθροιζοµένων

παραγόντων ϑα έχουµε

un =
1

a(n)f(n)
(a(0)f(0)u0 +

n
∑

i=1

f(i)c(i))

και άρα

tk = a
k +

k−1
∑

j=0

a
j
d(bk−j)
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Αναδροµή

Εξισώσεις µετατρεπόµενες σε γραµµικές αναδροµές

Τελικά, αφού k = logb n και a logb n = nlogb a η αρχική εξίσωση γίνεται

T(n) = n
logb a +

(logb n)−1
∑

j=0

a
j
d(

n

bj
).
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Αναδροµή

Παράδειγµα

Να επιλυθεί η παρακάτω αναδροµική εξίσωση (πολυπλοκότητα Merge Sort):

T(n) = 2T(
n

2
) + n− 1 n ≥ 2

T(1) = 1

Λύση: ΄Εχουµε a = b = 2 και d(n) = n− 1 άρα

T(n) = n +
k−1
∑

j=0

2
j((

n

2j
)− 1)

= n + kn− (2k − 1)

και επειδή k = log2 n τελικά

T(n) = n log2 n + 1.
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Σηµείωµα Αδειοδότησης

Το παρόν υλικό διατίθεται µε τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons

Αναφορά, Μη Εµπορική Χρήση Παρόµοια ∆ιανοµή 4.0 [1] ή µεταγενέστερη, ∆ιεθνής

΄Εκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. ϕωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π., τα

οποία εµπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται µαζί µε τους όρους χρήσης

τους στο «Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων».

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
Ως Μη Εµπορική ορίζεται η χρήση:

που δεν περιλαµβάνει άµεσο ή έµµεσο οικονοµικό όφελος από την χρήση του

έργου, για το διανοµέα του έργου και αδειοδόχο

που δεν περιλαµβάνει οικονοµική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή

πρόσβαση στο έργο

που δεν προορίζει στο διανοµέα του έργου και αδειοδόχο έµµεσο οικονοµικό

όφελος (π.χ. διαφηµίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιµοποιεί το

έργο για εµπορική χρήση, εφόσον αυτό του Ϲητηθεί.
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∆ιατήρηση Σηµειωµάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού ϑα πρέπει να

συµπεριλαµβάνει :

το Σηµείωµα Αναφοράς

το Σηµείωµα Αδειοδότησης

τη δήλωση ∆ιατήρησης Σηµειωµάτων

το Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

µαζί µε τους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους.
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