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Αριθµητική Παραγώγιση

∆ίνεται µια συνάρτηση f(x)

µε ένα πολύπλοκο τύπο ή

δίνεται ένας πίνακας τιµών της.

Ζητείται η f ′(x) (και πιθανόν οι f ′′(x), f ′′′(x), κ.ο.κ). Τότε

f
′(x) ≃ p

′
n(x)

όπου pn(x) το πολυώνυµο παρεµβολής σε n + 1 σηµεία της f(x).
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Τύποι Αριθµητικής Παραγώγισης για ισαπέχοντα σηµεία

∆ίνονται τα σηµεία

xi = x0 + ih, i = 0, 1, 2, . . . n

και Ϲητείται ο υπολογισµός της f
′(x) σε ένα δεδοµένο σηµείο x .

΄Εχουµε

f
′(x) ≃ p

′
n(x)

Αν τώρα

x = x0 + θh

και χρησιµοποιήσουµε το αντίστοιχο πολυώνυµο παρεµβολής του Newton µε προς τα εµπρός

διαφορές λαµβάνουµε διαδοχικά

f(x) ≃ pn(x) = f0 +

(
θ

1

)

∆f0 +

(
θ

2

)

∆2
f0 + · · ·

+

(
θ

n

)

∆n
f0

ή

f
′(x) ≃ p

′
n(x) =

dpn(x)

dθ
·

dθ

dx

=
1

h

d

dθ

[

f0 +

(
θ

1

)

∆f0 +

(
θ

2

)

∆2
f0 + · · ·+

(
θ

n

)

∆n
f0

]
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οπότε

f
′(x) ≃

1

h

[

∆f0 +
1

2
(2θ − 1)∆2

f0 +
1

6
(3θ2 − 6θ + 2)∆3

f0

+ · · ·+
d

dθ

(
θ

n

)

∆n
f0

]

. (1)

Ο ανωτέρω τύπος απλοποιείται αρκετά αν Ϲητείται η παράγωγος της f(x) στο xi .

Αν x = x0 τότε για θ = 0 έχουµε ότι

f
′(x0) ≃

1

h

[

∆f0 −
1

2
∆2

f0 +
1

3
∆3

f0 + · · · + (−1)n−1 1

n
∆n

f0

]

. (2)

Για n = 1

f
′(x0) ≃

1

h
∆f0 =

1

h
[f1 − f0]. (3)

Για n = 2

f
′(x0) ≃

1

h

(

∆f0 −
1

2
∆2

f0

)

= −
f2 − 4f1 + 3f0

2h
(4)
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Στην περίπτωση που ϑέλουµε να υπολογίσουµε την f ′(x1), τότε θ = 1 και

f
′(x1) ≃

1

h

[

∆f0 +
1

2
∆2

f0 −
1

6
∆3

f0 + · · ·+ (−1)n 1

n
∆n

f0

]

εποµένως

για n = 1

f
′(x1) ≃

1

h
∆f0 =

f1 − f0

h
, (5)

και για n = 2

f
′(x1) ≃

1

h

[

∆f0 +
1

2
∆2

f0

]

=
f2 − f0

2h
. (6)
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Χρήσιµες ϐοηθητικές πράξεις

x = x0 + θh ⇔ θ =
x − x0

h

dθ

dx
=

1

h

f
′(x) ≃ p

′
n(θ(x)) =

dpn(x)

dθ
·

dθ

dx
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...Χρήσιµες ϐοηθητικές πράξεις...

Είναι (
θ

n

)

=
1

n!
(θ − n + 1)(θ − n + 2) · · · θ =

=
1

n!
[θ − (n − 1)] [θ − (n − 2)] · · · θ

΄Αρα

d

dθ

(
θ

n

)

=
d

dθ

[
1

n!
[θ − (n − 1)] [θ − (n − 2)] · · · θ

]

=
1

n!

n−1∑

i=0

n−1∏

j=0
︸︷︷︸

j 6=i

(θ − j)

Για θ = 0 είναι

d

dθ

(
θ

n

)

|θ=0 =
1

n!

n−1∑

i=0

n−1∏

j=0
︸︷︷︸

j 6=i

(−j) =
1

n!
(−1)(−2) · · · (−n + 1)
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Για θ = 0 είναι

d

dθ

(
θ

n

)

|θ=0 =
1

n!

n−1∑

i=0

n−1∏

j=0
︸︷︷︸

j 6=i

(−j) =
1

n!
(−1)(−2) · · · (−n + 1)

άρα τελικά

d

dθ

(
θ

n

)

|θ=0 =
1

n!
(−1)n−1(n − 1)! = (−1)n−1 1

n
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Για θ = 1 είναι

d

dθ

(
θ

n

)

|θ=1 =
1

n!

n−1∑

i=0

n−1∏

j=0
︸︷︷︸

j 6=i

(1 − j)

άρα τελικά

d

dθ

(
θ

n

)

|θ=1 =
1

n!
(1 − 0)(1 − 2)(1 − 3) · · · [1 − (n − 1)]

=
1

n!
(−1)n−2(n − 2)! = (−1)n−2 1

n(n − 1)
, n ≥ 2
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Τύποι για τον υπολογισµό των f ′′(x), f ′′′(x), · · ·

Υπολογισµός της δεύτερης παράγωγου f ′′(x)

f
′′(x) ≃

1

h

d

dx

[

∆f0 +
1

2
(2θ − 1)∆2

f0 +
1

6
(3θ2 − 6θ + 2)∆3

f0 + · · ·

+
d

dθ

(
θ

n

)

∆n
f0

]

=
1

h2

d

dθ

[

∆f0 +
1

2
(2θ − 1)∆2

f0 +
1

6
(3θ2 − 6θ + 2)∆3

f0 + · · ·

+
d

dθ

(
θ

n

)

∆n
f0

]

. (7)

οπότε

f
′′(x) ≃

1

h2

[

∆2
f0 + (θ − 1)∆3

f0 + · · ·+
d

2

dθ2

(
θ

n

)

∆n
f0

]

. (8)

΄Αρα για x = x0 (δηλ. θ = 0) και n = 2 έχουµε

f
′′(x0) ≃

1

h2
∆2

f0 =
1

h2
(f2 − 2f1 + f0). (9)
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Παράδειγµα

Χρησιµοποιώντας όλες τις πληροφορίες του πίνακα

x 0 1 2 3

f(x) 0 1 6 15

να ϐρεθούν οι προσεγγιστικές τιµές f ′(1.5) και f ′′(2.5).

Τα σηµεία x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2 και x3 = 3 είναι ισαπέχοντα µε ϐήµα h = 1.

Για τον υπολογισµό της f ′(1.5) ϑα χρησιµοποιήσουµε τον τύπο (1).

΄Εχουµε

θ =
x − x0

h
=

1.5 − 0

1
= 1.5

και επειδή έχουµε 4 σηµεία είναι n = 3.
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Πίνακας των προς τα εµπρός διαφορών

x f(x) ∆ ∆2 ∆3

0 0

1

1 1 4

5 0

2 6

9 4

3 15

οπότε για την f
′(x) έχουµε από την (1) ότι

f
′(x) ≃

1

h

[

∆f0 +
1

2
(2θ − 1)∆2

f0 +
1

6
(3θ2 − 6θ + 2)∆3

f0

]

και

f
′(1.5) ≃

1

h

[

1 +
1

2
(2 · 1.5 − 1) · 4 +

1

6
(3 · 1.5

2 − 6 · 1.5 + 2) · 0

]

= 5.

Για τον υπολογισµό της f
′′(2.5) από τον τύπο (8) προκύπτει

f
′′(x) ≃

1

h2
[∆2

f0 + (θ − 1)∆3
f0] =

1

12
[4 + (2.5 − 1) · 0] = 4.
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Αριθµητική Παραγώγιση µε τη µέθοδο των προσδιοριστέων

συντελεστών

Παράδειγµα 1

Να προσδιοριστούν οι συντελεστές w−1 και w1 στον παρακάτω προσεγγιστικό τύπο της

αριθµητικής παραγώγισης

f
′(x0) ≃ w−1f−1 + w1f1 (10)

µε fi = f(x0 + ih), i = −1, 0, 1, ώστε να είναι όσο το δυνατόν πιο ακριβής.

Λύση

Για να προσδιορίσουµε τις παραµέτρους w−1 και w1 ϑα απαιτήσουµε ο τύπος που δόθηκε να

είναι ακριβής για f(x) = 1, x, x
2, . . .

Για f(x) = 1 έχουµε f
′(x) = 0 οπότε το πρώτο µέλος του τύπου (10) γίνεται

A = 0

ενώ το δεύτερο µέλος γίνεται

B = w−1 + w1.
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Εξισώνοντας τα δύο µέλη ϐρίσκουµε

w−1 + w1 = 0. (11)

Για f(x) = x έχουµε f ′(x) = 1 οπότε

A = 1

και

B = w−1(x0 − h) + w1(x0 + h) = (w−1 + w1)x0 + (−w−1 + w1)h

εξισώνοντας (A = B) προκύπτει

(w−1 + w1)x0 + (−w−1 + w1)h = 1

λόγω όµως της (11) έχουµε

(−w−1 + w1)h = 1. (12)
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Από τις (11) και (12) ϐρίσκουµε αµέσως ότι

w1 = −w−1 =
1

2h

οπότε ο τύπος (10) γίνεται

f
′(x0) ≃

1

2h
(f1 − f−1). (13)
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Συνεπώς, ο τύπος (13) είναι ακριβής για πολυώνυµα µέχρι και πρώτου βαθµού.

Για να διαπιστώσουµε αν είναι ακριβής και για πολυώνυµα µεγαλύτερου ϐαθµού

αρκεί να συνεχίσουµε την προηγούµενη διαδικασία για f(x) = x2, x3, . . ..

Οπότε, για f(x) = x2, έχουµε f ′(x) = 2x και

A = 2x0

B =
1

2h

[
(x0 + h)2 − (x0 − h)2

]
= 2x0.

΄Αρα A ≡ B, οπότε είναι ακριβής και για δευτέρου βαθµού πολυώνυµα.

για f(x) = x3, έχουµε f ′(x) = 3x2 και ϐρίσκουµε

A = 3x
2
0

B =
1

2h

[
(x0 + h)3 − (x0 − h)3

]
= 3x

2
0 + h

2.

΄Αρα A 6= B, οπότε δεν είναι ακριβής για τρίτου βαθµού πολυώνυµα.
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Παράδειγµα 2

Να προσδιοριστούν οι συντελεστές w0, w1 και w2 στο προσεγγιστικό τύπο της

αριθµητικής παραγωγίσεως

f
′(x0) ≃

1

h
(w0f0 + w1f1 + w2f2)

µε fi = f(x0 + ih), i = 0, 1, 2 ώστε να είναι όσο το δυνατόν πιο ακριβής.

Λύση

Για να προσδιορίσουµε τις παραµέτρους w0, w1 και w2 ϑα απαιτήσουµε ο

τύπος που δόθηκε να είναι ακριβής για f(x) = 1, x, x2, . . . έτσι ώστε να

µπορέσουµε να σχηµατίσουµε τρεις εξισώσεις που να περιέχουν τους τρεις

αγνώστους w0, w1 και w2.

Για f(x) = 1 έχουµε

A = f
′(x0) = 0

και

B =
1

h
(w0f0 + w1f1 + w2f2) =

1

h
(w0 + w1 + w2)
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Επειδή απαιτούµε A ≡ B προκύπτει αµέσως ότι

w0 + w1 + w2 = 0. (14)

Για f(x) = x έχουµε

A = f
′(x0) = 1

και

B =
1

h
[w0x0 + w1(x0 + h) + w2(x0 + 2h)]

ή

B =
1

h
[x0(w0 + w1 + w2) + h(w1 + 2w2)

λόγω όµως της (14) έχουµε B = w1 + 2w2 άρα

w1 + 2w2 = 1. (15)
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Για f(x) = x2 έχουµε

A = f
′(x0) = 2x0

και

B =
1

h
[w0x

2
0 + w1(x0 + h)2 + w2(x0 + 2h)2]

=
1

h
[x2

0 (w0 + w1 + w2) + 2x0h(w1 + 2w2)

+h
2(w1 + 4w2)]

= 2x0 + h(w1 + 4w2), λόγω των (14) και (15)

άρα

2x0 + h(w1 + 4w2) = 2x0

ή

w1 + 4w2 = 0. (16)
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Λύνοντας τις (14), (15) και (16) ϐρίσκουµε

w0 = −
3

2
, w1 = 2, w2 = −

1

2
.

Με ϐάση τις τιµές αυτές ο τύπος που δόθηκε γίνεται

f
′(x0) ≃

1

2h
(3f0 − 4f1 + f2).

Παρατηρούµε ότι ο τύπος που δόθηκε είναι ακριβής για πολυώνυµα µέχρι

δευτέρου βαθµού τουλάχιστον.
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Σφάλµα αποκοπής της πρώτης παραγώγου

Το σφάλµα αποκοπής En στον υπολογισµό της πρώτης παραγώγου στην

περίπτωση των n + 1 σηµείων παρεµβολής είναι

En = f
′(x) − p

′
n(x) (17)

όπου

f(x) = pn(x) + f [x0, x1, . . . xn, x]
n∏

i=0

(x − xi). (18)

Επειδή όµως

g
′(x) = lim

h→0
g[x, x + h] = g[x, x]

έχουµε
d

dx
f [x0, x1, . . . , xn, x] = f [x0, x1, . . . , xn, x, x].
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Παραγωγίζοντας την (18) έχουµε

f
′(x) = p

′
n(x) + f [x0, x1, . . . , xn, x, x]ψn(x) + f [x0, x1, . . . , xn, x]ψ

′
n(x)

όπου

ψn(x) = (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn) (19)

ή

f
′(x) = p

′
n(x) +

f (n+2)(ξ1)

(n + 2)!
ψn(x) +

f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
ψ′

n(x) (20)

όπου ξ1 = ξ1(x), ξ = ξ(x) ∈ I, f(x)Cn+2(I) και

I = [min{x0, x1, . . . , xn, x}, max{x0, x1, . . . , xn, x}].

Συνεπώς, λόγω της (20) η (17) γράφεται

En = ψn(x)
f (n+2)(ξ1)

(n + 2)!
+ ψ′

n(x)
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
. (21)
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Ο ανωτέρω τύπος µπορεί να απλοποιηθεί σηµαντικά όταν το τυχόν σηµείο x είναι ένα από τα

σηµεία παρεµβολής xk , 0 ≤ k ≤ n.

Στην περίπτωση αυτή η (21) γίνεται

En =
n∏

i=0
︸︷︷︸

i 6=k

(xk − xi)
f
(n+1)(ξ)

(n + 1)!
(22)

όπου

ξ = ξ(x) = I = [min{x0, x1, . . . xn}, max{x0, x1, . . . xn}]. (23)

Πράγµατι,

ψn(x) = (x − x0)(x − x1) · · · (x − xn)

ή

ψ
′
n(x) = (x − x1)(x − x2) · · · (x − xn) + (x − x0)(x − x2) · · · (x − xn) + · · ·+

+(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn−1)

οπότε όταν x = xk έχουµε

ψ
′
n(xk) = (xk − x0)(xk − x1) · · · (xk − xk−1)(xk − xk+1) · · · (xk − xn)

ή

ψ
′
n(xk) =

n∏

i=0
︸︷︷︸

i 6=k

(xk − xi).
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Παράδειγµα 1

Να ϐρεθεί το σφάλµα αποκοπής στην περίπτωση χρήσης του τύπου

f
′(x0) ≃

f1 − f0

h
.

Λύση

Με εφαρµογή του τύπου (22) µε n = 1, xk = x0 και έχοντας υπόψη ότι τα σηµεία παρεµβολής

ισαπέχουν ϐρίσκουµε

E1 =
1

(1 + 1)!
f
(1+1)(ξ)

1∏

i=0
︸︷︷︸

i 6=0

(x0 − xi),

όπου

ξ ∈ I = [min{x0, x1}, max{x0, x1}].

Από τα ανωτέρω προκύπτει

E1 = −
h

2!
f
(2)(ξ), ξ ∈ (x0, x1).
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Παράδειγµα 2

Να ϐρεθεί, όπως στο προηγούµενο παράδειγµα 1, το σφάλµα αποκοπής στην

περίπτωση χρήσης του τύπου

f
′(x0) ≃ −

f2 − 4f1 + 3f0

2h

Λύση

Εργαζόµαστε παρόµοια µε n = 2 ϐρίσκουµε ότι

E2 =
1

3!
f
(3)(ξ)(x0 − x1)(x0 − x2)

=
1

3!
f
(3)(ξ)(−h)(−2h)

=
h2

3
f
(3)(ξ), ξ ∈ (x0, x2).
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Παράδειγµα 3

Για την εύρεση της πρώτης παραγώγου του πολυωνύµου f(x) = 3x3 − 2x2 + 1

στο σηµείο x = 1.5 χρησιµοποιείται ο τύπος (4) µε σηµεία παρεµβολής τα

x0 = 0, x1 = 1 και x2 = 2. Να ϐρεθεί, εφαρµόζοντας τον τύπο (21), το

αντίστοιχο σφάλµα αποκοπής.

Λύση

Επειδή το x = 1.5 δεν είναι σηµείο παρεµβολής ϑα εφαρµοστεί ο τύπος (21)

για n = 2 και x = 1.5. Επειδή η συνάρτηση είναι πολυώνυµο τρίτου ϐαθµού,

έχουµε αµέσως από την αναλυτική έκφρασή της ότι f (3)(ξ) = 18 και

f (4)(ξ1) = 0. Εποµένως ο τύπος (21) δίνει

E2 =
1

3!
· 18[(x − 0)(x − 1)(x − 2)]′ |x=1.5

= 3(x3 − 3x
2 + 2x)′ |x=1.5

= 3(3x
2 − 6x + 2) |x=1.5

= 3(3 · (1.5)2 − 6 · (1.5) + 2) = −0.75.
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Σφάλµα αποκοπής της παραγώγου στη µέθοδο των προσδιοριστέων

συντελεστών

΄Εστω ότι Ϲητάµε να ϐρούµε το σφάλµα αποκοπής του τύπου (13), δηλαδή του

f
′(x0) ≃

1

2h
(f1 − f−1). (24)

΄Οπως διαπιστώθηκε προηγούµενα, ο τύπος αυτός είναι ακριβής µέχρι και για

δευτέρου ϐαθµού πολυώνυµα, συνεπώς µε ϐάση τον τύπο (22) συµπεραίνουµε

ότι το σφάλµα αποκοπής του είναι ανάλογο προς την f ′′′(ξ), δηλαδή ϑα ισχύει

f
′(x0) =

1

2h
(f1 − f−1) + Af

′′′(ξ), ξ ∈ (x−1, x1). (25)
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Αν τώρα ϑέσουµε f(x) = x
3
, ϑα µπορέσουµε να προσδιορίσουµε την σταθερά A. Πράγµατι,

επειδή f
′(x) = 3x

2
και f

′′′(x) = 6, ο τύπος (25) γράφεται

3x
2
0 =

1

2h
(x3

1 − x
3
−1) + A · 6

όπου x−1 = x0 − h και x1 = x0 + h, οπότε αντικαθιστώντας ϐρίσκουµε

3x
2
0 =

1

2h
[(x0 + h)3 − (x0 − h)3] + 6A

ή

12hA = 6x0h
2 − 2h(3x

2
0 + h

2)

ή

A = −
h

2

6
.

Συνεπώς η (25) γράφεται τελικά σαν

f
′(x0) =

1

2h
(f1 − f−1)−

h
2

6
f
′′′(ξ), ξ ∈ (x−1, x1). (26)

Ανάλογα µπορούµε να εργαστούµε για την εύρεση του σφάλµατος αποκοπής για τον άλλο τύπο.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 6 28 / 36



Σφάλµα την Αριθµητική Παραγώγιση

΄Ενα ιδιαίτερα σηµαντικό ϑέµα στη µελέτη του προβλήµατος της αριθµητικής

παραγώγισης είναι η επίδραση του σφάλµατος στρογγύλευσης. Χάριν

απλότητας, ας µελετήσουµε το σφάλµα στρογγύλευσης στον τύπο

f
′(x0) =

f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
−

h2

6
f
(3)(ξ). (27)

Ας υποθέσουµε ότι κατά τον υπολογισµό των f(x0 + h) και f(x0 − h)
υπεισέρχονται σφάλµατα στρογγύλευσης ε1 και ε−1, τότε οι προσεγγιστικές

τιµές f̄1 και f̄−1 δίνονται από τους τύπους

f̄i = fi − εi , i = −1, 1 (28)

όπου fi , i = −1, 1 συµβολίζουν τις ακριβείς τιµές της f(x) στα σηµεία

xi , i = −1, 1.
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Το σφάλµα για τον υπολογισµό της f ′(x0) δίνεται από την ποσότητα

E = f
′(x0)−

f̄1 − f̄−1

2h

ή λόγω της (28)

E =

[

f
′(x0)−

f1 − f−1

2h

]

+
ε1 − ε−1

2h

και τελικά, λόγω της (27), λαµβάνουµε

E = −
h2

6
f
(3)(ξ) +

ε1 − ε−1

2h
. (29)
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Από την (29) παρατηρούµε ότι το σφάλµα έχει ένα τµήµα που οφείλεται στο σφάλµα

στρογγύλευσης και ένα τµήµα που οφείλεται στο σφάλµα αποκοπής. Υποθέτοντες ότι τα

σφάλµατα στρογγύλευσης είναι ϕραγµένα, δηλαδή

|εi | ≤ ε και |f (3)(ξ)| < M,

η (29) γράφεται

|E| ≤
ε

h
+

h
2

6
M = g(h). (30)

Για την ελαχιστοποίηση του |E| είναι ϕανερό ότι αρκεί να ελαχιστοποιηθεί η g(h) ως προς h. ΄Ετσι,

από την g
′(h) = 0 προκύπτει

h =

(
3ε

M

) 1
3

.

Στην πράξη όµως δεν είναι δυνατόν να υπολογίσουµε την ακριβή ϐέλτιστη τιµή του h αφού δεν

γνωρίζουµε το M. Ανάλογα συµπεράσµατα ισχύουν και για τους άλλους τύπους αριθµητικής

παραγώγισης. Αξίζει λοιπόν να σηµειωθεί ότι η αριθµητική παραγώγιση είναι ασταθής καθόσον

µικρές τιµές του h ελαττώνουν το σφάλµα αποκοπής αλλά συγχρόνως αυξάνουν το σφάλµα

στρογγύλευσης.
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έργο για εµπορική χρήση, εφόσον αυτό του Ϲητηθεί.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 6 34 / 36

http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/


∆ιατήρηση Σηµειωµάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού ϑα πρέπει να

συµπεριλαµβάνει :

το Σηµείωµα Αναφοράς

το Σηµείωµα Αδειοδότησης

τη δήλωση ∆ιατήρησης Σηµειωµάτων

το Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

µαζί µε τους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 6 35 / 36



Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων τρίτων

Το ΄Εργο αυτό κάνει χρήση του ακόλουθου έργου:

¨ Εισαγωγή στην Αριθµητική Ανάλυση : Μια αλγοριθµική προσέγγιση,

αυτο-έκδοση, Αθήνα, 2009¨, Νικόλαος Μισυρλής.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 6 36 / 36


