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ΕΝΟΤΗΤΑ 2 Αριθµητική Επίλυση µη Γραµµικών Εξισώσεων

΄Ενα από τα ϐασικά προβλήµατα που αντιµετωπίζεται συχνά στις εφαρµογές

είναι η εύρεση των ϱιζών µιας εξίσωσης της µορφής

f (x) = 0 (1)

όπου η f (x) είναι µία συνάρτηση πραγµατικής ή µιγαδικής µεταβλητής x.

Αν η f (x) είναι συνεχής συνάρτηση µιας πραγµατικής µεταβλητής x

Ειδική περίπτωση: η f (x) είναι ένα πολυώνυµο µε πραγµατικούς

συντελεστές.

⊲ Μόνο µια µικρή κατηγορία εξισώσεων µπορούν να λυθούν µε τη χρήση των

κλασικών Μαθηµατικών (όπως οι πολυωνυµικές εξισώσεις ϐαθµού ≤ 4).
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Αριθµητική Επίλυση µη Γραµµικών Εξισώσεων

Με τη χρήση αριθµητικών µεθόδων επιτυγχάνεται ο προσεγγιστικός

εντοπισµός των ϱιζών µιας µη γραµµικής εξίσωσης f (x) = 0.

Ρίζα καλείται οποιοσδήποτε αριθµός ξ τέτοιος ώστε f (ξ) = 0.

Για τις βασικές αριθµητικές µεθόδους που ϑα µελετήσουµε υποθέτουµε

ότι γνωρίζουµε ένα διάστηµα [a,b] εντός του οποίου ϐρίσκεται η µοναδική

ϱίζα ξ.

⊲ Αν αυτό δεν είναι γνωστό, τότε ϑα πρέπει να εξασφαλιστεί µε κάποιες

συνθήκες.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 2 3 / 115



Αριθµητική Επίλυση µη Γραµµικών Εξισώσεων

Επαναληπτικές Μέθοδοι διαστηµάτων(Παρενθετικές)

⊲ Μέθοδος ∆ιχοτόµησης

⊲ Μέθοδος Εσφαλµένης Θέσης

Επαναληπτικές Μέθοδοι Σηµείου

⊲ Σταθερού Σηµείου

⊲ Newton-Raphson

⊲ Τέµνουσας
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Αριθµητική Επίλυση µη Γραµµικών Εξισώσεων

Από την Ανάλυση είναι γνωστό το ακόλουθο ϑεώρηµα για τον εντοπισµό ϱιζών.

Θεώρηµα

Αν f (x) ∈ C[a,b] και αν f (a) f (b) < 0, τότε για κάποιο ξ ∈ (a,b) έχουµε

f (ξ) = 0.
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Η Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης ή (Bolzano)

Από τη στιγµή που ϑα εξασφαλιστεί το διάστηµα (a,b) εντός του οποίου

ϐρίσκεται η άγνωστη ϱίζα ξ, προχωρούµε επαναληπτικά.

Επαναλαµβάνουµε, δηλαδή, µια διαδικασία µε δεδοµένα διαφορετικά

(ϐελτιωµένα) σε κάθε επανάληψη µέχρις ότου πετύχουµε το επιθυµητό

αποτέλεσµα.

Στην περίπτωσή µας διαλέγουµε αυθαίρετα µια αρχική τιµή x0 ∈ (a,b) και

χρησιµοποιώντας έναν επαναληπτικό κανόνα (τύπο) δηµιουργούµε µία

ακολουθία τιµών x1, x2, . . ..
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⊲ Το πρώτο πράγµα που πρέπει να εξασφαλιστεί είναι η επιβολή συνθηκών

έτσι ώστε η ακολουθία {xn} , n = 0, 1, 2, . . . να συγκλίνει στη ϱίζα ξ.

⊲ Το δεύτερο και εξίσου σηµαντικό είναι η σύγκλιση προς την ξ να είναι

όσον το δυνατόν πιο αποτελεσµατική, πράγµα που έχει σχέση µε

χαρακτηριστικά της µεθόδου που χρησιµοποιείται.

⊲ Συνήθως για την αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού επιχειρείται η

αύξηση της ταχύτητας σύγκλισης της ακολουθίας {xn} , n = 0, 1, 2, . . . και

στη συνέχεια υπολογίζεται το συνολικό πλήθος των αριθµητικών πράξεων.
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Η Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης (ή Bolzano)

΄Εστω f (x) ∈ C [a,b] και f (a) f (b) < 0, δηλαδή ότι υπάρχει τουλάχιστον µια

ϱίζα στο (a,b).

Η µέθοδος της ∆ιχοτόµησης διαιρεί διαδοχικά το διάστηµα [a,b]
λαµβάνοντας κάθε ϕορά εκείνο το διάστηµα που περιέχει τη ϱίζα.

Υπολογίζεται το µέσο του διαστήµατος c0 = (a0 + b0) /2,

όπου a0 = a και b0 = b.

Αν f (c0) = 0, τότε ξ = c0

διαφορετικά ελέγχεται η συνθήκη f (a0) f (c0) < 0.

⊲ Αν ισχύει, τότε η ϱίζα ξ ϐρίσκεται στο διάστηµα (a0, c0) και τίθεται a1 = a0

και b1 = c0, οπότε προκύπτει το νέο διάστηµα [a1, b1] το οποίο είναι το µισό

του αρχικού.

⊲ ΄Αν f (a0) f (c0) > 0, τότε f (c0) f (b0) < 0 που σηµαίνει ότι η ξ ϐρίσκεται στο

διάστηµα (c0, b0), οπότε το νέο διάστηµα ϑα είναι το [a1, b1], όπου τώρα

a1 = c0 και b1 = b0.
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Η Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης (ή Bolzano)

x

y

y = f(x)

(a, f(a))

a = a0 c0 c2 c1

ξ

(b, f(b))

b = b0

b0

b1

b2

a0

a1

a2

c0

c1

c2

Σχήµα: Γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου της ∆ιχοτόµησης
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Η Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης ή Μέθοδος του Bolzano

∆ηµιουργείται, µία ακολουθία διαστηµάτων [a0,b0], [a1,b1] , . . . , [an,bn] για τα

οποία ισχύουν οι

a0 ≤ a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ b0

b0 ≥ b1 ≥ b2 ≥ . . . ≥ a0

(2)

µε

f (an) f (bn) ≤ 0, n = 0, 1, 2, . . . (3)

και

bn − an =
1

2
(bn−1 − an−1) . (4)

Επειδή η ακολουθία {an} είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη, συγκλίνει. ΄Οµοια,

η {bn} είναι ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη συνεπώς συγκλίνει. Εφαρµόζοντας

την (4) διαδοχικά προκύπτει

bn − an =
b0 − a0

2n
. (5)
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.....Η Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης.....

Εποµένως

lim
n→∞

bn − lim
n→∞

an = lim
n→∞

2
−n (b0 − a0) = 0.

Αν τεθεί

ξ = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn

τότε λαµβάνοντας τα όρια στην (3) και λόγω της συνέχειας της f (x), προκύπτει

[f (ξ)]2 ≤ 0

, δηλαδή τα όρια των διαστηµάτων συγκλίνουν στη ϱίζα ξ της f (x).

Αν υποτεθεί ότι σε κάποια ϕάση σταµατήσει η όλη διαδικασία στο διάστηµα

[an,bn], τότε η καλύτερη προσέγγιση της ϱίζας είναι το µέσο του διαστήµατος

[an,bn]

cn =
an + bn

2
. (6)
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Το σφάλµα στη µέθοδο της ∆ιχοτόµησης

Το σφάλµα στη µέθοδο ϕράσσεται ως εξής

|ξ − cn| =
∣

∣

∣
ξ − an + bn

2

∣

∣

∣
≤ bn − an

2

ή λόγω της (5)

|ξ − cn| ≤
b0 − a0

2n+1
. (7)

Για δεδοµένο ε > 0, η απαίτηση

|ξ − cn| ≤ ε

σηµαίνει, λόγω της (7), να επιλεγεί n τέτοιο ώστε

b0 − a0

2n+1
≤ ε

ή

n ≥
⌈

log (b0 − a0)− log 2ε

log 2

⌉

. (8)

Ο ανωτέρω τύπος για δεδοµένο ε δίνει ένα ϕράγµα του αριθµού επαναλήψεων n που

απαιτούνται για τη σύγκλιση της µεθόδου της ∆ιχοτόµησης που συνήθως είναι πολύ µεγαλύτερο

από τον πραγµατικό αριθµό επαναλήψεων.
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....Η Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης....

Μετά από n επαναλήψεις η µέθοδος παράγει ένα διάστηµα [an,bn], το

οποίο περιέχει µια τουλάχιστον ϱίζα ξ της f (x) = 0.

Επειδή κάθε διάστηµα [an,bn] πρέπει να περιέχει τουλάχιστον µια ϱίζα ξ,

γι΄ αυτό η µέθοδος της ∆ιχοτόµησης καλείται παρενθετική µέθοδος.

΄Ετσι από τη στιγµή που ϐρεθούν τα a και b, η µέθοδος συγκλίνει

οπωσδήποτε σε µια ϱίζα ξ ∈ (an,bn) για οποιαδήποτε συνεχή συνάρτηση

f (x).
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Το ϐασικό της µειονέκτηµα είναι ότι το σφάλµα σε κάθε επανάληψη

(b − a) /2n+1 είναι αρκετά µεγάλο συγκρινόµενο µε άλλες µεθόδους,

δηλαδή έχει αργή σύγκλιση.

⊲ Για το λόγο αυτό χρησιµοποιείται συνήθως αρχικά για τον εντοπισµό ενός

διαστήµατος εντός του οποίου υπάρχει µια ϱίζα και στη συνέχεια

εφαρµόζεται µια άλλη µέθοδος µε γρηγορότερη ταχύτητα σύγκλισης για τον

υπολογισµό της εν λόγω ϱίζας.

⊲ Επίσης η µέθοδος απαιτεί η f (x) να αλλάζει πρόσηµο γύρω από τη ϱίζα

(δεν υπολογίζει ϱίζες άρτιας πολλαπλότητας).

⊲ Τέλος από το ακόλουθο σχήµα είναι ϕανερό γιατί η µέθοδος της

∆ιχοτόµησης εντοπίζει µια ϱίζα αλλά όχι όλες τις ϱίζες που ϐρίσκονται στο

διάστηµα [a, b].
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....Η Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης....
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(b, f(b))

b

a

c

Σχήµα: Η µέθοδος της ∆ιχοτόµησης για τον εντοπισµό µιας ϱίζας στο [a, b].
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Η Μέθοδος της ∆ιχοτόµησης (ή Bolzano)
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Σχήµα: Γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου της ∆ιχοτόµησης
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∆ίνεται η f (x) ∈ C [a0,b0] τέτοια ώστε f (a0) f (b0) < 0.

Αλγόριθµος της ∆ιχοτόµησης

Για n = 0, 1, 2, . . . µέχρις ότου επιτευχθεί σύγκλιση να εκτελούνται τα ακόλουθα:

1 cn = an+bn

2

2 Αν f (cn) = 0 τότε ξ = cn

διαφορετικά

αν f (an) f (cn) < 0 τότε

an+1 = an, bn+1 = cn

διαφορετικά

an+1 = cn, bn+1 = bn.
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Κριτήρια διακοπής του αλγορίθµου της ∆ιχοτόµησης

µέχρις ότου επιτευχθεί σύγκλιση

σηµαίνει να ικανοποιείται ένα από τα ακόλουθα κριτήρια :

1. |f (c)| < δ

2. |c − ξ| < ε

3. |f (c)| < δ και |c − ξ| < ε
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Κριτήριο διακοπής του αλγορίθµου της ∆ιχοτόµησης

|f (c)| < δ

όπου δ = 1

2
· 10−k είναι η ανεκτικότητα (ή επιθυµητή ακρίβεια).

Το κριτήριο αυτό αντιστοιχεί στον έλεγχο αν το c είναι ϱίζα της f (x) ( δηλ.

αν f (c) = 0 ).

Η εφαρµογή του κριτηρίου αυτού σηµαίνει ότι αποδεχόµαστε το c να είναι

καλή προσέγγιση της ϱίζας αν −δ < f (c) < δ, δηλαδή αν η f (c)
ϐρίσκεται εντός της άπειρης οριζόντιας Ϲώνης που ορίζεται µεταξύ των δύο

οριζόντιων ευθειών y = +δ και y = −δ (ϐλ. Σχήµα)
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Γεωµετρική ερµηνεία του κριτηρίου διακοπής

|f (c)| < δ

ξ

y = +δ

y = − δ

c

f(c)

x

y
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Γεωµετρική ερµηνεία του κριτηρίου διακοπής

|c − ξ| < ε

όπου ε κάποια ανεκτικότητα, τότε αποδεχόµαστε το c σαν καλή προσέγγιση της

ϱίζας αν ξ − ε < c < ξ + ε, δηλαδή αν το c ϐρίσκεται εντός της άπειρης

κάθετης Ϲώνης που ορίζεται µεταξύ των δύο κάθετων ευθειών x = ξ − ε και

x = ξ + ε (ϐλ. Σχήµα)

ξ

ξ + εξ − ε

y = f(x)

y

xc

Σχήµα: Γεωµετρική ερµηνεία του κριτηρίου |c − ξ| < ε.
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Γεωµετρική ερµηνεία του συνδυασµού των κριτηρίων διακοπής

Αν απαιτηθεί να ισχύουν και τα δύο κριτήρια, τότε η περιοχή στην οποία ϑα

πρέπει να ϐρίσκονται τα c και f (c) ϑα είναι η τοµή των δυο Ϲωνών των

σχηµάτων (20) και (4)

ενω άν απαιτηθεί να ισχύει είτε το ένα είτε το άλλο κριτήριο, τότε η περιοχή

των c και f(c) ϑα είναι η ένωση των Ϲωνών των προαναφερθέντων

σχηµάτων.

Στην πράξη, επειδή δεν είναι γνωστή η ϱίζα ξ χρησιµοποιούνται αντί του

|c − ξ| < ε τα ακόλουθα κριτήρια :

|cn − cn−1| < ε (9)

ή
|cn − cn−1|

|cn|
< ε, cn 6= 0. (10)
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∆υσκολίες µε τα κριτήρια διακοπής στην πράξη

Οι τιµές των δ και ε δεν ϑα πρέπει να είναι πλησίον της µονάδας της

µηχανής, δηλαδή αν k είναι το µέγιστο πλήθος των δεκαδικών ψηφίων που

µπορούν να αποθηκευθούν τότε δ, ε ≥ 1

2
· 10−k+2.

Υπάρχουν ακολουθίες {cn} για τις οποίες οι διαφορές |cn − cn−1|
συγκλίνουν στο µηδέν, ενώ η ίδια η ακολουθία αποκλίνει.

Συνήθως το κριτήριο (10) είναι καλύτερο γιατί ελέγχει το σχετικό σφάλµα

(µε την προϋπόθεση ότι cn 6= 0).
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Παράδειγµα

∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + 2x2 − 3x − 1, η οποία έχει µία απλή ϱίζα στο

διάστηµα (1, 2). Να εφαρµοστούν τέσσερις επαναλήψεις της µεθόδου της

διχοτόµησης.

Λύση

Για την πρώτη επανάληψη έχουµε (a0,b0) = (1, 2) µε f(a0) < 0 και f(b0) > 0.

Το µέσο του πρώτου διαστήµατος και η πρώτη προσέγγιση για τη ϱίζα είναι

c0 =
a0 + b0

2
=

1 + 2

2
= 1.5.

Προκειµένου να εξεταστεί αν η ϱίζα περιέχεται στο (a0, c0) = (1, 1.5) ή στο

(c0,b0) = (1.5, 2) υπολογίζεται η

f(c0) = 2.375 > 0.

Αφού τα f(a0) και f(c0) έχουν αντίθετο πρόσηµο, σύµφωνα µε το Θεώρηµα

Bolzano η ϱίζα ϐρίσκεται µεταξύ των a0 και c0. Εποµένως, το νέο διάστηµα ϑα

είναι το (a1,b1) = (a0, c0) = (1, 1.5).
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Το µέσο του νέου διαστήµατος καθώς και η δεύτερη προσέγγιση για τη ϱίζα

είναι

c1 =
a1 + b1

2
=

1 + 1.5

2
= 1.25.

Αλλά

f(c1) ≃ 0.328 > 0,

το οποίο έχει αντίθετο πρόσηµο από το f(a1). Εποµένως, σύµφωνα µε το

Θεώρηµα Bolzano η ϱίζα ϐρίσκεται µεταξύ των a1 και c1. ∆ηλαδή, το νέο

διάστηµα ϑα είναι το (a2,b2) = (a1, c1) = (1, 1.25).

Στην τρίτη επανάληψη, υπολογίζεται το

c2 =
a2 + b2

2
=

1 + 1.25

2
= 1.125

και

f(c2) ≃ −0.420 < 0.

Σε αυτή την επανάληψη ϐρέθηκε ότι οι f(a2) και f(c2) έχουν το ίδιο πρόσηµο, το

οποίο δηλώνει ότι η ϱίζα πρέπει να ϐρίσκεται µεταξύ των c2 και b2.
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Εποµένως, στην τέταρτη επανάληψη ϑα ισχύει ότι

(a3,b3) = (c2,b2) = (1.125, 1.25) και

c3 =
a3 + b3

2
= 1.1875.

Ας σηµειωθεί ότι ξ = 1.1986912435 µε ακρίβεια 10 δεκαδικών ψηφίων κατά

συνέπεια το απόλυτο σφάλµα είναι 1.119x10−2.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 2 26 / 115



Η Μέθοδος της Εσφαλµένης Θέσης (Regula Falsi)

Η µέθοδος της εσφαλµένης ϑέσης έχει την ίδια ϕιλοσοφία µε τη µέθοδο

της ∆ιχοτόµησης µε τη µόνη διαφορά ότι ο τρόπος υπολογισµού του c είναι

διαφορετικός.

Η µέθοδος αυτή αναπτύχθηκε γιατί η µέθοδος της ∆ιχοτόµησης συγκλίνει

αρκετά αργά. Ισχύουν συνεπώς οι ίδιες υποθέσεις όπως στη µέθοδο της

∆ιχοτόµησης. Πιο συγκεκριµένα υποθέτουµε ότι f (x) ∈ C [a,b] και

f (a) f (b) < 0, δηλαδή ότι υπάρχει µια τουλάχιστον ϱίζα ξ στο διάστηµα

[a,b] της f (x) = 0.

Μια καλύτερη προσέγγιση της ξ, από το µέσο του διαστήµατος, είναι το

σηµείο x0 όπου η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία (a, f (a)) και

(b, f (b)) τέµνει τον άξονα των x (ϐλ. Σχήµα)
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Γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου της εσφαλµένης ϑέσης

ξ

x1b1 = x0

y = f(x)

b = b0 = b1

(a, f(a))

(b, f(b))

x

y

Θέτοντας αρχικά a0 = a και b0 = b η εξίσωση της ευθείας που συνδέει τα δύο σηµεία

(a0, f (a0)) και (b0, f (b0)) είναι η

y − f (b0)

x − b0

=
f (a0)− f (b0)

a0 − b0

. (11)
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....Γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου της εσφαλµένης ϑέσης

Από την (11) για y = 0 και x = x0 έχουµε

x0 = b0 − f (b0)
b0 − a0

f (b0)− f (a0)
. (12)

Λόγω της f (a0) f (b0) < 0, ο παρονοµαστής της (12) είναι διάφορος του

µηδενός και το x0 πάντα ορισµένο. Στη συνέχεια εργαζόµαστε όπως στη

µέθοδο της ∆ιχοτόµησης.

Υπολογισµός του x0 = b0 − f (b0)
b0−a0

f(b0)−f(a0)
όπου a0 = a και b0 = b.

Αν f (x0) = 0 τότε ξ = x0

διαφορετικά ελέγχεται η συνθήκη f (a0) f (x0) < 0

⊲ Αν ισχύει, τότε η ϱίζα ξ ϐρίσκεται στο διάστηµα [a1, b1] = [a0, x0] και

επαναλαµβάνεται η ίδια διαδικασία για το νέο διάστηµα [a1, b1].
⊲ Αν f (a0) f (x0) > 0, τότε f (x0) f (b0) < 0 που σηµαίνει ότι η ξ ϐρίσκεται στο

διάστηµα [a1, b1] = [x0, b0] και επαναλαµβάνεται η ίδια διαδικασία για το

νέο διάστηµα [a1, b1].
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Επαναλαµβάνεται η ίδια διαδικασία για το διάστηµα [a1,b1] και υπολογίζεται η

προσέγγιση x1 από τον τύπο (12) όπου τώρα τα a0,b0 έχουν αντικατασταθεί από

τα a1 και b1, αντίστοιχα.

Γενικά, η ακολουθία των {xn} παράγεται από τον τύπο

xn = bn − f (bn)
bn − an

f (bn)− f (an)
, n = 0, 1, 2, . . . (13)

Επειδή f (an) f (bn) < 0 έπεται ότι f (an) 6= f (bn) άρα το xn είναι πάντα

ορισµένο και είτε an < xn < bn ή bn < xn < an.
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Αλγόριθµος της µεθόδου της Εσφαλµένης ϑέσης

Αποδεικνύεται ότι η ακολουθία που παράγεται από τον επαναληπτικό τύπο (13)

συγκλίνει, κάτω από ορισµένες συνθήκες.

∆ίνεται µια συνεχής συνάρτηση f (x) στο διάστηµα [a0,b0], τέτοια ώστε

f (a0) · f (b0) < 0.

Αλγόριθµος

Για n = 0, 1, 2, . . . µέχρις ότου επιτευχθεί σύγκλιση να εκτελούνται τα ακόλουθα:

1 Υπολογισµός του xn από τον τύπο (13)

2 Αν f (xn) = 0 τότε ξ = xn

διαφορετικά

Αν f (an) f (xn) < 0 τότε

an+1 = an, bn+1 = xn

διαφορετικά

an+1 = xn, bn+1 = bn.
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Παράδειγµα

∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + 2x2 − 3x − 1, η οποία έχει µία ϱίζα στο

διάστηµα (1, 2). Να εφαρµοστούν τέσσερις επαναλήψεις της µεθόδου της

Εσφαλµένης Θέσης.

Λύση

΄Εχουµε (a0,b0) = (1, 2) µε f(a0) = −1 < 0 και f(b0) = 9 > 0.

Η πρώτη προσέγγιση της ϱίζας, είναι

x0 = b0 − f(b0)
b0 − a0

f(b0)− f(a0)
= 2 − 9

2 − 1

9 − (−1)
= 1.1.

Προκειµένου να εξεταστεί αν η ϱίζα περιέχεται στο (a0, x0) = (1, 1.1) ή στο

(x0,b0) = (1.1, 2) υπολογίζεται η

f(x0) = −0.549 < 0.

Αφού οι f(a0) και f(x0) έχουν το ίδιο πρόσηµο, σύµφωνα µε το Θεώρηµα

Bolzano η ϱίζα ϐρίσκεται µεταξύ των x0 και b0.
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Εποµένως, στην επόµενη επανάληψη το νέο διάστηµα ϑα είναι (a1, b1) = (x0, b0) = (1.1, 2). Η

δεύτερη προσέγγιση για τη ϱίζα είναι

x1 = 2 − 9
2 − 1.1

9 − (−0.549)
= 1.151743638.

Αλλά

f(x1) ≃ −0.274 < 0,

το οποίο έχει το ίδιο πρόσηµο µε το f(a1). Εποµένως, σύµφωνα µε το Θεώρηµα Bolzano η ϱίζα

ϐρίσκεται µεταξύ των x1 και b1.

∆ηλαδή, στην επόµενη επανάληψη το νέο διάστηµα ϑα είναι το

(a2, b2) = (x1, b1) = (1.151743638, 2). Στην τρίτη επανάληψη έχουµε

x2 = b2 − f(b2)
b2 − a2

f(b2)− f(a2)
= 1.17684091

και

f(x2) ≃ −0.131 < 0.

Σε αυτή την επανάληψη οι f(a2) και f(x2) έχουν το ίδιο πρόσηµο πράγµα που δηλώνει ότι η ϱίζα

ϐρίσκεται µεταξύ των x2 και b2.
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Εποµένως, στην τέταρτη επανάληψη (a3,b3) = (x2,b2) = (1.17684091, 2). Ας

σηµειωθεί ότι ξ = 1.1986912435 µε ακρίβεια 10 δεκαδικών ψηφίων έτσι το

απόλυτο σφάλµα είναι 2.185x10−2.
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Το πρόβληµα του σταθερού σηµείου(fixed-point problem)

∆ίνεται η συνάρτηση f (x), µε x ∈ [a,b], να ϐρεθούν ξ τέτοια ώστε f (ξ) = 0.

Σχηµατίζουµε µια ϐοηθητική συνάρτηση g (x) τέτοια ώστε ξ = g (ξ), δηλαδή η

ϱίζα ξ της f(x) να είναι σταθερό σηµείο της g(x) .

Μετασχηµατισµός Σταθερού Σηµείου

f(x) = 0 ⇔ x = g(x)

όπου

g(x) = x − f(x)

ή γενικότερα

g(x) = x − h(x)f(x), µε h(x) 6= 0

Ο σχηµατισµός της g (x) δεν είναι µοναδικός.
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Παράδειγµα

Αν

f (x) = x
3 − 13x + 18

τότε πιθανές επιλογές για την g (x) είναι οι :

(a) g (x) =
(
x3 + 18

)
/13

(b) g (x) = (13x − 18)1/3

(c) g (x) = (13x − 18) /x2

Σε κάθε µία από αυτές τις περιπτώσεις, αν ξ = g(ξ), τότε f(ξ) = 0.
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...Το πρόβληµα του σταθερού σηµείου...

Το πρόβληµα του εντοπισµού ενός ξ τέτοιου ώστε ξ = g(ξ) είναι γνωστό σαν το

πρόβληµα του σταθερού σηµείου και το ξ καλείται σταθερό σηµείο της g(x).

Η g (x) έχει σταθερό σηµείο στο I = [a,b] όταν το γράφηµα της g (x) τέµνει

την y = x (ϐλ. Σχήµα)

y = x

g(b) y = g(x)

g(a)

a

a s1 s2 s3 b

b

Σχήµα: s1, s2 και s3 σταθερά σηµεία της g(x).
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Το πρόβληµα του σταθερού σηµείου

Είναι ϕανερό ότι για ένα δεδοµένο διάστηµα I = [a, b], η g(x) µπορεί να

έχει πολλά σταθερά σηµεία ή κανένα.

Προκειµένου να εξασφαλιστεί ότι η g(x) έχει ένα σταθερό σηµείο στο I,

πρέπει να επιβληθούν ορισµένες συνθήκες στην g(x).

⊲ Καταρχήν, υποθέτουµε ότι για κάθε x ∈ I, τότε και g(x) ∈ I.

Η συνθήκη αυτή είναι εύλογη γιατί για ξ ∈ I, δεν µπορεί να ισχύει

g(ξ) = ξ

αν κανένα g(x) δεν ανήκει στο I.
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...Το πρόβληµα του σταθερού σηµείου....

Θεώρηµα 1

Αν g(x) ∈ C[a,b] και g (x) ∈ [a,b] για κάθε x ∈ [a,b], τότε η g (x) έχει

τουλάχιστον ένα σταθερό σηµείο στο [a,b].

Επιπλέον αν υπάρχει η g′ (x) στο (a,b) και υπάρχει µια ϑετική σταθερά

L < 1 µε

|g′ (x)| ≤ L < 1 για κάθε x ∈ (a,b) , (14)

τότε υπάρχει ένα µοναδικό σταθερό σηµείο ξ ∈ [a,b] της g (x).
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Απόδειξη.

΄Εστω η

F(x) = g(x) − x,

τότε η F(x) είναι συνεχής

Είναι

F(a) = g(a)− a > 0

και

F(b) = g(b)− b < 0

. ΄Αρα

F(a)F(b) < 0

και συνεπώς υπάρχει µια ϱίζα ξ της F(x) στο (a,b) ∆ηλαδή

F(ξ) = 0 ⇐⇒ g(ξ) = ξ

και το ξ είναι σταθερό σηµείο της g(x).

• Αν g(a) = a ή g(b) = b, τότε η ύπαρξη του σταθερού σηµείου είναι

προφανής.

Προκειµένου να εξασφαλιστεί ότι το σταθερό σηµείο είναι µοναδικό στο I
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Απόδειξη.

•• ΄Εστω ότι υπάρχουν δύο σταθερά σηµεία ξ1 ∈ I και ξ2 ∈ I µε

ξ1 6= ξ2.

Από το ϑεώρηµα Μέσης τιµής έχουµε ότι

g (ξ1)− g (ξ2) = g
′ (η) (ξ1 − ξ2)

όπου ξ1 < η < ξ2.

΄Αρα, λόγω και της (14), έχουµε

|ξ1 − ξ2| = |g (ξ1)− g (ξ2)| =
∣
∣g

′(η) (ξ1 − ξ2)
∣
∣ ≤ L |ξ1 − ξ2| < |ξ1 − ξ2|

το οποίο είναι άτοπο.

Συνεπώς ξ1 = ξ2 και το σταθερό σηµείο στο [a,b] είναι µοναδικό.
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Για να εξεταστεί αν για x ∈ I, τότε g(x) ∈ I, χρησιµοποιείται το ακόλουθο

Θεώρηµα Ακροτάτων τιµών

Αν f(x) ∈ C[a,b], τότε υπάρχουν αριθµοί c1, c2 ∈ [a,b] µε

f(c1) ≤ f(x) ≤ f(c2) για κάθε x ∈ [a,b].

Αν επιπλέον, η f(x) είναι παραγωγίσιµη στο (a,b), τότε οι c1 και c2 είτε είναι τα

άκρα του διαστήµατος [a,b] ή οι ϱίζες της f ′(x).

Το Θεώρηµα 1 εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός µοναδικού σταθερού σηµείου της

g(x) στο [a,b]. Το επόµενο πρόβληµα είναι ο υπολογισµός του.
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Μέθοδος του σταθερού σηµείου (fixed point method)

Για τον υπολογισµό προσεγγιστικής τιµής του ξ

επιλέγεται µια αυθαίρετη αρχική προσέγγιση x0 ∈ [a,b] και

δηµιουργείται η ακολουθία {xn}∞n=0
από το επαναληπτικό σχήµα

xn+1 = g(xn), n = 0, 1, 2, . . . (15)

΄Αν η ακολουθία {xn}∞n=0
→ ξ και η g(x) είναι συνεχής, τότε

ξ = lim
n→∞

xn+1 = lim
n→∞

g(xn) = g

(

lim
n→∞

xn

)

= g(ξ) (16)

δηλαδή το ξ είναι σταθερό σηµείο της g(x) και µια ϱίζα της f(x) = 0.

Είναι ϕανερό ότι για µια εξίσωση f(x) = 0 είναι δυνατόν να εκλεγούν διάφορες

συναρτήσεις g(x) έτσι ώστε ένα σταθερό σηµείο της g(x) να είναι ϱίζα της

f(x).
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Γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου του σταθερού σηµείου

Για κάθε µία τέτοια επιλογή ϑα πρέπει, πριν εφαρµοστεί η (15), να εξασφαλιστεί

η σύγκλισή της.

y = x

x1 x2x3 x4ξa x0 b x

y

0

Σχήµα: Η µέθοδος του σταθερού σηµείου.

Για ένα xn της 15, το xn+1 = g(xn) είναι η y-συντεταγµένη του σηµείουΚαθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 2 44 / 115



Αλγόριθµος της µεθόδου του Σταθερού σηµείου

∆ίνεται µια συνάρτηση g(x) και µία αρχική προσέγγιση x0.

Για n = 0, 1, 2, . . . µέχρις ότου επιτευχθεί σύγκλιση:

Να υπολογίζεται xn+1 = g(xn)
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Συνθήκες σύγκλισης της µεθόδου του σταθερού σηµείου

Αν ισχύουν οι συνθήκες του Θεωρήµατος 1 ϑα δειχτεί ότι η µέθοδος του

σταθερού σηµείου συγκλίνει.

Θεώρηµα 2 (Καθολικής Σύγκλισης)

΄Εστω g(x) ∈ C[a,b] και g(x) ∈ [a,b] για κάθε x ∈ [a,b].

Επιπλέον η g′(x) υπάρχει στο (a,b) και

|g′(x)| ≤ L < 1 για όλα τα x ∈ (a,b). (17)

Για οποιοδήποτε x0 ∈ [a,b], η ακολουθία που ορίζεται από την

xn = g(xn−1), n = 1, 2, . . . (18)

συγκλίνει στο µοναδικό σταθερό σηµείο ξ ∈ [a,b] της g(x).
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Απόδειξη

Λόγω του Θεωρ. 1 υπάρχει ένα µοναδικό σταθερό σηµείο ξ ∈ [a,b]. Επειδή

g(x) ∈ [a,b] για κάθε x ∈ [a,b], η ακολουθία {xn}∞n=0
ορίζεται για κάθε n ≥ 0

και xn ∈ [a,b]. Χρησιµοποιώντας την (17) και το ϑεώρηµα Μέσης Τιµής έχουµε

|xn − ξ| = |g(xn−1)− g(ξ)| =
∣
∣g

′(ξn)
∣
∣ |xn−1 − ξ| ≤ L |xn−1 − ξ|

όπου min(xn−1, ξ) < ξn < max(xn−1, ξ). Μετά από διαδοχικές εφαρµογές της

τελευταίας ανισότητας προκύπτει

|xn − ξ| ≤ L |xn−1 − ξ| ≤ L
2 |xn−2 − ξ| ≤ . . . ≤ L

n |x0 − ξ| . (19)

Επειδή 0 ≤ L < 1, συνεπάγεται

lim
n→∞

L
n = 0,

άρα

lim
n→∞

|xn − ξ| ≤ lim
n→∞

L
n |x0 − ξ| = 0

και η {xn}∞n=0
, που ορίζεται από την (18), συγκλίνει στο ξ.
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Παράδειγµα

Η εξίσωση x
3 − 2x

2 − 1 = 0 έχει µία ϱίζα ξ στο διάστηµα [2, 3]. Να δειχθεί ότι το επαναληπτικό

σχήµα xn+1 = 2 + 1/x
2
n για x0 ∈ [2, 3] συγκλίνει στην ξ.

Λύση

΄Εχουµε g(x) = 2 + 1/x
2

και I = [2, 3]. Η g(x) είναι συνεχής στο I.

Επιπλέον g
′(x) = −2/x

3
, άρα η g(x) είναι ϕθίνουσα συνάρτηση για x ∈ [2, 3] µε ακρότατα

m = g(3) = 2 + 1/9 και M = g(2) = 2 + 1/4.

Εποµένως, λόγω του ϑεωρήµατος των Ακροτάτων τιµών

g(x) ∈ [2 + 1/9, 2 + 1/4] ⊂ [2, 3]

για κάθε x ∈ [2, 3].

Επίσης
∣

∣g
′(x)

∣

∣ =

∣

∣

∣

∣

− 2

x3

∣

∣

∣

∣

≤ 1

4
για x ∈ [2, 3].

΄Αρα η g(x) ικανοποιεί όλες τις υποθέσεις του Θεωρήµατος 2 και κατά συνέπεια η ε.µ.

xn+1 = 2 + 1/x
2
n , n = 0, 1, 2, . . .

και για x0 ∈ [2, 3] ϑα συγκλίνει στη ϱίζα ξ ∈ [2, 3].
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Παράδειγµα

∆ίνεται η

f(x) = x
2 − x − 2

η οποία έχει ϱίζες 2 και -1. Να υπολογιστεί η ϱίζα ξ = 2 µε τη µέθοδο του

σταθερού σηµείου.

Λύση

Μετασχηµατισµός σταθερού σηµείου

f(x) = 0 ⇐⇒ x = g(x)

Επαναληπτικό σχήµα

xn+1 = g(xn), n = 0, 1, 2, . . .

Υπάρχουν πολλές επιλογές της g(x), µερικές από αυτές είναι οι ακόλουθες:

(a) g(x) = x2 − 2 (b) g(x) =
√

2 + x

(c) g(x) = 1 + 2

x
(d) g(x) = x − x2

−x−2

m
, m 6= 0.
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Επιλογές ε.µ. σταθερου σηµείου

Επιλογή (a) : Ισχύει g′(x) > 1 για x > 1/2, άρα δεν ικανοποιείται η

ϐασική υπόθεση (17) για κανένα διάστηµα που περιέχει τη ϱίζα ξ = 2.

Επιλογή (b) : Είναι

g
′(x) =

1

2
√

2 + x
.

Παρατηρούµε ότι για x ≥ 0 έχουµε g(x) ≥ 0 και 0 ≤ g′(x) ≤ 1/
√

8 < 1

Επίσης για x ≤ k , έχουµε ότι
√

2 + x ≤
√

2 + k και
√

2 + k ≤ k για k ≥ 2,

άρα g(x) =
√

2 + x ≤ k για k ≥ 2.

Συνεπώς για x ∈ [0, k], k ≥ 2 έχουµε g(x) ∈ C[0, k] που σηµαίνει ότι

ικανοποιούνται όλες οι υποθέσεις του Θεωρήµατος σταθ. σηµείου.
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Εφαρµογή της ε.µ. σταθερου σηµείου

Αν λοιπόν επιλέξουµε αρχική τιµή x0 ∈ [0, k], k ≥ 2, τότε η µέθοδος του

σταθερού σηµείου ϑα συγκλίνει στη ϱίζα ξ = 2.

Πράγµατι, αν x0 = 0, τότε η εφαρµογή του επαναληπτικού σχήµατος

xn+1 =
√

2 + xn, n = 0, 1, 2, . . .

παράγει την ακολουθία

x1 =
√

2 = 1.41421

x2 =
√

2 + x1 =
√

3.41421 ≃ 1.84776

x3 =
√

2 + x2 =
√

3.84776 ≃ 1.96157

x4 =
√

2 + x3 =
√

3.96157 ≃ 1.99037

x5 =
√

2 + x4 =
√

3.99037 ≃ 1.99759

η οποία συγκλίνει προς τη ϱίζα ξ = 2.

Η µελέτη των (c) και (d) αφήνεται σαν άσκηση για τον αναγνώστη.
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Πόρισµα

Αν ικανοποιούνται οι υποθέσεις του προηγ. Θεωρήµατος, τότε το n–ιοστό σφάλµα εn = xn − ξ,

ικανοποιεί τις

|εn| ≤ L
n

max{x0 − a,b − x0}
και

|εn| ≤
L

n

1 − L
|x0 − x1| . (20)

Απόδειξη

΄Εχουµε

|εn| ≤ L
n |x0 − ξ| ≤ L

n
max{x0 − a,b − x0}

αφού ξ ∈ [a, b].
Επίσης,

|x0 − ξ| ≤ |x0 − x1|+ |x1 − ξ| ≤ |x0 − x1|+ L |x0 − ξ|
άρα

|x0 − ξ| ≤ 1

1 − L
|x0 − x1| .
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...Απόδειξη

Αλλά

|εn| ≤ L
n |x0 − ξ|

οπότε µε αντικατάσταση προκύπτει

|εn| ≤
Ln

1 − L
|x0 − x1| ,

όπου

L = max
x∈[a,b]

∣
∣g

′(x)
∣
∣

Συµπέρασµα

L =⇒ 0 γρήγορη σύγκλιση

L =⇒ 1 αργή σύγκλιση
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Εκτίµηση σφάλµατος στη n-οστή επανάληψη

|εn| ≤
Ln

1 − L
|x0 − x1| ,

όπου

L = max
x∈[a,b]

∣
∣g

′(x)
∣
∣

Στη συνέχεια ϑα µελετηθεί ο ϱόλος της L < 1. Ας υποθέσουµε ότι |g′(ξ)| > 1.

Αν έχουµε την ακολουθία των επαναλήψεων xn+1 = g (xn) και µια ϱίζα

ξ = g(ξ), τότε

|ξ − xn+1| = |g(ξ)− g(xn)| =
∣
∣g

′(ξn)
∣
∣ |ξ − xn| .

Αν το xn είναι πολύ κοντά στο ξ, τότε |g′(ξn)| > 1, και το σφάλµα |ξ − xn+1| ϑα

είναι µεγαλύτερο του |ξ − xn|. Οπότε η σύγκλιση δεν είναι δυνατή αν

|g′(ξn)| > 1. Ο υπολογισµός των επαναλήψεων της µεθόδου του σταθερού

σηµείου, για διάφορες περιπτώσεις, έχει την γεωµετρική ερµηνεία που

εµφανίζεται στο ακόλουθο σχήµα.
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y = x

y = g(x)

x0 x1 x2 x3 ξ

y

x

0 < g′(ξ) < 1

y = x

y = g(x)

x3 x2 x1 x0 ξ

y

x

g′(ξ) > 1

y = x

y = g(x)

x0 x2 x3 x1ξ

y

x

−1 < g′(ξ) < 0

y = x

y = g(x)

x1 x0 x2ξ

y

x

g′(ξ) < −1

Σχήµα:
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Συχνά είναι αδύνατο να ϐρεθεί ένα διάστηµα, έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι

προϋποθέσεις του προηγ. ϑεωρήµατος. Σε µία τέτοια περίπτωση οι ακόλουθες

υποθέσεις µπορούν να εξασφαλίσουν σύγκλιση της µεθόδου του σταθερού

σηµείου αν η αρχική προσέγγιση επιλεγεί αρκετά κοντά στο σταθερό σηµείο.

Θεώρηµα(Τοπικής Σύγκλισης)

΄Εστω g(x) ∈ C1[a,b]α΄ και η g(x) έχει ένα σταθερό σηµείο ξ στο εσωτερικό

του [a,b]. Αν |g′(ξ)| < 1, τότε υπάρχει ε > 0, τέτοιο ώστε η µέθοδος του

σταθερού σηµείου να συγκλίνει στο ξ για x0 ∈ (a,b) µε |x0 − ξ| < ε.

α΄
Το διάστηµα [a, b] δύναται να είναι µη πεπερασµένο
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Απόδειξη

Επειδή η g′(x) είναι συνεχής στο (a,b) και |g′(ξ)| < 1, τότε για οποιαδήποτε

σταθερά K που ικανοποιεί την |g′(ξ)| ≤ K < 1, υπάρχει ε > 0 τέτοιο ώστε αν

x ∈ [ξ − ε, ξ + ε] ≡ Iε, τότε |g′(x)| ≤ K .

Από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής για ένα δεδοµένο x ∈ Iε, έχουµε

|g(x) − ξ| = |g(x)− g(ξ)| =
∣
∣g

′(ξn)
∣
∣ |x − ξ| ≤ Kε < ε,

όπου min(x, ξ) < ξn < max(x, ξ), που αποδεικνύει ότι g(x) ∈ Iε για όλα τα

x ∈ Iε. ΄Αρα ισχύουν όλες οι υποθέσεις του Θεωρήµατος (γενικής

σύγκλισης)για το διάστηµα Iε.
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Παράδειγµα

Αν α > 0 και g(x) = 1

2
(x + α

x
) µε x > 0, να αποδειχθεί ότι η µέθοδος

σταθερού σηµείου συγκλίνει στην
√
α, αν το x0 εκλεγεί αρκετά πλησίον της

√
α.

Λύση

g
′(x) =

1

2
(1 − α

x2
)

, άρα τόσο η g(x) όσο και η g′(x) είναι συνεχείς για x > 0.

Επιπλέον, η
√
α είναι ένα σταθερό σηµείο της g(x), καθόσον

√
α = g(

√
α).

Τέλος, g′(
√
α) = 0 < 1, συνεπώς ισχύουν όλες οι υποθέσεις του

Θεωρήµατος(τοπικής σύγκλισης) και η µέθοδος σταθερού σηµείου συγκλίνει

για x0 πλησίον της
√
α.
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Ταχύτητα σύγκλισης

Ορισµός. ΄Εστω {xn}∞n=0 µία ακολουθία, η οποία συγκλίνει στο ξ. Αν υπάρχουν

ϑετικές σταθερές c και p τέτοιες ώστε

lim
n→∞

|xn+1 − ξ|
|xn − ξ|p = c, (21)

τότε η {xn}∞n=0 έχει τάξη σύγκλισης p, µε ασυµπτωτική σταθερά σφάλµατος(ή

ϱυθµό σύγκλισης) c

(αν p = 1 τότε c < 1).

Για αρκετά µεγάλες τιµές του n ϑα ισχύει

|εn+1| ∼ c |εn|p

(όπου ∼ σηµαίνει : είναι ανάλογο ή συµπεριφέρεται ανάλογα).

p = 1 γραµµική

p = 2 τετραγωνική

p = 3 κυβική κ.ο.κ
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Θεώρηµα (τάξη σύγκλισης)

Αν ισχύουν οι υποθέσεις του Θεωρήµατος(τοπικής σύγκλισης) και

1) όλες οι παράγωγοι της g(x) µέχρι p-τάξης είναι συνεχείς στο διάστηµα

Iε (g(x) ∈ Cp(I),

2) g(k)(ξ) = 0 για k = 1, 2, . . . ,p − 1 µε g(p)(ξ) 6= 0 και p ≥ 1,

τότε η µέθοδος του σταθερού σηµείου συγκλίνει στο σταθερό σηµείο ξ ∈ Iε για

όλα τα x ∈ Iε και έχει p τάξη σύγκλισης.
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Απόδειξη

Η g(x) µπορεί να αναπτυχθεί σε σειρά Taylor γύρω από το σηµείο x = ξ, οπότε

g(xn) = g(ξ) + (xn−ξ)
1!

g
′(ξ) + (xn−ξ)2

2!
g
′′(ξ) + . . .

+ (xn−ξ)p−1

(p−1)!
g
(p−1)(ξ) + (xn−ξ)p

p!
g
(p)(ξn)

όπου ξn είναι ένα σηµείο µεταξύ των xn και ξ.

Λόγω της υπόθεσης 2) του ϑεωρήµατος έχουµε

εn+1 = xn+1 − ξ = g(xn)− g(ξ) =
(xn − ξ)p

p!
g
(p)(ξn)

και επειδή limn→∞ xn = ξ λαµβάνουµε

lim
n→∞

|εn+1|
|εn|p

=
1

p!

∣

∣

∣g
(p)(ξ)

∣

∣

∣ . (22)

΄Αρα η τάξη σύγκλισης της µεθόδου του σταθερού σηµείου είναι p.

Συµπέρασµα

΄Οσο περισσότερες παράγωγοι της g(x) µηδενίζονται στο x = ξ τόσο ταχύτερη είναι η σύγκλιση

της µεθόδου του σταθερού σηµείου.
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Η µέθοδος Newton-Raphson(N-R)

΄Εστω ότι η συνάρτηση f(x) ∈ C2[a,b]. ΄Εστω xn ∈ [a,b] µια προσέγγιση στην

ϱίζα ξ τέτοια ώστε f ′(xn) 6= 0 και |xn − ξ| είναι ¨µικρό. ΄Εστω το δευτέρου

ϐαθµού πολυώνυµο του Taylor για την f(x) γύρω από το xn, οπότε έχουµε

f(x) = f(xn) + (x − xn)f
′(xn) +

(x − xn)
2

2!
f
′′ (η(x)) (23)

όπου η(x) ϐρίσκεται µεταξύ x και xn. Για x = ξ η (23) δίνει

f(ξ) = 0 = f(xn) + (ξ − xn)f
′(xn) +

(ξ − xn)
2

2!
f
′′ (η(x)) . (24)

∆ιατηρώντας µόνο τους δύο πρώτους όρους της (24), έχουµε

0 ≃ f(xn) + (ξ − xn)f
′(xn)

ή

ξ ≃ xn −
f(xn)

f ′(xn)
.
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Αλγόριθµος της µεθόδου N-R

∆ίνεται µια συνάρτηση f(x) ∈ C2[a,b] και µία αρχική προσέγγιση x0 ∈ [a,b].

Για n = 0, 1, 2, . . . µέχρις ότου επιτευχθεί σύγκλιση να εκτελείται :

Υπολογισµός του

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
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Σύγκλιση της µεθόδου N-R

Το παρακάτω ϑεώρηµα δείχνει τη σπουδαιότητα εκλογής του x0 σε σχέση µε τη

σύγκλιση της µεθόδου N-R.

Θεώρηµα

΄Εστω f(x) ∈ C2[ξ − ε, ξ + ε], ε > 0.

Αν f(ξ) = 0 και f ′(ξ) 6= 0, τότε υπάρχει ε0 ≤ ε τέτοιο ώστε η µέθοδος N-R

συγκλίνει στο ξ για κάθε αρχική προσέγγιση x0 ∈ Iε0
= [ξ − ε0, ξ + ε0].

Επιπλέον η σύγκλιση είναι τουλάχιστον τετραγωνική.

Απόδειξη

g(x) = x − f(x)

f ′(x)
.

Ο σκοπός µας είναι να ϐρούµε ένα διάστηµα Iε0
= [ξ− ε0, ξ+ ε0] τέτοιο ώστε :

1 g(x) ∈ C1 (Iε0
),

2 g(ξ) = ξ και

3 |g′(ξ)| ≤ L < 1 για µια σταθερά L µε L ∈ (0, 1).
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.....Απόδειξη

Επειδή f
′(ξ) 6= 0 και η f

′(x) είναι συνεχής στο Iε = [ξ − ε, ξ + ε], έπεται ότι υπάρχει ε1 ≤ ε
τέτοιο ώστε f

′(x) 6= 0 για x ∈ [ξ − ε1, ξ + ε1]. Συνεπώς, η g(x) είναι ορισµένη και συνεχής στο

[ξ − ε1, ξ + ε1].
Επίσης,

g
′(x) =

f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2

και επειδή f(x) ∈ C
2[ξ − ε, ξ + ε] έχουµε g(x) ∈ C

1[ξ − ε1, ξ + ε1].
Επίσης

g
′(ξ) =

f(ξ)f ′′(ξ)

[f ′(ξ)]2
= 0 < 1

και g(ξ) = ξ. ΄Αρα οι προϋποθέσεις του Θεωρήµατος ικανοποιούνται για την

g(x) = x − f(x)

f ′(x)
στo Iε1

.

Συνεπώς, η µέθοδος Newton-Raphson συγκλίνει στο ξ για κάθε x0 ∈ Iε0
µε ε0 ≤ ε1. Επειδή

g
′(ξ) = 0, λόγω του ϑεωρήµατος (τάξη σύγκλισης), η σύγκλιση είναι τουλάχιστον τετραγωνική.
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Επιλογή του x0

lim
n→∞

|εn+1|
|εn|2

=
1

2

∣

∣g
′′(ξ)

∣

∣ .

Αλλά

g
′′(ξ) =

f
′′(ξ)

f ′(ξ)

οπότε

lim
n→∞

|εn+1|
|εn|2

= M (26)

όπου

M =
1

2

∣

∣

∣

∣

f
′′(ξ)

f ′(ξ)

∣

∣

∣

∣

. (27)

Από την (26) προκύπτει ότι

|εn+1| ≤ Mε2
n

ή

|Mεn+1| ≤ (Mεn)
2

1 ≤ (Mεn−1)
2

2 ≤ . . . ≤ (Mε0)
2

n

και προκειµένου limn→∞ |εn+1| = 0 ϑα πρέπει

|Mε0| < 1
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...Επιλογή του x0

ϑα πρέπει

|Mε0| < 1

ή

|ξ − x0| <
1

M
= 2

∣
∣
∣
∣

f ′(ξ)

f ′′(ξ)

∣
∣
∣
∣
. (28)

Συµπέρασµα

Η επιλογή του x0 εξαρτάται από την ποσότητα M. Αν το M είναι αρκετά µεγάλο,

τότε το x0 ϑα πρέπει να επιλεγεί πολύ κοντά στο ξ προκειµένου η µέθοδος N-R

να συγκλίνει.
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Παράδειγµα

∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + 2x2 − 3x − 1 µε αρχική προσέγγιση x0 = 2.

Να εκτελεστούν πέντε επαναλήψεις της µεθόδου Newton-Raphson.

Επίσης, να υπολογιστεί το απόλυτο σφάλµα σε κάθε επανάληψη και να

επαληθευτεί αριθµητικά η τετραγωνική τάξη σύγκλισης της µεθόδου.

Λύση

Στον ακόλουθο πίνακα δίνονται για τις πέντε πρώτες επαναλήψεις της µεθόδου

Newton-Raphson το απόλυτο σφάλµα και ο λόγος |εn|/|εn−1|2.

n Απόλυτο Σφάλµα |εn| |εn|/|εn−1|2
0 8.0130876 x 10−1 -

1 2.7189699 x 10−1 0.42345

2 4.8441435 x 10−2 0.65525

3 2.0074889 x 10−3 0.85549

4 3.6829405 x 10−6 0.91387

5 1.2432499 x 10−11 0.91657

Πίνακας: Αριθµητική επαλήθευση της τετραγωνικής τάξης σύγκλισης της µεθόδου
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Παρατήρηση

Ο λόγος |εn|/|εn−1|2 συγκλίνει σε µια σταθερά, επιβεβαιώνοντας αριθµητικά

την τετραγωνική τάξη σύγκλισης της µεθόδου (ϐλ. (22)). Επίσης, ο λόγος

σφάλµατος προσεγγίζει την τιµή

|f ′′(ξ)|
2|f ′(ξ)| ≃ 0.916586

επιβεβαιώνοντας αριθµητικά ότι η ασυµπτωτική σταθερά σφάλµατος της

µεθόδου Newton-Raphson είναι c = f ′′(ξ)/2f ′(ξ).
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Προσδιορισµός ϱίζας ξ πολλαπλότητας k µε τη µεθόδο N-R

Επειδή διαπιστώνονται προβλήµατα αν f(xn) και f ′(xn) συγκλίνουν στο µηδέν

ταυτόχρονα, η περίπτωση αυτή εξετάζεται στη συνέχαια πιο αναλυτικά.

Ορισµός

Η ϱίζα ξ της f(x) είναι πολλαπλότητας k αν η f(x) µπορεί να γραφτεί υπό την

µορφή f(x) = (x − ξ)kh(x), για x 6= ξ, όπου

lim
x→ξ

h(x) 6= 0.

Θεώρηµα

Η ϱίζα ξ της f(x) ∈ Ck[a,b], είναι πολλαπλότητας k αν και µόνον αν

f(ξ) = f
′(ξ) = f

′′(ξ) = . . . = f
(k−1)(ξ) = 0

και

f
(k)(ξ) 6= 0.
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Με ϐάση το ανωτέρω ϑεώρηµα, η υπόθεση f ′(ξ) 6= 0, είναι ισοδύναµη µε την

εξής: η ξ είναι µία απλή ϱίζα της f(x) = 0.

Σε περίπτωση τώρα που η ϱίζα ξ έχει κάποια πολλαπλότητα k > 1, τότε έχουµε:

Θεώρηµα

Αν f(x) ∈ C2[a,b] και ξ ∈ [a,b] όπου ξ είναι µια ϱίζα της f(x) = 0, ϐαθµού

πολλαπλότητας k > 1, τότε αν η µέθοδος N-R συγκλίνει, η σύγκλιση ϑα είναι

γραµµική.

Απόδειξη

Είναι

g
′(x) =

f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2
.

Λόγω της πολλαπλότητας της ξ έχουµε f ′(ξ) = 0, άρα υπάρχει αοριστία για

x = ξ. Για την άρση της αοριστίας εργαζόµαστε ως εξής. Αφού η ξ είναι ϱίζα

πολλαπλότητας k > 1, η f(x) γράφεται

f(x) = (x − ξ)k
h(x), h(ξ) 6= 0. (29)
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....Απόδειξη

Εποµένως

f
′(x) = (x − ξ)k−1

[
kh(x) + (x − ξ)h′(x)

]
(30)

και

f
′′(x) = (x − ξ)k−2

[
k(k − 1)h(x) + 2k(x − ξ)h′(x) + (x − ξ)2

h
′′(x)

]
. (31)

΄Αρα

g′(ξ) = limx→ξ g′(x) = limx→ξ
f(x)f ′′(x)

[f ′(x)]2

= limx→ξ
(x−ξ)k h(x)(x−ξ)k−2[k(k−1)h(x)+2k(x−ξ)h′(x)+(x−ξ)2h′′(x)]

(x−ξ)2k−2[kh(x)+(x−ξ)h′(x)]2

= k(k−1)[h(ξ)]2

k2[h(ξ)]2
= k−1

k
< 1.

Εποµένως, η µέθοδος είναι γραµµικής σύγκλισης.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 2 72 / 115



Γνωστή πολλαπλότητα

Αν υποθέσουµε τώρα ότι

k = 2

και ϑέσουµε

g(x) = x − 2
f(x)

f ′(x)

τότε

g
′(x) =

2f(x)f ′′(x) − [f ′(x)]2

[f ′(x)]2
.

Εφαρµόζοντας δύο ϕορές τον κανόνα του L’ Hospital ϐρίσκουµε

g
′(ξ) = 0.

Συνεπώς η ακολουθία

xn+1 = xn − k
f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, . . . (32)

ϑα συγκλίνει τουλάχιστον τετραγωνικά στην ξ για κατάλληλο x0.
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΄Αγνωστη πολλαπλότητα

Ορίζουµε την συνάρτηση

µ(x) =
f(x)

f ′(x)
. (33)

Αν ξ είναι µια ϱίζα µε πολλαπλότητα k > 1, έχουµε

f(x) = (x − ξ)k
h(x) µε h(ξ) 6= 0

τότε η

µ(x) =
(x − ξ)k

h(x)

k(x − ξ)k−1h(x) + (x − ξ)kh′(x)
=

(x − ξ)h(x)

kh(x) + (x − ξ)h′(x)

έχει µια ϱίζα ξ, η οποία είναι πολλαπλότητας 1. Εφαρµόζουµε τη µέθοδο N-R στη συνάρτηση

µ(x), οπότε

g(x) = x − µ(x)

µ′(x)
= x −

f(x)
f ′(x)

[f ′(x)]2−[f(x)][f ′′(x)]

[f ′(x)]2

ή

g(x) = x − f(x)f ′(x)

[f ′(x)]2 − f(x)f ′′(x)
. (34)
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΄Αγνωστη πολλαπλότητα

Αν η g(x) είναι συνεχής, η µέθοδος

xn+1 = g(xn), n = 0, 1, 2, . . . (35)

ϑα συγκλίνει τετραγωνικά ανεξάρτητα από την πολλαπλότητα της ϱίζας.

Το µόνο µειονέκτηµα της µεθόδου είναι ο πρόσθετος υπολογισµός της f ′′(x)
και γενικά η επιπλέον υπολογιστική δουλειά.
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Γενική Σύγκλιση

΄Ενα τέτοιο κριτήριο δίνεται από το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα (γενικής σύγκλισης)

Αν

1 f(x) ∈ C2[a,b]

2 f(a)f(b) < 0

3 f ′(x) 6= 0, ∀x ∈ [a,b]

4 f ′′(x) δεν αλλάζει σηµείο στο [a,b]

5 Αν c συµβολίζει το άκρο του [a,b] για το οποίο η |f ′(x)| είναι µικρότερη και

| f(c)
f ′(c) | ≤ b − a

τότε για κάθε x0 ∈ [a,b] η µέθοδος N-R συγκλίνει τετραγωνικά στη µοναδική

ϱίζα ξ της f(x) στο [a,b].
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Η (2) εξασφαλίζει την ύπαρξη µιας τουλάχιστον ϱίζας της f(x) στο [a, b].

Η (3) εξασφαλίζει ότι η f(x) είναι αυστηρά αύξουσα (f
′ > 0) ή αυστηρά ϕθίνουσα (f

′ < 0)

συνάρτηση στο [a, b]. Σαν συνέπεια έχουµε ότι το [a, b] περιέχει ακριβώς µία ϱίζα της

f(x).

Η (4) εξασφαλίζει ότι η f(x) έχει τα κοίλα προς τα άνω (f ′′(x) ≥ 0) ή τα κοίλα προς τα κάτω

(f
′′(x) ≤ 0).

Η (5), ϑα πρέπει να την εξετάσουµε γεωµετρικά προκειµένου να διαπιστώσουµε τι µας

εξασφαλίζει.

y

x
{f( )á
á î

x2 x1 x0

M0

P0

y=f (x)

f(b)

b

}
è

Σχήµα: Γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου N-R
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x
{f( )á
á î

x2 x1 x0

M0

P0

y=f (x)

f(b)

b

}
è

tan θ = f
′(x0) =

M0P0

x0 − x1

=
f(x0)

x0 − x1

x0 − x1 =
f(x0)

f ′(x0)
ή x1 = x0 − f(x0)

f ′(x0)

Παρατηρούµε ότι η συνθήκη (5) εξασφαλίζει το εξής: αν διαλέξουµε το x0 στο [a, b], τότε καΙ το

x1 ∈ [a,b]. Αυτό εξασφαλίζεται αν απαιτήσουµε το x0 να είναι είτε το a ή το b, τότε και

x1 ∈ [a,b].
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Παράδειγµα

1. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) = x
3 − 2x − 1, x ∈ [1, 2].

Να ϐρεθεί διάστηµα για το οποίο η µέθοδος Newton-Raphson συγκλίνει.

Λύση

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα γενικής σύγκλισης διαπιστώνεται ότι

f(x) ∈ C
2[1, 2] και f(1)f(2) < 0.

Επίσης f
′(x) = 3x

2 − 2 6= 0 και f
′′(x) = 6x > 0 για x ∈ [1, 2].

Τέλος, εξετάζοντας την 5) υπόθεση έχουµε |f(1)/f
′(1)| = 2 > 1,

άρα η µέθοδος N-R δεν συγκλίνει στο [1, 2].

Λαµβάνοντας το µέσο του διαστήµατος και εξετάζοντας το δεξί τµήµα δηλαδή το [ 3

2
, 2],

διαπιστώνουµε ότι f( 3

2
)f(2) < 0 και

∣

∣f( 3

2
)/f

′( 3

2
)
∣

∣ = 5

30
< 1.

΄Αρα η µέθοδος N-R συγκλίνει για κάθε x0 ∈ [ 3

2
, 2].
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Παράδειγµα

2. ∆ίνεται η f(x) = x
2 − c, x > 0, όπου c > 0 δεδοµένος αριθµός. Να δειχθεί ότι η

µέθοδος N-R συγκλίνει στην
√

c για κάθε x0 > 0.

Λύση

Για κάθε διάστηµα [a, b] µε 0 < a <
√

c < b έχουµε ότι οι υποθέσεις 1) και 2) του Θεωρήµατος

ισχύουν. Επίσης, επειδή f
′(x) = 2x 6= 0, f

′′(x) = 2 για κάθε x ∈ [a,b] ισχύουν και οι

υποθέσεις 3) και 4). Τέλος, προκειµένου να ισχύει η συνθήκη 5) ϑα πρέπει (|f ′(a)| < |f ′(b)|)

|a2 − c|
2a

≤ b − a.

Επίσης, εύκολα διαπιστώνεται ότι η ανωτέρω ανισότητα ισχύει για b ≥ 1/2(a + c/a). Συνεπώς, η

µέθοδος N-R συγκλίνει στην
√

c για κάθε x0 > 0. Η N-R έχει την ακόλουθη µορφή

xn+1 = xn − x
2
n − c

2xn

ή

xn+1 =
1

2
(xn +

c

xn

), n = 0, 1, 2, ...

Η ανωτέρω µέθοδος χρησιµοποιείται συνήθως για την εύρεση της τετραγωνικής ϱίζας ενός

ϑετικού αριθµού.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 2 80 / 115



3. Υπολογισµός του 1/c χωρίς διαίρεση. Για ένα δεδοµένο c > 0, να χρησιµοποιηθεί η

µέθοδος N-R για τον υπολογισµό του 1/c.

Λύση

Ο υπολογισµός του 1/c ανάγεται στην εύρεση της λύσης της εξίσωσης

f(x) =
1

x
− c = 0

Η µέθοδος N-R παράγει διαδοχικά

xn+1 = xn −
1

xn
− c

− 1

x2
n

ή

xn+1 = xn(2 − cxn), n = 0, 1, 2, ... (36)

Παρατηρήστε ότι για τον υπολογισµό της (36) δεν απαιτούνται διαιρέσεις.
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Επειδή

f
′(x) = − 1

x2
< 0, f

′′(x) =
2

x3
> 0

για x > 0 συνεπάγεται ότι ισχύουν οι υποθέσεις του ϑεωρήµατος για ένα

διάστηµα [a,b] τέτοιο ώστε 0 < a < c−1 < b και

|f(b)|
|f ′(b)| = b(bc − 1) ≤ b − a

Η τελευταία ανισότητα ικανοποιείται για b1 ≤ b ≤ b2, όπου

b1,2 =
1 ±

√
1 − ac

c

η οποία για αυθαίρετα µικρό x > 0 γίνεται 0 < b < 2c−1. Συνεπώς η µέθοδος

N-R συγκλίνει για οποιοδήποτε x0 τέτοιο ώστε

0 < x0 < 2c
−1 (37)
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4. Να υπολογιστεί µε τη µέθοδο N-R προσεγγιστική τιµή της ποσότητας e−1.

Για c = e η (37) γίνεται 0 < x0 < 2e−1 ≃ 0.735776 και επιλέγοντας x0 = 0.3 η

(36) παράγει την ακολουθία :

x0 = 0.3 2 − ex0 = 1.1845157

x1 = 0.355355 2 − ex1 = 1.0340461

x2 = 0.36745345 2 − ex2 = 1.00111583

x3 = 0.36787907 2 − ex3 = 1.0000014

x4 = 0.36787958 2 − ex4 = 1.0000000

όπου ϕαίνεται η τετραγωνική τάξη σύγκλισης µε το διπλασιασµό των µηδενικών

στη δεύτερη στήλη, σε κάθε επανάληψη.

Καθηγητής: Ν. Μ. Μισυρλής Αριθµητική Ανάλυση - Ενότητα 2 83 / 115



5. ∆ίνεται f(x) ∈ c
1[a, b], µε f

′(x) 6= 0 για x ∈ [a, b] και ξ η ϱίζα της f(x) = 0 στο [a, b]. Αν

g(x) = x + h(x)f(x), να προσδιοριστεί η συνάρτηση h(x) έτσι ώστε η µέθοδος του

σταθερού σηµείου να συγκλίνει τετραγωνικά.

Λύση

Για να συγκλίνει η µέθοδος σταθερού σηµείου τετραγωνικά ϑα πρέπει g
′(ξ) = 0. Από την

g
′(x) = 1 + h

′(x)f(x) + h(x)f ′(x)

έχουµε για x = ξ ότι

g
′(ξ) = 0 = 1 + h(ξ)f ′(ξ)

αφού f(ξ) = 0. Η τελευταία σχέση γράφεται

h(ξ) = − 1

f ′(ξ)

από την οποία προκύπτει (χωρίς να είναι η µόνη επιλογή) ότι η h(x) µπορεί να εκλεγεί σαν

h(x) = − 1

f ′(x)
.

΄Ετσι η µέθοδος σταθερού σηµείου xn+1 = g(xn) γράφεται

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, 2, ...

η οποία είναι γνωστή σαν η µέθοδος N-R.
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6. Αν f(x) = x
k − c, x > 0, όπου c > 0 και k ένας ϑετικός ακέραιος, τότε να δειχθεί ότι η

µέθοδος N-R συγκλίνει στην k
√

c για κάθε x0 > 0.

Λύση

Παρόµοια αποδεικνύεται ότι οι συνθήκες του Θεωρήµατος ισχύουν για κάθε διάστηµα [a, b] αν

0 < a < k
√

c και b αρκετά µεγάλο, τέτοιο ώστε b ≥ 1

k

[

(k − 1)a + c/a
k−1

]

.

Η µέθοδος N-R δίνεται τώρα από το επαναληπτικό σχήµα

xn+1 = xn − x
k
n − c

kx
k−1
n

ή

xn+1 = (1 − 1

k
)xn +

1

k
cx

1−k
n , n = 0, 1, 2, ...

για k = 2 έχουµε

xn+1 =
1

2
(xn + c/xn).

Αν επιθυµούµε να υπολογίσουµε την
√

17 και λάβουµε x0 = 4 οι επαναλήψεις που ϑα ϐρούµε

είναι οι ακόλουθες:

x1 = 4, 12

x2 = 4, 123 106

x3 = 4, 123 1056 2561 77

x4 = 4.123 1056 2561 7660 5498 2140 9856
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Η τιµή της x4 είνα ακριβής σε 28 σηµαντικά ψηφία. Παρατηρήστε τον

αναµενόµενο διπλασιασµό των σηµαντικών ψηφίων στους υπολογισµούς.

Η ανωτέρω µέθοδος χρησιµοποιείται συχνά για τον υπολογισµό τετραγωνικών

ϱιζών από τα υποπρογράµµατα ϐιβλιοθήκης που συνοδεύουν κάποια γλώσσα

προγραµµατισµού.

Ας σηµειωθεί ότι η ανωτέρω µέθοδος έχει ανακαλυφθεί από τον ΄Ελληνα

µηχανικό και αρχιτέκτονα ΄Ηρωνα (100 π.Χ.-100 µ.Χ)
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Η µέθοδος της τέµνουσας

Γενικά η µέθοδος του Newton συγκλίνει ταχύτερα από τις παρενθετικές µεθόδους αλλά

έχει σοβαρά µειονεκτήµατα, όπως πόσο κοντά πρέπει να διαλέξουµε το x0 στο ξ και η

ανάγκη του υπολογισµού της f
′ (xn) για κάθε n.

Αν η f(x) είναι µια πολύπλοκη συνάρτηση, τότε ο υπολογισµός της παραγώγου της

παρουσιάζει δυσκολίες καθόσον ϑα πρέπει να γίνει όσο το δυνατόν ακριβής για να

αποφύγουµε τη συσσώρευση σφαλµάτων στρογγύλευσης.

Η µέθοδος της τέµνουσας είναι η ενδιάµεση λύση µεταξύ των παρενθετικών µεθόδων και

της µεθόδου N-R.

Η ταχύτητα σύγκλισης της µεθόδου της τέµνουσας είναι καλύτερη από γραµµική αλλά όχι

τετραγωνική. Αυτό µαζί µε το γεγονός ότι δε χρειάζεται ο υπολογισµός της παραγώγου την

κάνει µια πολύ ελκυστική µέθοδο.

Αντικαθιστώντας στη µέθοδο N-R την f
′ (xn) µε το πηλίκο

f (xn)− f (xn−1)

xn − xn−1

προκύπτει η µέθοδος της τέµνουσας.
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Σχήµα: Γεωµετρική ερµηνεία της µεθόδου της τέµνουσας.
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Ο αλγόριθµος της µεθόδου της τέµνουσας

∆ίδεται η f(x) ∈ C[a,b] και οι αρχικές προσεγγίσεις x−1, x0 ∈ [a,b].

Αλγόριθµος

Για n = 0, 1, 2, . . . µέχρις ότου επιτευχθεί σύγκλιση να υπολογίζεται το xn+1

από τον τύπο

xn+1 = xn −
f(xn)(xn − xn−1)

f(xn)− f(xn−1)
=

f(xn)xn−1 − f(xn−1)f(xn)

f(xn)− f(xn−1)

όπου

f(xn) 6= f(xn−1).

΄Ετσι έχουµε µια µέθοδο, η οποία µπορεί να εφαρµοστεί ακόµα και αν

f(a)f(b) > 0, αλλά δεν συγκλίνει πάντα.
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Σύγκλιση

Θεώρηµα

Αν f(ξ) = 0, f
′(ξ) 6= 0 και η f

′′(x) είναι συνεχής σε µια περιοχή της ξ, τότε η µέθοδος της

τέµνουσας συγκλίνει στο ξ αν x−1, x0 ∈ Iε = [ξ − ε, ξ + ε], ε > 0.

Τάξη σύγκλισης

Αναζήτηση και προσδιορισµός ενός αριθµού m > 0 έτσι ώστε εn+1 = Kεm
n . Στην περίπτωση αυτή

ϑα ισχύει και εn = Kεm
n−1 ή εn−1 = K

−
1
m · ε

1
m
n .

εn+1 = Mεnεn−1 = Mεn(K
−

1
m · ε

1
m
n ) ≡ Kεm

n

άρα ϑα πρέπει να ισχύει

1 +
1

m
= m

ή

m =
1 ±

√
5

2

συνεπώς εn+1 = Kεm
n µε m = 1.618.
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Παράδειγµα

∆ίνεται η συνάρτηση f(x) = x3 + 2x2 − 3x − 1, η οποία είναι γνωστό ότι έχει µια

ϱίζα στο διάστηµα [1, 2]. Να εκτελεστούν έξι επαναλήψεις της µεθόδου της

Τέµνουσας.

Λύση

Για x−1 = 2 και x0 = 1, η µέθοδος της τέµνουσας δίνει

x1 = x0 − f(x0)
x0 − x−1

f(x0)− f(x−1)
= 1 − (−1)

1 − 2

−1 − 9
= 1.1.

Για x0 = 1 και x1 = 1.1 η επόµενη επανάληψη της µεθόδου της τέµνουσας δίνει

x2 = x1−f(x1)
x1 − x0

f(x1)− f(x0)
= 1.1−(−0.549)

1.1 − 1

−0.549 − (−1)
= 1.2217294900.
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Οι επόµενες τέσσερις επαναλήψεις παράγουν τα ακόλουθα αποτελέσµατα

x3 = x2 − f(x2)
x2 − x1

f(x2)− f(x1)
= 1.1964853266

x4 = x3 − f(x3)
x3 − x2

f(x3)− f(x2)
= 1.1986453684

x5 = x4 − f(x4)
x4 − x3

f(x4)− f(x3)
= 1.1986913364

x6 = x5 − f(x5)
x5 − x4

f(x5)− f(x4)
= 1.1986912435.

Η προσέγγιση x6 έχει απόλυτο σφάλµα περίπου 3.907 x 10−12. Προκειµένου να

υπολογιστεί η προσέγγιση x6, πραγµατοποιήθηκαν έξι επαναλήψεις της

µεθόδου της τέµνουσας (η πρώτη επανάληψη παρήγαγε το x1, η δεύτερη το x2,

κ.λ.π.) και υπολογίστηκαν οι τιµές της συνάρτησης f(x) στα

x = x−1, x0, x1, x2, x3, x4 και x5.
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Εποµένως, το απόλυτο σφάλµα 3.907 x 10−12 επιτεύχθηκε µε ένα

συνολικό κόστος υπολογισµών επτά τιµών µιας συνάρτησης. Η µέθοδος

NR πέτυχε παρόµοια ακρίβεια µε µόλις πέντε επαναλήψεις (ϐλ.πίνακα 1).

΄Οµως, για αυτές τις πέντε επαναλήψεις, απαιτήθηκε κόστος υπολογισµών

δέκα τιµών της συνάρτησης.

Εποµένως, αν και η µέθοδος της Τέµνουσας χρειάστηκε περισσότερες

επαναλήψεις από τη µέθοδο NR για να πετύχει τη συγκεκριµένη ακρίβεια,

η µέθοδος της Τέµνουσας χρειάστηκε λιγότερους υπολογισµούς τιµών της

συνάρτησης.
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Η µέθοδος του Aitken

Η σύγκλιση µιας επαναληπτικής µεθόδου που είναι γραµµικής τάξης

µπορεί να επιταχυνθεί µε τη χρήση της µεθόδου του Aitken.

΄Εστω ότι η ακολουθία {xn}, n = 0, 1, 2, . . . έχει γεωµετρική σύγκλιση στο

ξ δηλαδή
εn+1

εn

= k, n = 0, 1, 2, . . . (38)

όπου εn = xn − ξ µε |k| < 1.

∆εδοµένων τριών διαδοχικών όρων xn, xn+1, xn+2 της ακολουθίας µπορεί

να προσδιοριστεί το ξ. Πράγµατι, από την (38) έχουµε

xn+1 − ξ

xn − ξ
=

xn+2 − ξ

xn+1 − ξ
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Η µέθοδος του Aitken

Λύνοντας ως προς ξ προκύπτει

ξ =
xnxn+2 − x

2
n+1

xn+2 − 2xn+1 + xn

= xn − (xn+1 − xn)
2

xn+2 − 2xn+1 + xn

(39)

ή

ξ = xn − (∆xn)
2

∆2xn

(40)

όπου ∆ είναι ο τελεστής των προς τα εµπρός διαφορών και ορίζεται σαν ∆xn = xn+1 − xn

µε ∆2
xn = ∆xn+1 −∆xn = xn+2 − 2xn+1 + xn.

Ακόµα και αν η σύγκλιση της ακολουθίας {xn} n = 0, 1, 2, . . . δεν είναι γεωµετρική, η

σύγκλιση επιταχύνεται µε τη δηµιουργία µιας νέας ακολουθίας {x
′

n}, n = 0, 1, 2, . . . που

προκύπτει από την (40) και δίνεται από το επαναληπτικό σχήµα

x
′

n = xn − (∆xn)
2

∆2xn

, n = 0, 1, 2, . . . (41)

το οποίο είναι γνωστό σαν η µέθοδος του Aitken.
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Μπορεί να αποδειχτεί ότι

lim
n→∞

x ′n − ξ

xn − ξ
= 0

υπό την προϋπόθεση ότι

lim
n→∞

xn+1 − ξ

xn − ξ
= k < 1.

Παρατηρήσεις

Αν ισχύουν οι προϋποθέσεις της καθολικής σύγκλισης της µεθόδου

σταθερού σηµείου, η σύγκλιση της νέας ακολουθίας είναι δεύτερης τάξης.

∆εν αυξάνεται η ταχύτητα σύγκλισης µιας µεθόδου, µε τη χρήση της

µεθόδου του Aitken, όταν η σύγκλισή της είναι δεύτερης τάξης.
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Παράδειγµα

∆ίνεται η συνάρτηση g(x) = e−x . Να χρησιµοποιηθεί η µέθοδος του Aitken

προκειµένου να επιταχυνθεί η σύγκλιση της µεθόδου του σταθερού σηµείου.

Λύση

Χρησιµοποιούµε τη µέθοδο του σταθερού σηµείου για τον υπολογισµό των

x1 = 0, x2 = 1, x3 = 0.3678794412 και x4 = 0.6922006276. ΄Επειτα,

αντικαθιστώντας τις τιµές στην (41) για n = 3 έχουµε

x
′

3 = x3 −
(x4 − x3)

2

x4 + x2 − 2x3

= 0.6922006276 − (0.6922006276 − 0.3678794412)2

0.6922006276 + 1 − 2(0.3678794412)
= 0.5822260970.
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Μετά από δέκα επαναλήψεις της µεθόδου του σταθερού σηµείου και της

µεθόδου του Aitken έχουµε τις τιµές που εµφανίζονται στον ακόλουθο πίνακα.

Το σταθερό σηµείο της g(x) είναι το ξ = 0.5671432904 µε ακρίβεια δέκα

δεκαδικών ψηφίων.

n µέθοδος σταθερού σηµείου µέθοδος Aitken

1 1.0000000000 -

2 0.3678794412 -

3 0.6922006276 0.5822260970

4 0.5004735006 0.5717057675

5 0.6062435351 0.5686388059

6 0.5453957860 0.5676169948

7 0.5796123355 0.5672967525

8 0.5601154614 0.5671924279

9 0.5711431151 0.5671591338

10 0.5648793474 0.5671483792
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Συµπέρασµα

Είναι ϕανερό ότι η ακολουθία που παράγεται µε τη µέθοδο Aitken συγκλίνει

γρηγορότερα.

Για παράδειγµα το x10 είναι ακριβές µόνο σε δύο δεκαδικά ψηφία, ενώ το x
′

10

είναι ακριβές σε πέντε δεκαδικά ψηφία.
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Πολυωνυµικές εξισώσεις

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · a1x + a0 = 0

όπου p(x) είναι ένα πολυώνυµο n ϐαθµού (an 6= 0).

Υπολογισµός της τιµής p(x0) µε αντικατάσταση

α) Ο σχηµατισµός των xk , k = 2(1)n, άρα n − 1 πολλαπλασιασµοί,

ϐ) Ο σχηµατισµός των akxk , k = 1(1)n, άρα n πολλαπλασιασµοί,

γ) Ο σχηµατισµός του
∑n

k=0
akxk , άρα n προσθέσεις.

Σύνολο δηλαδή 2n − 1 πολλαπλασιασµοί και n προσθέσεις.
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Υπολογισµός της τιµής p(x0) µε το σχήµα του Horner

΄Εστω

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · a1x + a0, an 6= 0

p(x) ≡ (x − x0)q(x) + r.

Παρατηρούµε ότι

p(x0) = r.

Αν λοιπόν

q(x) = βnx
n−1 + βn−1x

n−2 + · · ·+ β2x + β1,

τότε

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · a1x + a0

≡ (x − x0)(βnx
n−1 + βn−1x

n−2 + · · ·+ β2x + β1) + r

= βnx
n + βn−1x

n−1 + · · ·+ β2x
2 + β1x

−(βnx0x
n−1 + βn−1x0x

n−2 + · · ·+ β2x0x + β1x0) + r

= βnx
n + (βn−1 − βnx0)x

n−1 + · · ·+ (β1 − β2x0)x + r − β1x0

(42)
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.....Σχήµα του Horner

ή

an = βn

an−1 = βn−1 − βnx0

.

.

. (43)

a1 = β1 − β2x0

a0 = r − β1x0

ή

βn = an

βn−1 = an−1 + βnx0

.

.

. (44)

β1 = a1 + β2x0

r = a0 + β1x0

ή
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.....Σχήµα του Horner

βi = ai + βi+1x0, i = n(−1)0 (45)

µε βn+1 = 0 και β0 = r = p(x0), οπότε παρατηρούµε ότι χρειάζονται µόνο n

πολλαπλασιασµοί και n προσθέσεις για τον υπολογισµό της p(x0). Για τον

απλούστερο υπολογισµό των βi ακολουθούµε την παρακάτω διάταξη:

an an−1 an−2 · · · a1 a0

x0 βnx0 βn−1x0 · · · β2x0 β1x0

βn βn−1 βn−2 · · · β1 β0 = p(x0)

΄Αρα το σχήµα του Horner προτείνει τη γραφή του p(x0) υπό τη µορφή

p(x0) = (. . . ((

βn−1

︷ ︸︸ ︷

anx0 + an−1)x0 + an−2
︸ ︷︷ ︸

βn−2

)x0 + · · · + a1)x0 + a0 (46)
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Υπολογισµός των τιµών των παραγώγων του p(x)

p(x) ≡ (x − x0)q(x) + r

παρατηρούµε παραγωγίζοντάς την ότι

p
′(x) ≡ q(x) + (x − x0)q

′(x)

οπότε

p
′(x0) ≡ q(x0)

πράγµα που δηλώνει ότι για τον υπολογισµό της p′(x0) αρκεί να εφαρµοστεί

δύο ϕορές το σχήµα του Horner, µία για την εύρεση του q(x) και στη συνέχεια

για την εύρεση του υπολοίπου της διαίρεσης του q(x) µε το x − x0.
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....Υπολογισµός των τιµών p(k)(x) των παραγώγων του p(x)

Γενικά, µε k + 1 διαδοχικές εφαρµογές του σχήµατος του Horner, έχουµε:

p(x) ≡ (x − x0)q1(x) + r0

q1(x) ≡ (x − x0)q2(x) + r1

.

.

. (47)

qn−1(x) ≡ (x − x0)qn(x) + rn−1

qn(x) ≡ (x − x0) · 0 + rn.

΄Αρα

p(x) ≡ (x − x0)q1(x) + r0

= (x − x0)[(x − x0)q2(x) + r1] + r0 (48)

= (x − x0)
2
q2(x) + (x − x0)r1 + r0

και γενικά το p(x) µπορεί να λάβει τη µορφή

p(x) ≡ rn(x − x0)
n + rn−1(x − x0)

n−1 + · · ·+ r1(x − x0) + r0.
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Ανάπτυγµα του p(x) σε σειρά Taylor γύρω από το x0

p(x) = p(x0) +
(x − x0)

1!
p
′(x0) +

(x − x0)
2

2!
p
′′(x0) + · · ·+ (x − x0)

n

n!
p
(n)(x0).

Από τις δύο µορφές του p(x) προκύπτει ότι

p
(k)(x0) = k!rk , k = 0(1)n

όπου

rk = qk(x0), k = 0(1)n.
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Υπολογισµός της τιµής p(k)(x0)

π.χ. για την εύρεση της p′′(x0) έχουµε

an an−1 · · · a2 a1 a0

x0 βnx0 · · · β3x0 β2x0 β1x0

βn βn−1 · · · β2 β1 β0 = r0

x0 γnx0 · · · γ3x0 γ2x0

γn γn−1 · · · γ2 γ1 = r1

x0 δnx0 · · · δ3x0

δn δn−1 · · · δ2 = r2

΄Αρα p′′(x0) = 2!r2
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Παράδειγµα 1

1 ∆ίνεται το πολυώνυµο p(x) = 6x
4 − 53x

3 + 184x
2 − 295x + 186. Με την εφαρµογή του

σχήµατος Horner να ϐρεθούν οι τιµές p(2), p
′(2), p

′′(2), p
′′′(2), p

(4)(2).

Λύση

6 -53 184 -295 186

2 12 -82 204 -182

6 -41 102 -91 4 = r0

2 12 -58 88

6 -29 44 −3 = r1

2 12 -34

6 -17 10 = r2

2 12

6 = r4 −5 = r3

Εφαρµόζοντας τον τύπο p
(k)(x0) = k!rk για k = 0, 1, 2, 3, 4 έχουµε:

p(2) = 0!r0 = 1 × 4 = 4

p
′(2) = 1!r1 = 1 × (−3) = −3

p
′′(2) = 2!r2 = 2 × 10 = 20

p
′′′(2) = 3!r3 = 6 × (−5) = −30

p
(4)(2) = 4!r4 = 24 × 6 = 144
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Παράδειγµα 2

2. Με επανειληµµένες εφαρµογές του σχήµατος Horner και µόνο να

γραφεί το πολυώνυµο p(x) = 3x2 − 4x + 5 στη µορφή

p(x) = a + β(x − 2) + γ(x − 2)2.

Λύση

Το ανάπτυγµα κατά Taylor στο σηµείο x0 = 2 είναι :

p(x) = p(2) +
(x − 2)

1!
p
′(2) +

(x − 2)2

2!
p
′′(2),

ή επειδή rk = p(k)(x0)
k! , k = 0, 1, 2, ϑα έχουµε

p(x) = r0 + r1(x − 2) + r2(x − 2)2.

Τα r0, r1, r2, υπολογίζονται µε επανειληµµένες εφαρµογές του σχήµατος

Horner ως εξής:
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...Λύση

3 -4 5

2 6 4

3 2 9 = r0

2 6

3 = r2 8 = r1

άρα p(x) = 9 + 8(x − 2) + 3(x − 2)2.
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Σηµειώµατα
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Ως Μη Εµπορική ορίζεται η χρήση:

που δεν περιλαµβάνει άµεσο ή έµµεσο οικονοµικό όφελος από την χρήση του

έργου, για το διανοµέα του έργου και αδειοδόχο

που δεν περιλαµβάνει οικονοµική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή

πρόσβαση στο έργο

που δεν προορίζει στο διανοµέα του έργου και αδειοδόχο έµµεσο οικονοµικό

όφελος (π.χ. διαφηµίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιµοποιεί το

έργο για εµπορική χρήση, εφόσον αυτό του Ϲητηθεί.
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∆ιατήρηση Σηµειωµάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού ϑα πρέπει να

συµπεριλαµβάνει :

το Σηµείωµα Αναφοράς

το Σηµείωµα Αδειοδότησης

τη δήλωση ∆ιατήρησης Σηµειωµάτων

το Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει)

µαζί µε τους συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους.
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Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων τρίτων

Το ΄Εργο αυτό κάνει χρήση του ακόλουθου έργου:

¨ Εισαγωγή στην Αριθµητική Ανάλυση : Μια αλγοριθµική προσέγγιση,

αυτο-έκδοση, Αθήνα, 2009¨, Νικόλαος Μισυρλής.
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